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Abstrakt: Tato prace se zabyva optimaliza¢ni ilohou Fizeni ristu krystalt pomoci regulace teploty
na okrajich oblasti, ve které ke krystalizaci dochézi. Pro efektivni FeSeni této alohy pouZivame
metodu zalozenou na vyfeseni adjungované rovnice. Fazové pifechody popisujeme pomoci modelu
fazového pole, tvofeného parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi. Tyto rovnice v prubéhu optima-
lizace FeSime numericky metodou kone¢nych diferenci. Program fegici tlohu je implementovany v
jazyce C++. Vysledkem této prace pak je vypocetni studie, ve které se pomoci feSeni konkrétnich
tloh snazime zjistit vlastnosti metody s feSenim adjungované rovnice i tlohy #zen{ krystalizace
pomoci okrajovych podminek jako takové.

Kliéovd slova: adjungovana rovnice, krystalizace, metoda konecnych diferenci, model fazového
pole, optimalizace

Title:

Numerical solution of the adjoint equation for the phase-field model

Author: Michal Bohaty

Abstract: This work is concerned with the optimization problem of controlling crystal growth by
manipulating temperature at the edges of the region in which crystallization occurs. To solve this
problem efficiently, we use a method based on solving the adjoint equation. To describe phase
transitions, we use the phase-field model consisting of partial differential equations. During the
optimization process, we solve these equations numerically using the finite difference method.
The program that solves the whole problem is implemented in C++. As a result of this work, we
then present a computational study in which, by solving specific problems, we try to investigate
properties of the method with solving the adjoint equation and also properties of the problem of
controlling crystallization using boundary conditions as such.
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Uvod

Tato préce se zabyva mozZnosti ¥idit proces krystalizace pouze pomoci regulace teploty na kra-
jich oblasti, ve které ke krystalizaci dochézi. Tato dloha by mohla byt zajimava i z praktického
hlediska, napiiklad krystalizace kovi hraje dnes v prumyslu dilezitou roli. K popisu fazovych
prechodt budeme pouzivat model fazového pole [5, 6]. P¥i jeho pouziti vede zminény problém z
matematického hlediska na optimaliza¢ni tlohu s vazbou danou parcidlnimi diferencidlnimi rov-
nicemi. Nasim cilem je feSeni dvourozmeérného pripadu této ulohy za pouziti metody s feSenim
adjungované rovnice [2]. Optimalizaci budeme provadét numericky pomoci gradientniho sestupu.
Vypocet implementujeme v jazyce C++.

V prvni kapitole si zavedeme model fazového pole a matematickou teorii potiebnou k dalsimu
postupu. Také si zde jeSté pfesnéji definujeme tlohu, kterou budeme FeSit. Druhé ¢ast je véno-
vana metodé adjungované rovnice, kterd umoziuje efektivné ziskat gradient ucelové funkce pii
optimalizaci. Nejprve je pFfedstavena jeji obecna formulace a néasledné je odvozena i konkrétné
pro nas piipad. Jeji odvozeni je provedeno dvakrat, jednou za pouziti obecné teorie, podruhé
pomoci jednodussiho pfistupu, ve kterém si vystacime s pouzitim méné pokrocilé matematiky.
Tyto vysledky pak pouZzijeme pfi numerickém feSeni tilohy, kterému se vénuje ti¥eti kapitola. V
té si predstavime nejprve zptsob diskretizace problému a nasledné samotnou implementaci a
algoritmicky postup vypoctu. Posledni ¢asti je pak vypocetni studie, ve které se budeme véno-
vat hlavné vizualizaci feSeni pro konkrétni ulohy. Ty se pokusime volit tak, abychom se pomoci
nich dozvédéli néco o vlastnostech jak metody adjungované rovnice, tak i samotné dlohy Fizenf
krystalizace pomoci okrajovych podminek.



Kapitola 1

Matematicky model a aparat

1.1 Popis alohy

Jak jiZz bylo naznaceno v tivodu, zabyvame se tilohou, kdy mame dvourozmérnou oblast s ka-
palinou a pomoci Fizeni teploty na krajich této oblasti chceme dosdhnout vytvoreni krystalu
piedepsaného tvaru. Ulohu budeme Feit v asovém intervalu [0, 7], bude nés tedy zajimat tvar
krystalu v ¢ase T'. Tento tvar sice nejspiSe nebude stabilni, tim co by se s nim délo dale v case
se ale nebudeme v této praci zabyvat.

1.2 Model fazového pole

Problematiku pfechodu mezi kapalinou a pevnou latkou lze popsat vice zpisoby. Jednim z nich
je Van der Waalsiv pfristup, ktery je zalozeny na myS$lence spojitého prechodu mezi fizemi, k
némuz dochazi na tenkém rozhrani. Jeho vyhodou je, ze dokdZe popsat stav podchlazené kapa-
liny. Z tohoto pristupu pak vychazi model fazového pole, ktery je popsan pomoci soustavy dvou
parcialnich diferencialnich rovnic (PDR). Prvni z nich je rovnice vedeni tepla, popisujici zmény
teploty ve zkoumané oblasti, druha je Allenova-Cahnova rovnice pro fazové pole, ktera popisuje

N

mace lze najit napiiklad v [5, 6, 7).

Uvazujme omezenou oblast Q@ C R? a asovy interval [0, 7). Dale zavedme funkci teploty u :
Q x [0,7] — R a fazovou funkci y : Q x [0,7] — [0, 1], kterd udava v jake fazi se latka v p¥i-
slusném misté nachézi. Hodnoty blizké nule odpovidaji kapalnému stavu, pevné fazi odpovidaji
hodnoty blizké jednic¢ce. Za rozhrani mezi fazemi se povazuje vrstevnice y = % Rovnice pro vyvoj
fazového pole méa pak tvar

ad?y; = EAy + f(u,y,€) na Q% (0,7), (1.1)
kde £ je parametr udavajici tloustku rozhrani a « je dalsi parametr modelu. V celé praci je
pouzivano znaceni y; = %. Konkrétni podoba reakéniho ¢lenu f(u,y,&) zavisi na pouzitém
modelu. Nejjednodussi moznosti je (v teploté) linedrni ¢len

i€ = a1 =) (= 3 ) = 05800~ ) (12)

kde a, b, 8 jsou konstanty a up je teplota tani. Tento ¢len m4 ale fyzikaln{ vyznam pouze pro maléd
podchlazeni, coz se pii numerické simulaci ukazalo jako problém. Proto se dale budeme zabyvat
8



modelem Y P1-P, navrzeném v |7], ktery umoziuje realizovat i velké hodnoty podchlazeni pii
zachovan{ fyzikalniho vyznamu. Funkce f v ném ma tvar

1 1
s =20 (1 =) (= 5 — 390600 (1= ) ) 13)
kde
0, y<eo
Y(y;e0,€1) = q L, y>er (1.4)
_ 2 _ 3
My—o), 2ok y € (eo,),
a

bzé 15710 20 5 0 20 1576

B je koeficient podchlazeni a €q, €1 jsou dalsi parametry.

1(58 €61 3eg  coe1 | €ogf 3¢l | &} 1>1 (1.5)

Pri predpokladu dostatecné diferencovatelnosti funkei v a y mutZeme zapsat soustavu rovnic
popisujicich model, jako

ut = Au+ Ly na Q x (0,T),

a’ye = €Ay + f(u,y,€) na Qx(0,7), (1.7)
€ =2 (=) (3= 5 = 5HES0) 0= ) )

Ulg—o =up na Q,
Ylt=0 = yo na Q,

s Dirichletovymi okrajovymi podminkami

ulgpn =s na 90Q x [0,T], (1.10)
yloo =g na o x [0,T]. (1.11)

Okrajova podminka pro fazové pole pro nas neni ptili§ duilezita, volime tedy nejjednodussi moz-
nost g = 0. Tato volba zarovenl zabranuje nezddoucimu rustu krystalu od kraje oblasti.

Nasim cilem pak bude pro tento model nalézt takové okrajové podminky s, aby yli—r = yy
na {2, kde y; je pfedem zvoleny cilovy profil.

1.3 Variac¢ni pocet na Banachovych prostorech

K obecnému odvozeni adjungované rovnice budeme potifebovat nékteré pojmy a véty z funk-
cionalni analyzy. Véty zde budou uvedeny bez diikazti, podrobnosti lze nalézt napiiklad v [1,
2, 10]. Pokud v nésledujicich vétach a definicich nebude feeno jinak, X,Y, Z budou oznacovat
Banachovy prostory.

Nejprve si zavedeme pojem omezeného linedrniho operatoru.

Definice 1. Necht X,Y jsou normované vektorové prostory a T': X — Y je linedrni operator.
Pak fekneme, ze T je omezeny < (M > 0)(Vz € X)(||T(x)|ly < M||z|x). Omezenost je také
ekvivalentni se spojitosti T'.

9



Déle si rozgitime pojem diferencovatelnosti na operatory mezi Banachovymi prostory, coz budeme
potfebovat pro vypocet gradientu nasf icelové funkce pii optimalizaci.

Definice 2. Bud U C X oteviena a neprézdné, f: U =Y,z U, v e X.

(i) Potom

df(x;v) :=lim fla+tv) — f(2)

t—0 t

nazveme derivaci f v bodé x a ve sméru v.
(ii) Pokud existuje omezeny linearni operator f'(z) takovy, Ze

)] — 1 L)~ @)

t—0 t

Vh e X,

nazyvame ho Gateauxova derivace f (G-derivace).

(iii) Pokud Gateauxova derivace navic spliuje podminku

If (x4 h) — f(x) = f(@) Ay

||l x —0 1]l x

=0,

fikame ji Fréchetova derivace f (F-derivace).

Definice 3. Necht f : X xY — Z mé F-derivaci v bodé (a,b) € X XY, oznaéme fi(x) = f(x,b)

a fa(y) = f(a,y). Potom
!

Fola. b)) == fi(@)], veX,
respektive

f(a b)) == fB)], wey
nazyvame parcidlni Fréchetovy derivace.
Pozndmka 1. Pfimo dosazenim do podminky z definice F-derivace je vidét, Ze pro omezeny
linearni operator f: X — Y je

fl(x)=f, VrelX,

coz se ndm bude hodit pfi derivaci skaldrnfho soucinu.
Pro provedeni derivace budeme potfebovat nékteré véty pro pocitani s derivacemi a vétu o

implicitni funkci.

Véta 1. Necht f: X xY — Z mé F-derivaci v bodé (a,b) € X x Y. Pak

flla, D) v, w] = fe(a,b)[v] + fy(a, b)[w].

Véta 2 (Retézové pravidlo). Necht f: Y — Z, g : X — Y jsou F-diferencovatelné v z € X,
respektive g(z) € Y a h(z) = f(g(z)). Potom h: X — Z je F-diferencovatelna v x a

W(z)[v] = f'(g(x)) [¢' ()], veX.

Véta 3 (O implicitni funkei). Necht f : X x Y — Z je spojité F-diferencovatelna, existuje
(a,b) € X x Y tak, ze f(a,b) =0 a fy(a,b) : Y — Z je izomorfismus Banachovych prostori.
Potom existuji U okoli a, V' okoli b a F-diferencovatelna g : U — V tak, ze f(x,g(z)) =0

10



Pro prakticky vypocet se pak hod{ véta, kterd ndm umozni derivace spocitat jednoduseji nez
pfimo z definice.

Véta 4. Bud f: X — R, pro z,v € X, e > 0 definujeme h : (—e,¢) — R jako h(t) := f(z +tv).

Pak
d

= hit) = —
dt lt=0 (*) dt lt=0

Nakonec pak budeme potifebovat nésledujici dvé véty, které nadm umozni realizovat samotnou
myslenku metody adjungované rovnice.

Of (x;v) = f(z + tv).

Véta 5 (Rieszova). Necht H je Hilbertuv prostor a F' : H — C omezeny linedrni funkcional.
Potom existuje pravé jeden vektor y € H takovy, ze

Fr=(x,y) Vo € H.

Véta 6 (O sdruzeném operatoru). Necht H, K jsou Hilbertovy prostory, A : H — K je omezeny
linearni operator. Pak existuje pravé jeden omezeny linearni operator A* : K — H takovy, Ze

(Az,y)k = (z, A"y)n, Vxec HyeckK,

A* nazyvame sdruzeny operator k A.

11



Kapitola 2

Metoda adjungované rovnice

V této kapitole si piedstavime metodu adjungované rovnice. Ta spociva v zavedeni nové (adjun-
gované) proménné, pro kterou néasledné formulujeme tzv. adjungovanou rovnici. Pii jejim splnéni
se pak velmi vyrazné zjednodusi vypocet gradientu ucelové funkce pro potfeby optimalizace.

2.1 Obecna formulace

Nejprve se podivejme na obecnou formulaci optimaliza¢ni tlohy s vazbou danou parcidlnimi di-
ferencidlnimi rovnicemi a jeji FeSeni pomoci metody adjungované rovnice.

Budte S,Y,Z Banachovy prostory, s € S piredstavuje Fizeni tlohy, y € Y jeji feSeni. Nagim
cilem je

in J(y,s), za podmink ,8) =0, 2.1

,n (y,8), za podminky e(y,s) (2.1)

kde J : Y xS — R je ucelova funkce, e : Y x S — Z predstavuje soustavu PDR s okrajovymi
a pocateénimi podminkami. Pokud navic pfedpokladame pro kazdé s € S jednoznatné FeSeni
soustavy e(y, s) = 0, mizeme optimaliza¢ni problém pfevést na tvar

migl J(s):=J(y(s),s), za podminky e(y(s),s)=0.
s€

Minimalizaci ti¢elové funkce budeme provadét numericky pomoci gradientniho sestupu, proto se
nyni pokusime nalézt gradient J'(s). K tomu vyuZzijeme Lagrangeovu funkci

L(y,8,>\) = J(y7 8) + <)\,€(y, S)>Z>

kde A € Z nazyvame adjungovana proménnd. Pokud uvazujeme y = y(s), dostaneme pro libo-
volné A € Z

L(y(s):5,A) = J(y(s), s) + (A, ey(s),8)) 2 = J(y(s), ) = I (s).

Pro dalgi postup je potieba, aby byly splnéné zejména predpoklady véty o implicitni funkci pro
vazbu e(y, s) = 0:

(i) e, J jsou spojité F-diferencovatelné,

(ii) Vse S:Fiye Y :e(y,s) =0,
12



(iii) Vs € S :ey(y(s),s) je izomorfismus Banachovych prostori.

Za pouziti vét 1, 2 a 3 z predchozi ¢dsti dostaneme pro F-derivaci .J (s) ve sméru q € S:

jl(s)[Q] = Ls(y(s)a S, )‘)[Q] =
= Jy(y(s), )Y (s)lal] + Js(y(s), s)lal + (N, ey (y(s), )y (s)[al] + es(y(s), s)lal)z. (2:2)

Derivaci skalarntho soucinu dostaneme opét skalarni soucin, protoze se jedna o omezeny linedrni
funkcional (Poznamka 1). Dale vyraz upravime za pouziti Rieszovy véty a véty o sdruzeném
operatoru.

J'(9)la) = (Jy, v/ ($)lal)y + Js(y(s), 9)la] + (ey(y(s), )" A/ (s)lal)y + (A, es(y(s), 9)la)) z =

= (Jy +ey(y(s),s)" Ny (s)lal)y + Ts(y(s), s)lal + (A es(y(s), s)lal) z, (2.3)

kde jy € Y nahrazuje Jy(y(s),s) podle Rieszovy véty a e,(y(s),s)* je sdruzeny operator k
ey(y(s), s). Pokud nyni zvolime takové X\g, aby byla splnéné tzv. adjungovana rovnice

Jy +ey(y(s),5) Ao =0, (2.4)

muzeme ziskat J'(s) jako

J'(5)[a] = Ls(y(s), 5, 2)la] = Js(y(s), 5)[a] + (ho, es(y(s), 5)[a]) 2, (2.5)
tedy bez nutnosti vypoctu y'(s). Podminka (2.4) je ekvivalentni s

Ly (y(s), 5, M) = 0, (2.6)

jelikoz provedenim stejnych tprav jako v postupu vyse dostaneme

Ly(y(s),s,A) = Jy(y(s), $)[y' (s)lal] + (A, ey (y(s), ) [y (s)[al]) z
= (Jy + ey (y(s), )"\, v/ (s)a])y (2.7)

Jelikoz ale nagim cilem je pouze numerické feSeni tlohy, budeme pfi aplikaci na model fazového
pole postup dodrzovat Cisté formélné a nebudeme ovérovat vétsinu predpokladi. Naptiklad bu-
deme pocitat pouze smérové derivace a nebudeme zkoumat, zda spliiuji podminky, aby se jednalo
o Fréchetovu derivaci. Také nepouzijeme sdruzeny operator, jeho roli bude zastdvat pouziti prvni
Greenovy identity [9]. Rieszovu vétu taktéz nebude tieba pouzit, protoze Jy(y(s), s)[y'(s)[q]] uz
bude mit tvar skalarniho souc¢inu (integralu).

Pozndmka 2. Zde je vhodné vice ozfejmit, pro¢ je pro nas vlastné vyhodné se vyhnout vypoctu
y'(s)[q]. Tuto derivaci bychom mohli aproximovat pomoci vyrazu w, e > 0. Ten bychom
ale potiebovali ziskat pro velké mnozstvi riznych ¢, konkrétné tolik, jak4 bude dimenze prostoru
S po diskretizaci. A jelikoz y(s) predstavuje Feseni soustavy PDR a zavisi mimo jiné na s, museli
bychom soustavu fesit pro kazdou volbu g znovu.

2.2 Adjungovana rovnice pro model fizového pole

V této ¢asti aplikujeme metodu adjungované rovnice na problém popsany v prvni kapitole.
Chceme tedy pro model fazového pole (1.6)-(1.11) nalézt takove okrajové podminky (funkci
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s), abychom v ¢ase T' dostali krystal pfedepsaného tvaru (funkci yr). Nage ucelova funkce bude

1 2 v [T 2
7= [Wher =y as+ ] [ [ ls = umfdoat, (28)
Q 08Q

kde prvni ¢len predstavuje normu rozdilu pfedepsaného profilu a dosazeného vysledku v ¢ase T',
reprezentuje tedy kvalitu nalezeného fizeni. Druhy ¢len pfedstavuje Tichonovovu regularizaci.
Ta mé obecné za 1cel posunout FeSeni blize k pocatku, v nasem pripadé k teploté tani. Diky
tomu jsou upfednostiiovana feSeni s mensimi teplotnimi vykyvy.

K odvozeni adjungované rovnice pro tuto ulohu lze pouzit také méné obecny postup, ve kte-
rém Fizeni Glohy probihd pomoci kone¢ného pocétu parametri. Tento piistup je vice intuitivni a
pro jeho pouziti nejsou potfeba znalosti z funkcionalni analyzy, muZe byt tedy lepsi pro prvni
seznameni s vypoctem. Z tohoto diivodu zde budou oba postupy uvedeny v plné délce, piestoze
jsou podobné a vedou ke stejnym vysledkim.

2.2.1 Parametricky pristup

V tomto pifstupu k adjungované metodé uvazujeme Fizeni tilohy pomoci konecného vektoru
parametri p, tedy s = s(p). Tento pfistup pocita s naslednou diskretizaci tulohy, p¥i které také
ozfejmime vyznam zavedenych parametrii. Nasim cilem je minimalizovat funkcionél

T
90 =5 [ 0@l =99 do+ 3 [ [ 159~ vl . 29)
Q oN

Minimalizaci provadime za podminek danych rovnicemi pro model fazového pole, tedy

ug — Au = Ly, na Q x (0,7), (2.10)
yt—éAy: O;f(u,y,f) na  x (0,7), (2.11)
9 =21 =9) (5= 5~ 5690) (0= ) ) (2.12)

ulpn =s na 0Q x [0,T],
Ylon =g mna 9Q x [0,7],
ult=0 = ug na £,

Yli=o =yo mna .

Pro funkce z modelu pak plati

u=u(z,t,p), y =y(z,t,p),
s = s(x,t,p), g=g(x,1),
ug = up(x), Yo = yo(),

jelikoz nastaveni parametrd ovlivni ¢asovy vyvoj u a y. Pro piehlednost zépisu ale nebudeme
tyto zavislosti déle explicitné psat. Minimalizace v tomto piipadé predstavuje hledani vizaného
extrému, k ¢emuz pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatord.
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Zavedeme funkce
A1 = A (z,t), w1 = pi(x,t) na Qx[0,7],

A2 = Aa(z, ), pa = po(z,t) na 0Q x [0,T],
Az = A3(2), p3 = p3(z) na €
a definujeme funkcional J*(p) jako

T T
J*(p)://)\l (ug — Au — Ly) dxdt+//g]5—umt|2+)\2(u—s) da dt
0 0
Q oN

+ /)\3 (ult=0 — up) dz

@ . (2.17)
+ /O /m <yt B éAy - aizy (1-y) <y - % - %Bbéﬁ(y) (u— umt)>> da dt
Q

T
1
[ [ =) drat+ [ 5 her =) + s oo = )
o0 Q

Vidime, ze pii splnéni rovnic (2.10)-(2.16) je J*(p) = J(p). Nasledné budeme chtit pocitat gra-
dient V.J*(p) = dd—?. Pokud bychom ale funkcional nyni zderivovali, dostali bychom vyrazy typu

8(%;) a agg), se kterymi by bylo tézké déale pracovat. Proto nejprve prevedeme derivace podle

prostorovych proménnych a ¢asu na funkce A\ a pui. K tomu pouzijeme metodu per partes a
prvani Greenovu identitu [9].

Pomoci per partes (u integralu pfes ¢as) upravime ¢len

T T
//)\1’U¢ dz dt :/(Alu)tT— (A1u)|¢=odz — / /)\uudmdt, (2.18)
0 0

Q Q Q

a dvojim pouzitim Greenovy identity (na prostorovy integral) ziskame

T T T
—//AlAudxdt://V)undxdt—//)unﬁdxdt
OQ OQ 089
T T T
://uV)\lﬁdxdt—//AMudxdt—//)unﬁdmdt. (2.19)
OBQ OQ OBQ

Stejnym zpusobem upravime i ¢leny s LAy, g1y a p1Ay.
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Po prerovnani pak dostaneme J* ve tvaru

T
J*(ﬁ)://—)\ltu—A)\luda:dt
0

// — ey — *Au1y+ Lh\uy+ 52 (2y° - 3y° +y) dzdt

//mﬁ — ume) (¥3(y) — y*S(y)) dadt

+//’2Y5_umt|2+A2 (u— s) +uVAi7i — A\ Vit de dt (2.20)
0

T
1 L1 .
+ / //m (y—9)+ —yVui — —pu Vyidedt
0 (6% «
o0
1
+ / = (Yle=r — yf)2 + (A3 — M) |e=ou|t=0 — Asuo + (A1u)|i=r dz

+ [ w3 (Wli=o — yo) — (1Y) le=0 + (1y)|t=r dx + L (A1y)|t=0 — L (M¥y)|t=r dz.

@\D

Nyni uz zderivujeme J* podle parametri p a prohodime derivaci s integralem.

dJ* //< Alt—AAlJrBZm (¥2(y) — ¥*2(y ))) gpdf”dt

0
//< = 8+ D+ (67 —6y+1)> o dadt

/ / <M1 ﬁb (u = Umt) (E(y) +y¥' (y) — 29X (y) — y22’(y)) > ‘;z da dt

=l(y,u)

T
+//(7(3_umt )\2 dxdt—i—// /\Q—i—V)\ln —dxdt
050
T 0 . 2\ Oy
- A= (Vun) de dt + Lo + —V,um idx dt
0 op 0 « op
o0 a0
Trq 0 ou
- — 1 == 7)) dx dt — 00— d
| [ s dsdt+ [ a2 o] o
a0 0
/(Al ap)LT dﬂf+/(y|t=T — ¢ + ple=r — LA1]i=1) %‘t:de
Q 0

oy
+ — im0 4+ L leo) 22
/(M3 1 |t=o0 1]t=0) 950
Q

(2.21)

dzx.
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Nasim cflem je vyhnout se vypoctu ET“ a T ktery by byl numericky velmi néro¢ny. Toho ma-
zeme dosdhnout vynulovanim vyraza vystupupmch pred témito derivacemi. To znamend vyreSeni

rovnic
_ b 2
Au+Axp—&yu@E@)—y2@D na Q x (0,7), (2.22)
1
pat + aA,ul L + 52 (6y — 6y +1) + ml(y,u) naQx(0,7), (2.23)
s podminkami
Ao =0 na 9Q x [0,T], (2.24)
M1|8Q =0 na 00 x [O,T], (2.25)
)\1|t:T = O na Q, (2.26)
N1|t:T =Yr— y‘t:T + LAl’t:T na Q, (2.27)
kde v posledni rovnici je ¢len LA;|;—p = 0. Zbylé multiplikatory pak nastavime jako
)\2 = —V)\lﬁ na 0 x [O,T], (2.28)
1
fo = —aV,ulﬁ na 9 x [0, T, (2.29)
)\3 = )\1|t:O na Q, (2.30)
M3 = (,ul — L)\1)|t:0 Ila Q. (231)

Soustava rovnic (2.22) a (2.23) je ale §patné polozena, navic pro ni mame jen podminku na
koncovy stav. To vyfeSime zavedenim veliéin

A(t) = AI(T - t)v
,u(t) =M (T - t)?

(2.32)
2(t) =y(T' 1),
o(t) = u(T - 1),
¢imz ziskdme soustavu rovnic s pocatec¢nimi a okrajovymi podminkami
b
A\ = AA—Bgm()@—z% na Q x (0,7), (2.33)
1
Lt —A,u + LN+ — af? (—3,22 + 3z — 2> — pl(z,v) na Qx (0,7), (2.34)
Mog =0 na oQ x [0,T], (2.35)
tloog =0 na 0Q x [0,T], (2.36)
At=0 =0 na Q, (2.37)
fli=0 =y — yle=r na Q, (2.38)
kde b
I(z,0) = i(v U (E(z) (1-22)+3'(2) (2 — 2°) ) (2.39)

Po vyfeSeni této soustavy a nastaveni zbyvajicich multiplikitora podle (2.28)-(2.31) dostaneme
gradient J*(p) v jednoduchém tvaru

dJ / / — Umt) — A\2) g_,dx dt. (2.40)




2.2.2 Variacni pfistup

V této ¢asti budeme postupovat podle obecné teorie v sekei 2.1. Konkrétni formulace ulohy (2.1)

je v naSem ptipadé nasledujici:

seS

za podminek danych rovnicemi fazového pole, tedy

us = Au+ Ly; na Q x (0,7,
a’yy = Ay + f(u,y,€) naQx(0,T),

€ =20 (=) (3= = 5HE0) (0~ )

u!t:(] =Uup na Q,
Yli=o =yo na €,
ulpg = s na 92 x [0,T7,
yloo =g na 0Q x [0,T].

: 1 4
win 7 (u(s):0(5),5) = 5 [ W r — 7 ao+ 7 [ [l = wniazar,
Q oN

(2.41)

Zde predpoklddame jednoznacéné feSeni (u,y) = (u(s),y(s)), kvili prehlednosti ale tuto zavis-
lost nebudeme vypisovat. Také pro kratkost a soulad s parametrickym pfistupem budeme dale
adjungované proménné nazyvat multiplikdtory. Objekty z obecné teorie pak v tomto pripadé

budou:
e Y =C*K)? kde K =Q x (0,7),
o S =C(00x[0,T)),
o 7 =L1%K)?x L*09Q x [0,T])% x L?(Q2)?,

A= (A1, 1, A2, 2, A3, 13),

e operator e definujeme po slozkéich:

)
e*(u,y) = yr — éAy - O;Qf(u,y,f),
e3(u, s) = ulpn — S,
e'(y) = yloa — 9,
e’ (u) = ule=o — uo,
e’ (y) = yli=o — vo-

Stejné jako v postupu z Kapitoly 2.1 definujeme Lagrangeovu funkci

18
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L(u,y,s,A) = J(u,y,s) + (A e(u,y,s))

T T
://)\l(ut—Au—Lyt) dxdt+//’2yls—umt]2+/\2(u—s) dzdt
0 0
o0

+

)\3 (u|t:0 — UO) dl’
T 1 2 1 1
+ /m <yt - Ay - ag?? (1-y) (y 5~ 55652@) (u— umt))) dz dt

0
Q
T 1 5
+ pe (y —g) dedt + 3 W= — yr)” + 13 (Ylt=0 — vo) dz.

089 Q
(2.49)

Nyni pievedeme derivace na multiplikdtory A pomoci prvni Greenovy identity [9] a metody
per partes, coz nahrazuje pouziti{ sdruzeného operatoru. V obecném postupu jsme sice tcelovou
funkci nejprve zderivovali a az nasledné provadéli tyto tpravy, nicméné na potradi krokd v na-
Sem ptipadé nezalezi. Naopak toto uspofadani miize byt pro samotny vypocet o néco prehlednéjsi.

Za pouZziti per partes (na integral pfes ¢as) upravime clen

T T
//)xlut dxdt:/()\lu)t:T ()xlu)|t:odx//)\1tudazdt, (2.50)
0 0

Q

Q Q

a dvojitym pouzitim Greenovy identity (na prostorovy integrél) ziskame

T T T
—//)undmdt—//V/\1Vudxdt—//)\1Vufidxdt
0 Q 0 Q 089
T T T
://UV)\lﬁd:cdt—//A)\ludxdt—//)unﬁdxdt, (2.51)
OaQ 4 OaQ

kde 7i je normalovy vektor k 0€2. Stejnym zplsobem upravime i ¢leny s LAy, g1y a é,ulAy.
Po pferovnani vyrazi a roznésobeni polynomu dostaneme
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L(u,y,s,A) =

// —Au — Aljudae dt

2 3 1
/ / — 1Y — *Aﬂly + LAy + Z <y - 51/2 + 21/) dz dt
Bb
//“1 — umt) (¥E(y) — y*S(y)) dadt

+//;/|5_umt|2+)\2 (u— 8) + uV A7 — A\ Vit do dt (2.52)
0

T
1 L1 .
+ / /uz (y—g) + —yVui — —pu Vyiidr dt
0 (6] «
o0

+ / (A3 — A1) |e=ot|i=0 — Azup + (Mu)|=r dz

N —

+ / = (Y= — y5)? + 113 Wli=o — 0) — (11y)]i=0 + (1) =1 + L (\y)|1=0 — L (My)|i=r dz.
0

Dale chceme splnit podminku (2.6), ktera je ekvivalentni se splnénim adjungované rovnice, a pro
(4,9) € Y ma tvar

Ly y)(u,y, s, \)[(1,7)] = 0. (2.53)

Vypocet derivace je v tomto piipadé jednoduchy, pro nazornost ji zde alespon pro jeden ¢len
spoCitame. PouZijeme k tomu Vétu 4.

//2Z§y3 (1, ); (@.9) ) dt’t 0//2’;; Y+ t9) //i‘g; i (254)

20



Celkové pak méame

Lug) (u,y, 5, M[(,9)] =
//< A — AN + ﬁgm (yS(y) — E@))) G dedi

//< /llt—*A,u1+L)\1t—|— 52 (6y — 6y + ))dedt

/ / <“1 6b (U — tmt) (E(y) + 43 (y) — 2yS(y) — yQE’(y)) >gdx di

=l(u,y)

T
+/0/()\2+V)\1n)ud3:dt (2.55)
oN

T T 1
—//)\1Vﬂﬁdxdt+//<m+Vmﬁ)ydazdt
(8]
OBQ 08(2

Trq . A
—//a/“Vyndxdt—k/()\g—)\1)|t:0u|t:0dx
OE)Q Q

+ / (M) |g=r da + / W= — yy + mli=r — LA1]t=7) §li=7 dz

O O
+ / (3 — p1li=o + L1 |¢=0) §l¢=o dz.
0

Aby tento vyraz byl roven nule pro vSechna (@, ) € Y, musi byt nulové vyrazy vystupujici pred
nimi. Toho dosdhneme vhodnym nastavenim multiplikdtort, coz znamend FeSeni rovnic

b
A+ AN = im (42(5) — 9S() na Q@ x (0,7), (2.56)
1
pae+ —Apy = L + 52 (6y* — 6y +1) + pal(u,y) na Qx(0,T), (2.57)
s podminkami
/\1’39 =0 na 0 x [O,T], (258)
ploo =0 na 89 x [0,T], (2.59)
Al‘t:T =0 na Q, (2.60)
pili=r =y — yli=r + LA1|i=r na Q, (2.61)
kde v posledni rovnici je ¢len LA;|;—r = 0. Zbylé multiplikatory pak nastavime jako
)\2 = —V)\lﬁ na 9 x [O,T], (262)
1
Lo = —aV,ulﬁ na 0Q x [0, T7, (2.63)
)\3 = )\1|t:0 na Q, (2.64)
m3 = (Nl — L)\1)|t:0 na ). (265)
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Pro rovnice (2.56) a (2.57) mame ale zadany pouze stav v ¢ase T, musime je tedy Fesit zpétné v
¢ase. To vyfesime zavedenim veli¢in

A(t) = M (T —t),
t) = i (T —t),
u(t) = pa( ) (2.66)
2(t) = y(T - 1),
o(t) = u(T - 1),
¢imZ se také zméni znaménko u casovych derivaci
At = — A1t
Mt = —H1t-

Prostorové derivace tato transformace neovlivni. Vysledkem pak je dobie poloZena soustava rov-
nic s poéateénimi a okrajovymi podminkami

b

A = AN — ?MZ( z) (2 —2%) naQx(0,T), (2.67)
= —A,u, + LM+ — 52 (- 62% 4 62 — 1) — pl(v,z) mna Qx(0,7T), (2.68)
Mag =0 na 9Q x [0,T], (2.69)
tloo =0 na 0Q x [0,T], (2.70)
M=o =0 na €, (2.71)
ftli=0 = ¥y — yli=r na Q, (2.72)
kde
N : 2
(v,2) = ot — (v — Ume) (E(z) (1—22)+ ¥ (2) (2 — 2%) > (2.73)

Po vyfegeni soustavy rovnic (2.67)-(2.72) a nastaveni ostatnich multiplikatori podle (2.62)-(2.65),
miizeme spocitat J'(s)[q], ¢ € S podle (2.5):

J'(8)[q] = Ls(y(s), s, M)[q // S — Umt)q — Aoq dz dt. (2.74)

Pozndmka 3. ReSeni rovnic (2.67)-(2.72) nezavisi na konkrétni volbé ¢. Toho budeme vyuzivat
pii numerickém pocitani gradientu, kdy mtizeme volit postupné riizna q bez nutnosti fesit rovnice
pro A a p pokazdé znovu.
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Kapitola 3
Numerické reSeni tilohy

Pro numerické fedeni parcidlnich diferencidlnich rovnic budeme pouzivat metodu konecnych dife-
renci [8], konkrétné jeji explicitni schéma. V této kapitole si pro ni zavedeme zpiisob diskretizace
a odvodime algebraické rovnice ke kterym vede. Déle si pak nastinime implementaci celé opti-
maliza¢ni tlohy v jazyce C+-+.

3.1 Diskretizace

Oblast © volime jako obdélnik (0,a) x (0,b) a diskretizujeme ji pomoci pravidelné sité s n - m
uzly, n,m € N (obr. 3.1). Sit m4 pak obecné prostorovy krok h, = %3 a hy, = >3, pro
jednoduchost budeme ale volit takové nastaveni diskretizace, aby h, = hy, = h. V souvislosti s
touto siti budeme pouzivat znacéeni

wp={0G-h,j-h)|i=1,2,...,n—2; j=1,2,...,m — 2},
pro vnitini uzly sfté

wp={(G-h,j-h)i=0,1,....,.n—1; 7=0,1,...,m— 1},
pro celou sit vetné okrajovych uzla a

Owp, = Wp \Wh,
pro okrajové uzly.

éasovy krok 7 volime jako 7 = ¢ - h%, ¢ > 0, pfi¢emZ mendi hodnoty ¢ vedou k lepsi nume-
rické stabilité. Kvadratickou zévislost na prostorovém kroku h volime kvili podmince stability
pro explicitni schéma metody konecnych diferenci. Pocet ¢asovych hladin pak je N = %

Pozndmka 4. Zde se také dostavame k mistu, kde miZzeme upfesnit vyznam parametri p z
parametrického pfistupu k adjungované rovnici. Jejich zavedeni odpovida diskretizaci okrajové
podminky, pfedstavuji tedy hodnotu s(p) na dwy, v jednotlivych Easovych vrstvach.
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(0,0) > > (0,b)
h
X
Y
(a,0) (a,b)

Obrazek 3.1: Schéma diskretizace.

Pozndmka 5. Oproti klasickému znaeni mame na obrazku 3.1 prohozené osy, tedy osa y mifi ve
vodorovném sméru a pocéatek je v levém hornim rohu oblasti. Diky tomu ale p#i implementaci
bude oblast Q odpovidat matici, a to v¢etné prace s indexy. Prvni index bude odpovidat ¢islu
fadku a druhy ¢islu sloupce.

Pro veli¢iny typu A = A(z,y,t) budeme pouzivat znaceni

Ab = AGhyjhk-T), i=0,1,...,n—1, (3.1)
j=0,1,...,m—1,

k=0,1,...,N — 1.
V rovnicich, které budeme chtit fesit vystupuji diferencilni vyrazy typu Au a %. Tyto éleny na-
hradime pomoci tzv. diferenci, ve kterych vystupuji pouze hodnoty pfislusnych veli¢in v riznych

uzlech sité. Pro % pouzijeme dopfednou diferenci

k+1 .k

—| ~2 Y qnag,, (3.2)
Ot lij T
Awu nahradime centralni diferenci pro druhou derivaci
2 2 k k Ak k k
Aufl, = 0wk 0wk Uipr; tUn Auy +uig gt ugs (3.3)
Wij = 5,21 2. .~ 3 na wy,. :
0m 1,7 8y 1, h

Stejnym zpisobem nahradime i diferencidln{ vyrazy pro ostatni veliciny.

Pro vypocet gradientu ucelové funkce potiebujeme fesit soustavy rovnic (1.6)-(1.11) a (2.67)-
(2.72). Vzdy si nejprve pfipomeneme, o jaky systém rovnic se jedna a nasledné rozebereme jejich
diskretizaci.
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Primarni rovnice pro u a y
ug = Au+ Ly, na Q x (0,7), (3.4)
0452.% = €2Ay + f(ua Y, g) na {2 X (07 T)7

Pl ©) =20 (=) (3= 5 = 5HES0) 0= ) )

s pocatecnimi podminkami

Ult=0 = uo na (3.6)
Yli=o = yo na Q, (3.7)

a Dirichletovymi okrajovymi podminkami

ulpg = s na 9IQ x [0,T7], (3.8)
yloo =g na oQ x [0,T]. (3.9)
V téchto rovnicich nyni nahradime diferencialni vyrazy pomoci diferenci uvedenych vyse. Poté

vyjadienim ufjl, respektive yfjl ziskdme pro k =0,1,..., N — 2

k k k k k
ok Mg U — A s U
Ui = Ui +T 32

(3.10)

+ L (yfjl — y,f“]) na wp,

k k ko ok k
Yivrj T Yig — 5 Ty Y

yzkjl :yﬁj—i_T ah?
5 1 B (3.11)
Tk k k k k
+ Ofgzym‘ (1 - yz’J) (yi,j 5 72 (%j) (“m - “mt)> ha Wh,
s pocate¢nim nastavenim
U?,j =ugli; na wp, (3.12)
ygj =1yoli; Na wp, (3.13)
a okrajovymi podminkami
uﬁj = sﬁj na Owp, (3.14)
yﬁj = gﬁj =0 na Jwp. (3.15)

Z tohoto predpisu je ziejmé, Ze pii implementaci musime nejprve vypocitat yfjl, které vystupuje

v pfedpisu pro ufjl Stejny postup provedeme i u druhé soustavy rovnic.
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Adjungovana rovnice pro A a u

b

At = AN — ﬁg,uE(z) (z—2%) naQx(0,7), (3.16)
= —A,u—I—L)\t—I— 52 (— 6z2+6z—1) —pl(v,z) na Qx(0,7), (3.17)

b
1, 2) = 22 (0 — upy) (SG) (1 -2+ () (- - 2) ). (3.18)

ag

s pocatecnimi podminkami

M=o =0 na €, (3.19)
flt=0 = yf — ylt=r na Q, (3.20)

a Dirichletovymi okrajovymi podminkami

Moag =0 na 9Q x [0,T], (3.21)
tlooa =0 na 0Q x [0,T]. (3.22)

Pro tuto soustavu jsme zavadéli veli¢iny z(t) = y(T' —t) a v(t) = u(T — t) nicméné pii implemen-
k—

taci stale budeme pracovat s veli¢inami puvodnimi, tedy vk i j uNj ! stejné i pro velidinu z, u
té ale pouzijeme kviili kompaktnosti zapisu oznaceni z := yf\g k=1 &imz pro k=0,1,...,N — 2
dostaneme ) N
)\k+1 /\k )‘z+lj+)‘u+1 4N +)‘l 1J+)\1] 1
2
h (3.23)
— T—ﬁbluk () (z—%%) nawp,
aé’ 7’7]
k k k k k
kMg TR e e e
lu’z g Iu’L,j +7 Oéh2
k+1 k
L (M -0k + 52 (—62% + 62 — 1) (3.24)

;ibuﬁj (uNj k-t umt) (E(?) (1-22)+%(z) (z - 22) ) na wp,

s pocCatecnim nastavenim

Ap; =0 nawp, (3.25)

/‘Lz,‘] (yf) 6 yz] na W, (326)
a okrajovymi podminkami

)\ﬁj =0 na Jwp, (3.27)

M?,j =0 na dwp, (3.28)
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Gradient .J

Jako posledni jesté potfebujeme ziskat pfFesny predpis pro vypocet gradientu J , ktery ma podle
(2.62) a (2.74) tvar

T
F@)l = [ [ s+ VA gdact (3.29)
o0

kde ¢ je funkce na 0Q x [0,T]. Za ¢ budeme nyni postupné volit funkce, které maji v jednom
bodé sité hodnotu 1 a v ostatnich jsou nulové. Timto zptsobem pak ziskdme slozky gradientu J
v jednotlivych uzlech, které nasledné€ mizeme pouZit pro gradientni sestup. Bodovy piedpis pro
gradient je na kazdé ze stran obdélnfka mirné odlisny, a to kvili jeho zavislosti na normalovém
vektoru 7 k 0f2. Naptiklad na pravém okraji po nahrazeni VA pomoci diference ziskame

)\N—k‘—l . AN_k_l

n—1 ,n—2
(gradzgne) = ¥sin_1 + = (3:30)
Z (3.27) vidime, ze )\f?fnf_kfl = 0, takZe se nam vyraz zjednodusi na
)\N*kQ*l
(gradright)i’g = 75?,7171 - % (331)

Technicky vzato by cely vyraz mél byt jesté vynasobeny prostorovym a ¢asovym krokem kvuli
tomu, ze vystupuje v integralu. Tyto konstanty ale mtizeme zahrnout do velikosti kroku v gradi-
entnim sestupu. Obdobnym postupem dostaneme i vyjadfeni pro gradient na zbylych stranach
obdélnika, jako

)\N*k*l
7,1
(grader); =570 — —— (3.32)
)\{kafl
(gradiop)y =756, — —%— (3.33)
A s
(gradbottom);? = 757]3,—1,]' - TJ (334)

Pozndmka 6. Pokud bychom uvazovali parametricky pfistup z ¢asti 2.2.1, jedind zména by spo-
¢ivala v zaméné ¢ — g—; ve vzorci pro gradient. Vzhledem ke zptisobu volby p nabyva g—% hodnoty
1 pravé v jednom bodé sité, v ostatnich je nulova. To pfesné odpovidé zpiisobu volby ¢, vysledek

je tedy stejny pro oba postupy.

3.2 Implementace

Samotny vypocet je implementovany v jazyce C++, za pouziti knihovny TNL (Template Nu-
merical Library) [3, 4]. Tato knihovna byla pouzita zejména kvili moznosti provadét vypocty
na GPU, coZ by pro naro¢né tlohy mohlo byt vyrazné rychlejsi. Déle je z této knihovny pouZity
paralelni for cyklus a vypis vysledkii ve formatu VTI. Samotné FeSeni rovnic pro w a y, respektive
A a p je diky pouziti explicitntho schématu p#i diskretizaci z implementa¢niho hlediska relativné
jednoduché, jedné se pouze o prepsani vzorct z predchozi ¢asti do zdrojového koédu. Celkovy
postup vypoctu je pak néasledujici:
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Algoritmus 1: Postup feSeni tlohy.

inicializace;
1= 0;
while ¢ < maz. pocet iteraci do
vyfeseni rovnic (1.6)-(1.11) pro u a y, ziskani po¢ate¢ni podminky pro rovnice
(2.67)-(2.72);
vyfeseni rovnic (2.67)-(2.72) pro A a y;
vypocet gradientu podle (3.29), krok v gradientnim sestupu;
1 =141
end
vypis vysledki;

Zde se na chvili vratime k Poznamce 3, kde jsme diskutovali, o kolik je pouziti metody adjungo-
vané rovnice vypocetné jednodussi, nez kdybychom se pokougeli numericky aproximovat y'(s)[q].
parametrech Fizeni (okrajova podminka) zavisi. Je jich 2(m +mn —2)- N, coz i pro relativné mala
rozligen{ vychézi fadové na statisice. Tolikrat bychom tedy museli soustavu (1.6)-(1.11) Fesit v
kazdé iteraci, zatimco p¥i pouziti adjungované rovnice FeSime pfiblizné stejné narocné soustavy
pouze dvé.

Pti praci s nami pouzitym modelem potfebujeme ukladat ¢asovy priibéh w a y, protoze vystu-
puji v rovnicich pro A a p. To mutze klast velké naroky na pamét, jelikoz kvili volbé explicitniho
schématu diskretizace pfi zvySovani jemnosti sité velmi rychle roste pocet ¢asovych hladin, které
musime mit ulozené. Z tohoto pohledu by bylo vyhodnéjsi pouzivat linedrni model (1.2), u kte-
rého by pfi derivaci v pribéhu vypoctu vypadlo u, stacilo by ndm tedy ukladat pouze casovy
vyvoj y.

Samotné vypocty pak byly spoustény na 16-jadrovém procesoru AMD Ryzen 9 590X. Jejich
délka se vyrazné lisi v zavislosti na pouzitém rozliSeni a poétu iteraci v gradientnim sestupu,
téch bylo pro nalezeni alesponi ptiblizného feseni u vétsiny tloh potfeba maximélné 100. Napii-
klad pro n = 101, m = 61 a 8000 ¢asovych hladin trva vypocet jedné iterace p¥iblizné 2 sekundy.
Pti tomto rozlisen{ je tedy feSenf relativné rychlé a tim padem se hodi k nejriznéjsimu testovani.
Pro finalni vypodéty jsme volili rozliSeni dvojnasobné, kde vypocet jedné iterace zabere zhruba
25 5. Pro n =201, m = 121 a 32000 ¢asovych hladin tedy v zavislosti na tom, jak pfesné feSenf
pozadujeme, trva vypocet nizgi jednotky hodin.
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Kapitola 4
Vypocetni studie

Cilem této ¢asti je prozkoumat funkénost metody adjungované rovnice pro nagi tilohu a graficky
zobrazit nékteré vysledky. Mimo to se pokusime také zjistit vlastnosti tlohy samotné, tedy ja-
kych tvart krystalu mtzeme dosdhnout pomoci fizeni pouze okrajovych podminek. Jak jiz bylo
avizovano drive, tvar krystalu v ¢ase T skute¢né nebude stabilni, jeho nasledujicim vyvojem se
ale nezabyvame. Nastaveni parametri modelu také pravdépodobné neodpovidd zadné fyzikalni
uloze, vysledky tedy nelze ztotoznit s redlnym experimentem.

4.1 Nastaveni parametri

Parametry modelu fazového pole budou pro v8echny vypocty stejné, jejich vlivem na vlastnosti
modelu se zde nezabyvame. Nastaveni téchto parametri obsahuje tabulka 4.1.

Parametr Hodnota Vyznam

Ut 1 teplota tani

B 300 koeficient podchlazeni

o 3 koeficient pfipojovaci kinetiky

£ h parametr urcujici tloustku rozhrani
L 2 latentni teplo

Z) 092 dalsi parametry modelu

Tabulka 4.1: Parametry fazového pole.

Volba oblasti €2 a nastaveni diskretizace se bude lisit v zavislosti na konkrétnim ptikladé. Nékteré
hodnoty budou ale pro vechny tlohy stejné. Toto nastaveni shrnuje tabulka 4.2. Vypocty budeme
provadét bez Tichonovovy regularizace, tedy v = 0. Jeji vliv na FeSeni ulohy nebyl v této préci
podrobné zkouman.

Co se tyce nastaveni pocateéni podminky pro teplotu, budeme volit vZdy jednu z moZnosti
ug = 0 nebo ug = 1 na . Nulova pocateéni podminka odpovida rovnomérnému podchlazeni
celé oblasti, pfi volbé& ug = 1 ma oblast teplotu shodnou s teplotou tani. V nékterych p¥ipadech
budeme provadét vypocet dvakrat, pokazdé s jinou volbou ug. Podobného rozdilu by bylo mozné
dosdhnout také volbou ruznych pocatecnich profilt yg. Z hlediska pribéhu fizeni napiiklad yo
odpovidajici kruhovému krystalu o poloméru 1/5 pii ug = 1 odpovida volbé ug = 0 p¥i zmenseni
poloméru na 1/10.
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Parametr Hodnota Vyznam

a 1 délka strany ve sméru x
b riizné délka strany ve sméru y
n rizné pocet uzla ve sméru x
m rizné pocet uzld ve sméru y
N rlizné pocet ¢asovych hladin
h 1/(n—1) prostorovy krok

T 0.1/h?  &asovy krok

Tabulka 4.2: Nastaveni diskretizace.

4.2 Test konvergence

Nejprve prozkoumame, zda vypolty budou konvergovat k zadanému tvaru lépe p¥i pouziti jem-
néjsi sité. To by ndm mélo poskytnout zakladni pfedstavu o kvalité naSeho modelu. PouZijeme
k tomu stejnou ulohu jako néasledné v ¢asti 4.4.3, budeme se tedy na ¢tverci (0,1) x (0,1) snazit
dosédhnout vytvofeni krystalu obdélnfkového tvaru. Vypocet provedeme pro tii riizna nastaveni,
pricemz kazdé bude mit dvakrat mensi prostorovy krok neZ to pfedchozi. Za velikost chyby
budeme povazovat normu rozdilu predepsaného profilu a dosazeného vysledku, tedy

NI
[V

/(ytT_yf)2 o] ~| > <yivj_1 - <yf)i’j)2

Q (ZJ) Ewp,

Provedenim vypoc¢ti dostaneme hodnoty uvedené v Tabulce 4.3.

Rozligeni Pocet ¢asovych hladin  Velikost chyby
n=m=51 N = 1000 1.833-1073
n=m =101 N = 4000 7.323-1074
n=m =201 N = 16000 3.154 - 10~*

Tabulka 4.3: Konvergence metody.

Je tedy vidét, Ze p¥i zjemhovani sité skuteéné dostavame mensi chybu. Z nejvétsi ¢ésti je to ale
nejspiSe zplsobeno tim, ze Sitka vrstvy, na které dochazi k prechodu mezi fazemi je diky volbé
parametru £ = h svazana s prostorovym krokem. P¥i pouziti vét&iho rozliSeni tedy k prechodu
dojde na rychleji a tim padem muZeme lépe aproximovat zadany profil, ktery mé skokovy pie-
chod. Ten jsme zvolili proto, Ze nejvice odpovida fyzikalni predloze, na stejny problém bychom
ale narazili i kdybychom volili cilovy profil s pozvolnym pfechodem, ktery by naopak z tohoto
pohledu 1épe aproximovaly vypocty s nizsim rozliSenim. Co se tyce samotného kone¢ného tvaru
krystalu, je z obrazku 4.1 vidét, Ze pro vyssi rozliSeni dostdvame lepsi aproximaci zejména podél
stran obdélnika, k ostfejsimu ohybu kfivky kolem rohi ale nedochézi. To je dano vlastnostmi
tlohy samotné, jelikoz diky povaze rovnice vedeni tepla se teplotni vykyvy pfi prostupu oblasti
zmensuji a jejich hranice se stava rozmazanéjsi. Vytvofen{ ostrych rohil ve vétsi vzdalenosti od
kraji se tedy jevi jako nemoZné.
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Cilovy profil

— m=n=>51
— m=n=101
— m=n=201

Obrazek 4.1: Vysledny tvar krystalu pro rtizna rozligeni.

4.3 Citlivost na pocatec¢ni odhad resSeni

Dalsi véci, na kterou se podivame pied provedenim samotnych vypocti pro konkrétni tlohy, je
test citlivosti na pocatetni nastaveni okrajovych podminek, které budeme znaéit sg. Obecné mize
jeho riaznd volba vést k jinému feSeni. Nase tiloha je z tohoto pohledu relativné stabilni, mé to ale
sva, omezeni. Pokud dojde vlivem nastaveni sg k tplnému rozpustén{ krystalu v oblasti, metoda
se z hlediska konvergence témér zastavi, tedy v kazdé dalsi iteraci je Fizeni v podstaté stejné jako
v té pfedchozi a nedostaneme zadny rozumny vysledek. Jestlize ale volime sy v okoli teploty
tani nebo mensi, pro v8echny testované tlohy vedly tyto volby k velice podobnym vysledkim, v
obrazku 4.2 je nékdy vizualné témét nejde odlisit.
Cil(zvy profil

—Sso=-5
—sg=0

Obrazek 4.2: Vysledny tvar krystalu pro rizna sg.
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4.4 ReSeni konkrétnich tiloh

U v8ech nasledujicich vypocti budeme pro zobrazovani fazového pole pouzivat stejnou barevnou
skalu (obr. 4.3), kde modra barva zna¢i kapalinu a ¢ervena krystal. Na obrazcich bude také Cer-
nou ¢arou vyznacena vrstevnice y = %, tedy pomyslné fazové rozhrani.

Fazové pole
0.0 0.5 1.0

" | -
Obréazek 4.3: Barevna gkala pro fazové pole.

Casovy vyvo]j fazového pole budeme prezentovat pomoci série obrazkl se zobrazenim tvaru krys-
talu v riznych casech. Tyto ¢asy budeme volit tak, aby co nejlépe ilustrovaly celkovy vyvoj
fazového pole, mohou byt tedy pro kazdou tlohu jiné a nemusi mezi nimi byt shodné rozestupy.
Pro jejich oznaceni budeme pouzivat ¢islovani t = 0,1,...,100, tedy ¢t = 0 odpovida casu 0 a
t = 100 Casu T'. V obrazku s ¢asem t = 100 budeme vykreslovat i cilovy profil.

Pribéh okrajovych podminek bude zobrazeny u piislusnych stran obdélnika, pfi¢emz u vét-
giny tloh je fizenf na protilehlych stranach symetrické, v téchto pFipadech zobrazime tedy pouze
jednu z nich.

4.4.1 Rozdéleni krystalu

P#i tomto vypoctu se snazime dosdhnout rozdéleni pocatecniho krystalu na dva nové. Oblast Q
volime jako obdélnik, coz by mélo vzhledem k rozloZeni poéate¢niho a cilového tvaru krystalu
usnadnit fizeni. Vypocet provedeme dvakrat, jednou s volbou pocateéni podminky uwg = 0 a
podruhé s ug = 1. Nastaveni parametri vypoctu je v tabulce 4.4.

Parametr Hodnota

Q (0,1) x (0,0.6)
n 201

m 121

N 32000

Uuo {0, 1}

Tabulka 4.4: Nastaveni parametri.
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Teplota
34 0 5 12.8

—

—— Cilovy profil

—— Pocatecni profil

Cas
0.00 0.02

t=65 t=100
(a) Casovy vyvoj teploty. (b) Casovy vyvoj fazového pole.

Obréazek 4.4: Rozdéleni krystalu, ug = 0.

Pii volbé up = 0 vidime (obr. 4.4), ze krystal se zafne prodluzovat ve svislém sméru, nacez
dojde k rozpusténi jeho stifedové ¢asti a rozdéleni na dva nové. V zavéru se pak rychlym ohfatim
dosahne kone¢ného tvaru, ktery v podstaté presné aproximuje cilovy profil.
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Teplota
44 0 5 13.2

-_—

= Cilovy profil

—— Pocdatecni profil

Cas
0.00 0.02

(a) Casovy vyvoj teploty. (b) Casovy vyvoj fazového pole.

Obrazek 4.5: Rozdéleni krystalu, ug = 1.

Pro nastaveni s ug = 1 vypadé vysledny pribéh odlisné (obr 4.5). Krystal za¢ne riist nejprve ve
vodorovném sméru. Poté co se dostane az k okrajim, za¢ne se po nich velmi rychle &ifit, nacez
zaplnf horni a spodni ¢ast oblasti. Nasledné je prtibéh obdobny jako v pfedchozim piipadé, dojde
tedy k rozpusténi stfedové ¢asti krystalu a prudkému zahfati, ¢imz dostaneme pozadovany tvar.

Na tomto ptikladé je vidét typickd vlastnost metody a to, ze pokud zvolime dostateéné dlouhy

¢as, probihd fizené tlohy tak, Ze nejprve se krystal rozroste az ke krajum oblasti. Na zavér se
kone¢ného profilu docili rychlym zahiatim.
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4.4.2 Posunuti krystalu

Tentokrat se pokusime dosdhnout posunuti kruhového krystalu. Vypocet provedeme na stejné
obdélnikové oblasti jako v pFedchozim ptikladé, volime ale pouze poloviéni ¢as, diky ¢emuz se

N TS

parametriit vypoctu je v tabulce 4.5.

Parametr Hodnota

Q (0,1) x (0,0.6)
n 201

m 121

N 16000

U 0

Tabulka 4.5: Nastaven{ parametr.

= Cilovy profil
— Pocatecni profil
Cas

0.00 001 002

Teplota

t=35

t=75 t=100

t=90
(a) Casovy vyvoj teploty. (b) Casovy vyvoj fazového pole.

Obrézek 4.6: Posunuti krystalu.

U tohoto pFikladu je vyvoj fazového pole celkem piimocary (obr. 4.6b), na rozdil od piedchozich
pfipadi nedochézi k rdstu krystalu az ke strandm a naslednému rychlému rozpusténi. Mozna
také dtsledkem toho je vysledny krystal mirné odlisny od zadaného tvaru, smérem ke stiedu
oblasti neni zcela kruhovy, ale ma na sob& drobné plosky. Zajimavé také je, ze fizeni probihé
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hlavné pomoci regulace teploty na delgich stranach obdélnika (obr. 4.6a), a to véetné posouvani
krystalu smérem doli, kdy by bylo logické ocekavat, ze dojde spise k vyraznému ochlazeni spodni
strany, které ale nepozorujeme. Z hlediska praktické realizace by takovéto fizeni bylo ale nejspise
velmi slozité, v prib&hu ¢asu dochazi v podstaté skokové k velkym zménédm teploty, coz lze vidét
v levé okrajové podmince.

4.4.3 Obdélnik

Cilem tohoto vypoctu je zjistit, do jaké miry je moZné pomoci Fizeni okrajovych podminek
dosdhnout krystalu s rovnymi hranami a ostrymi rohy. Oblast vypocétu volime jako Ctverec,
cilovym profilem bude obdélnik umistény oproti pfedchozim tloham relativné daleko od kraja.
Nastaveni parametri vypoctu je v tabulce 4.6.

Parametr Hodnota
Q (0,1) x (0,1)
n 201

m 201

N 16000

uQ 1

Tabulka 4.6: Nastaveni parametri.

Pocatecni profil
—— Cilovy profil

Caos

0.00 0.01 0.02

— 127
— 10

Teplota

-6.1

Obrazek 4.7: Casovy vyvoj teploty.

Na rozdil od predchozich ptikladd je v tomto pripadé fizeni relativné jednoduché a nedochazi v
ném k tak rychlym teplotnim zménam (obr. 4.7).
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t=100

Obrazek 4.8: Casovy vyvoj fazového pole.

To se odrazi i ve vyvoji fazového pole (obr. 4.8), kdy dochézi k celkem p¥imému pfechodu mezi
pocatednim a koncovym stavem. Vidime, Ze i na relativné velkou vzdalenost od kraju jsme schopni
vytvotit rovné hrany. U rohti obdélnika jsou rozdily od zadaného tvaru pochopitelné vétsi.

4.4.4 Konkavni tvar

Tentokrat se pokusime o vytvoreni konkdvniho obrazce vyznaceného na obrazku 4.9. Radi bychom
zjistili, jak si tato metoda poradi zejména s vytvofenim rovnych vnitinich hran, kde se kvtli jejich
pozici zda Fizeni velmi slozité. Nastaveni parametri vypoctu je v tabulce 4.7.

Parametr Hodnota
Q (0,1) x (0,1)
n 201

m 201

N 32000

uQ 0

Tabulka 4.7: Nastaveni parametri.

Tentokrat je jiz z pribéhu Fizeni teploty (obr. 4.9) patrné, Zze uloha nebude mit na rozdil od
v8ech pfedchozich symetricky pribé&h. To je ddno nejspise drobnou asymetrif v zadavani cilového
profilu. Vidime také Ze opét dochazi k velmi rychlym vykyvim teploty, na dolni strané oblasti
v jednu chvili teplota vysko¢i az k hodnoté 2000. To znézorfiuje na obrazku téméf bilé misto v
okrajové podmince na spodni hrané. Takto vysoka teplota je nejspige zptisobena relativné velkym
poctem iteraci v gradientnim sestupu, kdy s jejich pfibyvajicim mnozstvim dochéazi sice k lepst
aproximaci cilového profilu, na druhou stranu se také zvysuji vykyvy v Fizeni. Pokud bychom
tomu chtéli zabranit, museli bychom bud volit mengi podet iteraci, nebo pfidat do vypoctu
regularizaci.
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= Cilovy profil
—— Pocatecni profil

Cas

0.00 0.02 0.04
— 165
— 10
5 8

ke]

ol
U]
-5
-11.8

Obrazek 4.9: Casovy vyvoj teploty.

Co se tyce vyvoje fazového pole (obr. 4.10), vidime jiz zminovanou asymetrii. Nejprve dojde
k roztazeni krystalu ve svislém sméru a vytvofeni oddélenych ¢asti u spodni a horn{ strany.
Ty se poté propoji diky velkému podchlazeni u levého okraje. Nakonec dojde opét k rychlému
zahtéti, diky kterému ziska krystal pozadovany tvar. Na rozdil od piikladu 4.4.3 s obdélnikem
vidime, Ze tentokrat doslo na vnéjsi strané obrazce k vytvoreni velmi ostrych rohtd, které mohly
vzniknout diky malé vzdalenosti od okraje oblasti, a tim padem lepsi moznosti fizen{ teploty
v potfebném misté. Na vnitini strané je sice hrana krystalu mirné zvlnéna, piesto se jedna o
mozZné az piekvapivé dobry vysledek.
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t=100

Obrazek 4.10: Casovy vyvoj fazového pole.

4.4.5 Linearni reakéni ¢len

Na zavér zde také ilustrujeme vypoéty s modelem, ve kterém pouzivame linearni reakéni ¢len 1.2.
Jak bylo zminéno, tento model mé spravny fyzikilni vyznam pouze pro malad podchlazeni, pii
prekroceni jisté hranice dochazi ke spontannimu vzniku krystaliza¢niho jadra, kolem kterého se
zacne formovat novy krystal. Pravé kvili tomuto jevu jsme se rozhodli pouzivat ve zbytku prace
jiny model. Nastaveni, se kterym provedeme vypodet je stejné jako v piikladé 4.4.1, snazime se
tedy o rozdéleni krystalu na dva nové. Nastaveni parametri vypoctu je v tabulce 4.8.

Parametr Hodnota

9] (0,1) x (0,0.6)
n 201

m 121

N 32000

uo 0

Tabulka 4.8: Nastaven{ parametra.
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Teplota
74 0 10 20 31.0

—

e ClloOVy profil

— Pocdtelni profil

Cas
0.00 0.02

e

t=65
(a) Casovy vyvoj teploty. (b) Casovy vyvoj fazového pole.

Obréazek 4.11: Model s linedrnim reakénim ¢lenem.

Skute¢né vidime (obr. 4.11), Ze nejdiive postupné dojde k aplnému rozpusténi po¢atecniho krys-
talu, nacez se diky velkému podchlazen{ na horn{ a spodni hrané vytvofi krystaly nové. Ty poté
dorostou do pozadovaného tvaru.
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Zaveér

V této praci jsme si nejprve predstavili optimaliza¢ni tlohu tykajici se fizeni ristu krystali po-
moci okrajovych podminek. Za pouziti metody fazového pole pro modelovani fazovych pFechodu
jsme ji formulovali také matematicky. Nésledné jsme pro ni odvodili tzv. adjungovanou rovnici,
kterd nam umoZznila efektivné hledat gradient acelové funkce pii optimalizaci. Samotné nume-
rické feseni jsme provedli pomoci metody koneénych diferenci a implementovali v jazyce C++.
Dosazené vysledky jsme na zavér prezentovali graficky.

Zjistili jsme, Ze ve dvourozmérném pripadé dokdzeme s pouzitym modelem velmi dobfe dosih-
nout vzniku krystalti zdkladnich geometrickych tvart, p¥ipadné krystal pfesunout nebo rozdélit.
Ptesnost, s jakou jsme schopni dosdhnout zadaného tvaru krystalu je spojena s jeho vzdalenosti
od okraje oblasti, ¢im blize okraji se nachazi, tim lépe ho lze docilit. V nékterych piipadech
dochazi v prubéhu fizeni k velmi rychlym zménam teploty, coz by mohlo znamenat problém
pii pfipadném praktickém vyuziti. Pomoci by s tim mohlo zavedeni Tichonovovy regularizace,
kterému jsme se zde ale nevénovali.

Na vysledky této prace lze déle navazat nékolika zptisoby. Jednim z pfirozenych kroki by bylo
roz§ifeni tlohy do t¥ dimenzi a ovéfeni funk¢énosti metody i pro tuto variantu. Dale by bylo mozné
se pokusit pFidat do modelu fazového pole anizotropii, tedy preferované sméry krystalizace. Diky
tomu by bylo moZné simulovat dendriticky rist krystald, ktery mtzeme béZné pozorovat na-
piiklad pfi tvorbé snéhovych vloéek nebo nadmrazy. Také by bylo vhodné déle prozkoumat vliv
regularizace na chovani tlohy a s tim souvisejici moZnost zmensSeni teplotnich vykyv.
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