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Abstrakt: Tato práce se zabývá optimaliza£ní úlohou °ízení r·stu krystal· pomocí regulace teploty
na okrajích oblasti, ve které ke krystalizaci dochází. Pro efektivní °e²ení této úlohy pouºíváme
metodu zaloºenou na vy°e²ení adjungované rovnice. Fázové p°echody popisujeme pomocí modelu
fázového pole, tvo°eného parciálními diferenciálními rovnicemi. Tyto rovnice v pr·b¥hu optima-
lizace °e²íme numericky metodou kone£ných diferencí. Program °e²ící úlohu je implementovaný v
jazyce C++. Výsledkem této práce pak je výpo£etní studie, ve které se pomocí °e²ení konkrétních
úloh snaºíme zjistit vlastnosti metody s °e²ením adjungované rovnice i úlohy °ízení krystalizace
pomocí okrajových podmínek jako takové.
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problem e�ciently, we use a method based on solving the adjoint equation. To describe phase
transitions, we use the phase-�eld model consisting of partial di�erential equations. During the
optimization process, we solve these equations numerically using the �nite di�erence method.
The program that solves the whole problem is implemented in C++. As a result of this work, we
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Úvod

Tato práce se zabývá moºností °ídit proces krystalizace pouze pomocí regulace teploty na kra-
jích oblasti, ve které ke krystalizaci dochází. Tato úloha by mohla být zajímavá i z praktického
hlediska, nap°íklad krystalizace kov· hraje dnes v pr·myslu d·leºitou roli. K popisu fázových
p°echod· budeme pouºívat model fázového pole [5, 6]. P°i jeho pouºití vede zmín¥ný problém z
matematického hlediska na optimaliza£ní úlohu s vazbou danou parciálními diferenciálními rov-
nicemi. Na²ím cílem je °e²ení dvourozm¥rného p°ípadu této úlohy za pouºití metody s °e²ením
adjungované rovnice [2]. Optimalizaci budeme provád¥t numericky pomocí gradientního sestupu.
Výpo£et implementujeme v jazyce C++.

V první kapitole si zavedeme model fázového pole a matematickou teorii pot°ebnou k dal²ímu
postupu. Také si zde je²t¥ p°esn¥ji de�nujeme úlohu, kterou budeme °e²it. Druhá £ást je v¥no-
vána metod¥ adjungované rovnice, která umoº¬uje efektivn¥ získat gradient ú£elové funkce p°i
optimalizaci. Nejprve je p°edstavena její obecná formulace a následn¥ je odvozena i konkrétn¥
pro ná² p°ípad. Její odvození je provedeno dvakrát, jednou za pouºití obecné teorie, podruhé
pomocí jednodu²²ího p°ístupu, ve kterém si vysta£íme s pouºitím mén¥ pokro£ilé matematiky.
Tyto výsledky pak pouºijeme p°i numerickém °e²ení úlohy, kterému se v¥nuje t°etí kapitola. V
té si p°edstavíme nejprve zp·sob diskretizace problému a následn¥ samotnou implementaci a
algoritmický postup výpo£tu. Poslední £ástí je pak výpo£etní studie, ve které se budeme v¥no-
vat hlavn¥ vizualizaci °e²ení pro konkrétní úlohy. Ty se pokusíme volit tak, abychom se pomocí
nich dozv¥d¥li n¥co o vlastnostech jak metody adjungované rovnice, tak i samotné úlohy °ízení
krystalizace pomocí okrajových podmínek.
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Kapitola 1

Matematický model a aparát

1.1 Popis úlohy

Jak jiº bylo nazna£eno v úvodu, zabýváme se úlohou, kdy máme dvourozm¥rnou oblast s ka-
palinou a pomocí °ízení teploty na krajích této oblasti chceme dosáhnout vytvo°ení krystalu
p°edepsaného tvaru. Úlohu budeme °e²it v £asovém intervalu [0, T ], bude nás tedy zajímat tvar
krystalu v £ase T . Tento tvar sice nejspí²e nebude stabilní, tím co by se s ním d¥lo dále v £ase
se ale nebudeme v této práci zabývat.

1.2 Model fázového pole

Problematiku p°echodu mezi kapalinou a pevnou látkou lze popsat více zp·soby. Jedním z nich
je Van der Waals·v p°ístup, který je zaloºený na my²lence spojitého p°echodu mezi fázemi, k
n¥muº dochází na tenkém rozhraní. Jeho výhodou je, ºe dokáºe popsat stav podchlazené kapa-
liny. Z tohoto p°ístupu pak vychází model fázového pole, který je popsán pomocí soustavy dvou
parciálních diferenciálních rovnic (PDR). První z nich je rovnice vedení tepla, popisující zm¥ny
teploty ve zkoumané oblasti, druhá je Allenova-Cahnova rovnice pro fázové pole, která popisuje
vývoj obou fází v £ase. Zde uvedeme pouze výsledný tvar modelu, odvození a podrobn¥j²í infor-
mace lze najít nap°íklad v [5, 6, 7].

Uvaºujme omezenou oblast Ω ⊂ R2 a £asový interval [0, T ]. Dále zave¤me funkci teploty u :
Ω × [0, T ] → R a fázovou funkci y : Ω × [0, T ] → [0, 1], která udává v jaké fázi se látka v p°í-
slu²ném míst¥ nachází. Hodnoty blízké nule odpovídají kapalnému stavu, pevné fázi odpovídají
hodnoty blízké jedni£ce. Za rozhraní mezi fázemi se povaºuje vrstevnice y = 1

2 . Rovnice pro vývoj
fázového pole má pak tvar

αξ2yt = ξ2∆y + f(u, y, ξ) na Ω× (0, T ), (1.1)

kde ξ je parametr udávající tlou²´ku rozhraní a α je dal²í parametr modelu. V celé práci je
pouºíváno zna£ení yt := ∂y

∂t . Konkrétní podoba reak£ního £lenu f(u, y, ξ) závisí na pouºitém
modelu. Nejjednodu²²í moºností je (v teplot¥) lineární £len

f(u, y; ξ) = ay(1− y)

(
y − 1

2

)
− bβξ(u− umt), (1.2)

kde a, b, β jsou konstanty a umt je teplota tání. Tento £len má ale fyzikální význam pouze pro malá
podchlazení, coº se p°i numerické simulaci ukázalo jako problém. Proto se dále budeme zabývat

8



modelem ΣP1-P , navrºeném v [7], který umoº¬uje realizovat i velké hodnoty podchlazení p°i
zachování fyzikálního významu. Funkce f v n¥m má tvar

f(u, y; ξ) = 2y (1− y)

(
y − 1

2
− 1

2
βbξΣ(y) (u− umt)

)
, (1.3)

kde

Σ(y; ε0, ε1) =


0, y ≤ ε0

1, y ≥ ε1
3(y−ε0)2

(ε1−ε1)2
− 2(y−ε0)3

(ε1−ε1)3
, y ∈ (ε0, ε1),

(1.4)

a

b =
1

6

(
ε30
15

+
ε20ε1
10

− 3ε20
20

− ε0ε1
5

+
ε0ε

2
1

10
− 3ε21

20
+

ε31
15

+
1

6

)−1

, (1.5)

β je koe�cient podchlazení a ε0, ε1 jsou dal²í parametry.

P°i p°edpokladu dostate£né diferencovatelnosti funkcí u a y m·ºeme zapsat soustavu rovnic
popisujících model, jako

ut = ∆u+ Lyt na Ω× (0, T ), (1.6)

αξ2yt = ξ2∆y + f(u, y, ξ) na Ω× (0, T ), (1.7)

f(u, y; ξ) = 2y (1− y)

(
y − 1

2
− 1

2
bβξΣ(y) (u− umt)

)
,

u|t=0 = u0 na Ω, (1.8)

y|t=0 = y0 na Ω, (1.9)

s Dirichletovými okrajovými podmínkami

u|∂Ω = s na ∂Ω× [0, T ], (1.10)

y|∂Ω = g na ∂Ω× [0, T ]. (1.11)

Okrajová podmínka pro fázové pole pro nás není p°íli² d·leºitá, volíme tedy nejjednodu²²í moº-
nost g ≡ 0. Tato volba zárove¬ zabra¬uje neºádoucímu r·stu krystalu od kraje oblasti.

Na²ím cílem pak bude pro tento model nalézt takové okrajové podmínky s, aby y|t=T = yf
na Ω, kde yf je p°edem zvolený cílový pro�l.

1.3 Varia£ní po£et na Banachových prostorech

K obecnému odvození adjungované rovnice budeme pot°ebovat n¥které pojmy a v¥ty z funk-
cionální analýzy. V¥ty zde budou uvedeny bez d·kaz·, podrobnosti lze nalézt nap°íklad v [1,
2, 10]. Pokud v následujících v¥tách a de�nicích nebude °e£eno jinak, X,Y, Z budou ozna£ovat
Banachovy prostory.

Nejprve si zavedeme pojem omezeného lineárního operátoru.

De�nice 1. Nech´ X,Y jsou normované vektorové prostory a T : X → Y je lineární operátor.
Pak °ekneme, ºe T je omezený ⇔ (∃M > 0)(∀x ∈ X)(∥T (x)∥Y ≤ M∥x∥X). Omezenost je také
ekvivalentní se spojitostí T .
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Dále si roz²í°íme pojem diferencovatelnosti na operátory mezi Banachovými prostory, coº budeme
pot°ebovat pro výpo£et gradientu na²í ú£elové funkce p°i optimalizaci.

De�nice 2. Bu¤ U ⊂ X otev°ená a neprázdná, f : U → Y , x ∈ U , v ∈ X.

(i) Potom

δf(x; v) := lim
t→0

f(x+ tv)− f(x)

t

nazveme derivací f v bod¥ x a ve sm¥ru v.

(ii) Pokud existuje omezený lineární operátor f ′(x) takový, ºe

f ′(x)[h] = lim
t→0

f(x+ th)− f(x)

t
∀h ∈ X,

nazýváme ho Gâteauxova derivace f (G-derivace).

(iii) Pokud Gâteauxova derivace navíc spl¬uje podmínku

lim
∥h∥X→0

∥f(x+ h)− f(x)− f ′(x)[h]∥Y
∥h∥X

= 0,

°íkáme jí Fréchetova derivace f (F-derivace).

De�nice 3. Nech´ f : X×Y → Z má F-derivaci v bod¥ (a, b) ∈ X×Y , ozna£me f1(x) = f(x, b)
a f2(y) = f(a, y). Potom

fx(a, b)[v] := f ′
1(a)[v], v ∈ X,

respektive
fy(a, b)[w] := f ′

2(b)[w], w ∈ Y

nazýváme parciální Fréchetovy derivace.

Poznámka 1. P°ímo dosazením do podmínky z de�nice F-derivace je vid¥t, ºe pro omezený
lineární operátor f : X → Y je

f ′(x) = f, ∀x ∈ X,

coº se nám bude hodit p°i derivaci skalárního sou£inu.

Pro provedení derivace budeme pot°ebovat n¥které v¥ty pro po£ítání s derivacemi a v¥tu o
implicitní funkci.

V¥ta 1. Nech´ f : X × Y → Z má F-derivaci v bod¥ (a, b) ∈ X × Y . Pak

f ′(a, b)[v, w] = fx(a, b)[v] + fy(a, b)[w].

V¥ta 2 (�et¥zové pravidlo). Nech´ f : Y → Z, g : X → Y jsou F-diferencovatelné v x ∈ X,
respektive g(x) ∈ Y a h(x) = f(g(x)). Potom h : X → Z je F-diferencovatelná v x a

h′(x)[v] = f ′(g(x))[g′(x)[v]], v ∈ X.

V¥ta 3 (O implicitní funkci). Nech´ f : X × Y → Z je spojit¥ F-diferencovatelná, existuje
(a, b) ∈ X × Y tak, ºe f(a, b) = 0 a fy(a, b) : Y → Z je izomor�smus Banachových prostor·.
Potom existují U okolí a, V okolí b a F-diferencovatelná g : U → V tak, ºe f(x, g(x)) = 0

10



Pro praktický výpo£et se pak hodí v¥ta, která nám umoºní derivace spo£ítat jednodu²eji neº
p°ímo z de�nice.

V¥ta 4. Bu¤ f : X → R, pro x, v ∈ X, ε > 0 de�nujeme h : (−ε, ε) → R jako h(t) := f(x+ tv).
Pak

δf(x; v) =
d

dt

∣∣∣
t=0

h(t) =
d

dt

∣∣∣
t=0

f(x+ tv).

Nakonec pak budeme pot°ebovat následující dv¥ v¥ty, které nám umoºní realizovat samotnou
my²lenku metody adjungované rovnice.

V¥ta 5 (Rieszova). Nech´ H je Hilbert·v prostor a F : H → C omezený lineární funkcionál.
Potom existuje práv¥ jeden vektor y ∈ H takový, ºe

Fx = ⟨x, y⟩ ∀x ∈ H.

V¥ta 6 (O sdruºeném operátoru). Nech´ H,K jsou Hilbertovy prostory, A : H → K je omezený
lineární operátor. Pak existuje práv¥ jeden omezený lineární operátor A∗ : K → H takový, ºe

⟨Ax, y⟩K = ⟨x,A∗y⟩H , ∀x ∈ H, y ∈ K,

A∗ nazýváme sdruºený operátor k A.
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Kapitola 2

Metoda adjungované rovnice

V této kapitole si p°edstavíme metodu adjungované rovnice. Ta spo£ívá v zavedení nové (adjun-
gované) prom¥nné, pro kterou následn¥ formulujeme tzv. adjungovanou rovnici. P°i jejím spln¥ní
se pak velmi výrazn¥ zjednodu²í výpo£et gradientu ú£elové funkce pro pot°eby optimalizace.

2.1 Obecná formulace

Nejprve se podívejme na obecnou formulaci optimaliza£ní úlohy s vazbou danou parciálními di-
ferenciálními rovnicemi a její °e²ení pomocí metody adjungované rovnice.

Bu¤te S, Y, Z Banachovy prostory, s ∈ S p°edstavuje °ízení úlohy, y ∈ Y její °e²ení. Na²ím
cílem je

min
y∈Y,s∈S

J(y, s), za podmínky e(y, s) = 0, (2.1)

kde J : Y × S → R je ú£elová funkce, e : Y × S → Z p°edstavuje soustavu PDR s okrajovými
a po£áte£ními podmínkami. Pokud navíc p°edpokládáme pro kaºdé s ∈ S jednozna£né °e²ení
soustavy e(y, s) = 0, m·ºeme optimaliza£ní problém p°evést na tvar

min
s∈S

Ĵ(s) := J(y(s), s), za podmínky e(y(s), s) = 0.

Minimalizaci ú£elové funkce budeme provád¥t numericky pomocí gradientního sestupu, proto se
nyní pokusíme nalézt gradient Ĵ ′(s). K tomu vyuºijeme Lagrangeovu funkci

L(y, s, λ) = J(y, s) + ⟨λ, e(y, s)⟩Z ,

kde λ ∈ Z nazýváme adjungovaná prom¥nná. Pokud uvaºujeme y = y(s), dostaneme pro libo-
volné λ ∈ Z

L(y(s), s, λ) = J(y(s), s) + ⟨λ, e(y(s), s)⟩Z = J(y(s), s) = Ĵ(s).

Pro dal²í postup je pot°eba, aby byly spln¥né zejména p°edpoklady v¥ty o implicitní funkci pro
vazbu e(y, s) = 0:

(i) e, J jsou spojit¥ F-diferencovatelné,

(ii) ∀s ∈ S : ∃1y ∈ Y : e(y, s) = 0,
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(iii) ∀s ∈ S : ey(y(s), s) je izomor�smus Banachových prostor·.

Za pouºití v¥t 1, 2 a 3 z p°edchozí £ásti dostaneme pro F-derivaci Ĵ(s) ve sm¥ru q ∈ S:

Ĵ ′(s)[q] = Ls(y(s), s, λ)[q] =

= Jy(y(s), s)[y
′(s)[q]] + Js(y(s), s)[q] + ⟨λ, ey(y(s), s)[y′(s)[q]] + es(y(s), s)[q]⟩Z . (2.2)

Derivací skalárního sou£inu dostaneme op¥t skalární sou£in, protoºe se jedná o omezený lineární
funkcionál (Poznámka 1). Dále výraz upravíme za pouºití Rieszovy v¥ty a v¥ty o sdruºeném
operátoru.

Ĵ ′(s)[q] = ⟨J̃y, y′(s)[q]⟩Y + Js(y(s), s)[q] + ⟨ey(y(s), s)∗λ, y′(s)[q]⟩Y + ⟨λ, es(y(s), s)[q]⟩Z =

= ⟨J̃y + ey(y(s), s)
∗λ, y′(s)[q]⟩Y + Js(y(s), s)[q] + ⟨λ, es(y(s), s)[q]⟩Z , (2.3)

kde J̃y ∈ Y nahrazuje Jy(y(s), s) podle Rieszovy v¥ty a ey(y(s), s)
∗ je sdruºený operátor k

ey(y(s), s). Pokud nyní zvolíme takové λ0, aby byla spln¥ná tzv. adjungovaná rovnice

J̃y + ey(y(s), s)
∗λ0 = 0, (2.4)

m·ºeme získat Ĵ ′(s) jako

Ĵ ′(s)[q] = Ls(y(s), s, λ0)[q] = Js(y(s), s)[q] + ⟨λ0, es(y(s), s)[q]⟩Z , (2.5)

tedy bez nutnosti výpo£tu y′(s). Podmínka (2.4) je ekvivalentní s

Ly(y(s), s, λ0) = 0, (2.6)

jelikoº provedením stejných úprav jako v postupu vý²e dostaneme

Ly(y(s), s, λ) = Jy(y(s), s)[y
′(s)[q]] + ⟨λ, ey(y(s), s)[y′(s)[q]]⟩Z

= ⟨J̃y + ey(y(s), s)
∗λ, y′(s)[q]⟩Y (2.7)

Jelikoº ale na²ím cílem je pouze numerické °e²ení úlohy, budeme p°i aplikaci na model fázového
pole postup dodrºovat £ist¥ formáln¥ a nebudeme ov¥°ovat v¥t²inu p°edpoklad·. Nap°íklad bu-
deme po£ítat pouze sm¥rové derivace a nebudeme zkoumat, zda spl¬ují podmínky, aby se jednalo
o Fréchetovu derivaci. Také nepouºijeme sdruºený operátor, jeho roli bude zastávat pouºití první
Greenovy identity [9]. Rieszovu v¥tu taktéº nebude t°eba pouºít, protoºe Jy(y(s), s)[y

′(s)[q]] uº
bude mít tvar skalárního sou£inu (integrálu).

Poznámka 2. Zde je vhodné více oz°ejmit, pro£ je pro nás vlastn¥ výhodné se vyhnout výpo£tu
y′(s)[q]. Tuto derivaci bychom mohli aproximovat pomocí výrazu y(s+εq)−y(s)

ε , ε > 0. Ten bychom
ale pot°ebovali získat pro velké mnoºství r·zných q, konkrétn¥ tolik, jaká bude dimenze prostoru
S po diskretizaci. A jelikoº y(s) p°edstavuje °e²ení soustavy PDR a závisí mimo jiné na s, museli
bychom soustavu °e²it pro kaºdou volbu q znovu.

2.2 Adjungovaná rovnice pro model fázového pole

V této £ásti aplikujeme metodu adjungované rovnice na problém popsaný v první kapitole.
Chceme tedy pro model fázového pole (1.6)-(1.11) nalézt takové okrajové podmínky (funkci
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s), abychom v £ase T dostali krystal p°edepsaného tvaru (funkci yf ). Na²e ú£elová funkce bude

J =
1

2

∫
Ω

(y|t=T − yf )
2 dx+

γ

2

∫ T

0

∫
∂Ω

|s− umt|2 dx dt, (2.8)

kde první £len p°edstavuje normu rozdílu p°edepsaného pro�lu a dosaºeného výsledku v £ase T ,
reprezentuje tedy kvalitu nalezeného °ízení. Druhý £len p°edstavuje Tichonovovu regularizaci.
Ta má obecn¥ za ú£el posunout °e²ení blíºe k po£átku, v na²em p°ípad¥ k teplot¥ tání. Díky
tomu jsou up°ednost¬ována °e²ení s men²ími teplotními výkyvy.

K odvození adjungované rovnice pro tuto úlohu lze pouºít také mén¥ obecný postup, ve kte-
rém °ízení úlohy probíhá pomocí kone£ného po£tu parametr·. Tento p°ístup je více intuitivní a
pro jeho pouºití nejsou pot°eba znalosti z funkcionální analýzy, m·ºe být tedy lep²í pro první
seznámení s výpo£tem. Z tohoto d·vodu zde budou oba postupy uvedeny v plné délce, p°estoºe
jsou podobné a vedou ke stejným výsledk·m.

2.2.1 Parametrický p°ístup

V tomto p°ístupu k adjungované metod¥ uvaºujeme °ízení úlohy pomocí kone£ného vektoru
parametr· p⃗, tedy s = s(p⃗). Tento p°ístup po£ítá s následnou diskretizací úlohy, p°i které také
oz°ejmíme význam zavedených parametr·. Na²ím cílem je minimalizovat funkcionál

J(p⃗) =
1

2

∫
Ω

(y(p⃗)|t=T − yf )
2 dx+

γ

2

∫ T

0

∫
∂Ω

|s(p⃗)− umt|2 dx dt, (2.9)

Minimalizaci provádíme za podmínek daných rovnicemi pro model fázového pole, tedy

ut −∆u = Lyt na Ω× (0, T ), (2.10)

yt −
1

α
∆y =

1

αξ2
f(u, y, ξ) na Ω× (0, T ), (2.11)

f(u, y, ξ) = 2y (1− y)

(
y − 1

2
− 1

2
βbξΣ(y) (u− umt)

)
, (2.12)

u|∂Ω = s na ∂Ω× [0, T ], (2.13)

y|∂Ω = g na ∂Ω× [0, T ], (2.14)

u|t=0 = u0 na Ω, (2.15)

y|t=0 = y0 na Ω. (2.16)

Pro funkce z modelu pak platí

u = u(x, t, p⃗),

s = s(x, t, p⃗),

u0 = u0(x),

y = y(x, t, p⃗),

g = g(x, t),

y0 = y0(x),

jelikoº nastavení parametr· ovlivní £asový vývoj u a y. Pro p°ehlednost zápisu ale nebudeme
tyto závislosti dále explicitn¥ psát. Minimalizace v tomto p°ípad¥ p°edstavuje hledání vázaného
extrému, k £emuº pouºijeme metodu Lagrangeových multiplikátor·.
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Zavedeme funkce
λ1 = λ1(x, t),

λ2 = λ2(x, t),

λ3 = λ3(x),

µ1 = µ1(x, t) na Ω× [0, T ],

µ2 = µ2(x, t) na ∂Ω× [0, T ],

µ3 = µ3(x) na Ω

a de�nujeme funkcionál J∗(p⃗) jako

J∗(p⃗) =

∫ T

0

∫
Ω

λ1 (ut −∆u− Lyt) dx dt+

∫ T

0

∫
∂Ω

γ

2
|s− umt|2 + λ2 (u− s) dx dt

+

∫
Ω

λ3 (u|t=0 − u0) dx

+

∫ T

0

∫
Ω

µ1

(
yt −

1

α
∆y − 2

αξ2
y (1− y)

(
y − 1

2
− 1

2
βbξΣ(y) (u− umt)

))
dx dt

+

∫ T

0

∫
∂Ω

µ2 (y − g) dx dt+

∫
Ω

1

2
(y|t=T − yf )

2 + µ3 (y|t=0 − y0) dx.

(2.17)

Vidíme, ºe p°i spln¥ní rovnic (2.10)-(2.16) je J∗(p) = J(p). Následn¥ budeme chtít po£ítat gra-
dient ∇J∗(p⃗) = dJ∗

dp⃗ . Pokud bychom ale funkcionál nyní zderivovali, dostali bychom výrazy typu
∂(∆u)
∂p⃗ a ∂(ut)

∂p⃗ , se kterými by bylo t¥ºké dále pracovat. Proto nejprve p°evedeme derivace podle
prostorových prom¥nných a £asu na funkce λ1 a µ1. K tomu pouºijeme metodu per partes a
první Greenovu identitu [9].

Pomocí per partes (u integrálu p°es £as) upravíme £len∫ T

0

∫
Ω

λ1ut dx dt =

∫
Ω

(λ1u)|t=T − (λ1u)|t=0dx−
∫ T

0

∫
Ω

λ1tudx dt, (2.18)

a dvojím pouºitím Greenovy identity (na prostorový integrál) získáme

−
∫ T

0

∫
Ω

λ1∆udx dt =

∫ T

0

∫
Ω

∇λ1∇u dx dt−
∫ T

0

∫
∂Ω

λ1∇un⃗dx dt

=

∫ T

0

∫
∂Ω

u∇λ1n⃗dx dt−
∫ T

0

∫
Ω

∆λ1udx dt−
∫ T

0

∫
∂Ω

λ1∇un⃗dx dt. (2.19)

Stejným zp·sobem upravíme i £leny s Lλ1yt, µ1yt a µ1∆y.
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Po p°erovnání pak dostaneme J∗ ve tvaru

J∗(p⃗) =

∫ T

0

∫
Ω

−λ1tu−∆λ1udx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

−µ1ty −
1

α
∆µ1y + Lλ1ty +

µ1

αξ2
(
2y3 − 3y2 + y

)
dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

µ1βb

αξ
(u− umt)

(
yΣ(y)− y2Σ(y)

)
dx dt

+

∫ T

0

∫
∂Ω

γ

2
|s− umt|2 + λ2 (u− s) + u∇λ1n⃗− λ1∇un⃗dx dt (2.20)

+

∫ T

0

∫
∂Ω

µ2 (y − g) +
1

α
y∇µ1n⃗− 1

α
µ1∇yn⃗dx dt

+

∫
Ω

1

2
(y|t=T − yf )

2 + (λ3 − λ1)|t=0u|t=0 − λ3u0 + (λ1u)|t=T dx

+

∫
Ω

µ3 (y|t=0 − y0)− (µ1y)|t=0 + (µ1y)|t=T dx+ L (λ1y)|t=0 − L (λ1y)|t=T dx.

Nyní uº zderivujeme J∗ podle parametr· p⃗ a prohodíme derivaci s integrálem.

dJ∗

dp⃗
=

∫ T

0

∫
Ω

(
−λ1t −∆λ1 +

βb

αξ
µ1

(
yΣ(y)− y2Σ(y)

)) ∂u

∂p⃗
dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

(
−µ1t −

1

α
∆µ1 + Lλ1t +

µ1

αξ2
(
6y2 − 6y + 1

)) ∂y

∂p⃗
dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

(
µ1

βb

αξ
(u− umt)

(
Σ(y) + yΣ′(y)− 2yΣ(y)− y2Σ′(y)

)
︸ ︷︷ ︸

=l(y,u)

)
∂y

∂p⃗
dx dt

+

∫ T

0

∫
∂Ω

(γ (s− umt)− λ2)
∂s

∂p⃗
dx dt+

∫ T

0

∫
∂Ω

(λ2 +∇λ1n⃗)
∂u

∂p⃗
dx dt

−
∫ T

0

∫
∂Ω

λ1
∂

∂p⃗
(∇un⃗) dx dt+

∫ T

0

∫
∂Ω

(
µ2 +

1

α
∇µ1n⃗

)
∂y

∂p⃗
dx dt

−
∫ T

0

∫
∂Ω

1

α
µ1

∂

∂p⃗
(∇yn⃗) dx dt+

∫
Ω

(λ3 − λ1) |t=0
∂u

∂p⃗

∣∣∣
t=0

dx

+

∫
Ω

(
λ1

∂u

∂p⃗

)∣∣∣
t=T

dx+

∫
Ω

(y|t=T − yf + µ1|t=T − Lλ1|t=T )
∂y

∂p⃗

∣∣∣
t=T

dx

+

∫
Ω

(µ3 − µ1|t=0 + Lλ1|t=0)
∂y

∂p⃗

∣∣∣
t=0

dx.

(2.21)
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Na²ím cílem je vyhnout se výpo£tu ∂u
∂p⃗ a ∂y

∂p⃗ , který by byl numericky velmi náro£ný. Toho m·-
ºeme dosáhnout vynulováním výraz· vystupujících p°ed t¥mito derivacemi. To znamená vy°e²ení
rovnic

λ1t +∆λ1 =
βb

αξ
µ1

(
yΣ(y)− y2Σ(y)

)
na Ω× (0, T ), (2.22)

µ1t +
1

α
∆µ1 = Lλ1t +

µ1

αξ2
(
6y2 − 6y + 1

)
+ µ1l(y, u) na Ω× (0, T ), (2.23)

s podmínkami

λ1|∂Ω = 0 na ∂Ω× [0, T ], (2.24)

µ1|∂Ω = 0 na ∂Ω× [0, T ], (2.25)

λ1|t=T = 0 na Ω, (2.26)

µ1|t=T = yf − y|t=T + Lλ1|t=T na Ω, (2.27)

kde v poslední rovnici je £len Lλ1|t=T = 0. Zbylé multiplikátory pak nastavíme jako

λ2 = −∇λ1n⃗ na ∂Ω× [0, T ], (2.28)

µ2 = − 1

α
∇µ1n⃗ na ∂Ω× [0, T ], (2.29)

λ3 = λ1|t=0 na Ω, (2.30)

µ3 = (µ1 − Lλ1)|t=0 na Ω. (2.31)

Soustava rovnic (2.22) a (2.23) je ale ²patn¥ poloºená, navíc pro ni máme jen podmínku na
koncový stav. To vy°e²íme zavedením veli£in

λ(t) = λ1(T − t),

µ(t) = µ1(T − t),

z(t) = y(T − t),

v(t) = u(T − t),

(2.32)

£ímº získáme soustavu rovnic s po£áte£ními a okrajovými podmínkami

λt = ∆λ− βb

αξ
µΣ(z)

(
z − z2

)
na Ω× (0, T ), (2.33)

µt =
1

α
∆µ+ Lλt +

µ

αξ2

(
−3z2 + 3z − 1

2

)
− µl(z, v) na Ω× (0, T ), (2.34)

λ|∂Ω = 0 na ∂Ω× [0, T ], (2.35)

µ|∂Ω = 0 na ∂Ω× [0, T ], (2.36)

λ|t=0 = 0 na Ω, (2.37)

µ|t=0 = yf − y|t=T na Ω, (2.38)

kde
l(z, v) =

βb

αξ
(v − umt)

(
Σ(z) (1− 2z) + Σ′(z)

(
z − z2

) )
. (2.39)

Po vy°e²ení této soustavy a nastavení zbývajících multiplikátor· podle (2.28)-(2.31) dostaneme
gradient J∗(p⃗) v jednoduchém tvaru

dJ∗

dp⃗
=

∫ T

0

∫
∂Ω

(γ (s− umt)− λ2)
∂s

∂p⃗
dx dt. (2.40)
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2.2.2 Varia£ní p°ístup

V této £ásti budeme postupovat podle obecné teorie v sekci 2.1. Konkrétní formulace úlohy (2.1)
je v na²em p°ípad¥ následující:

min
s∈S

J (u(s), y(s), s) =
1

2

∫
Ω

(y(s)|t=T − yf )
2 dx+

γ

2

∫ T

0

∫
∂Ω

|s− umt|2 dx dt, (2.41)

za podmínek daných rovnicemi fázového pole, tedy

ut = ∆u+ Lyt na Ω× (0, T ), (2.42)

αξ2yt = ξ2∆y + f(u, y, ξ) na Ω× (0, T ), (2.43)

f(u, y, ξ) = 2y (1− y)

(
y − 1

2
− 1

2
bβξΣ(y) (u− umt)

)
,

u|t=0 = u0 na Ω, (2.44)

y|t=0 = y0 na Ω, (2.45)

u|∂Ω = s na ∂Ω× [0, T ], (2.46)

y|∂Ω = g na ∂Ω× [0, T ]. (2.47)

Zde p°edpokládáme jednozna£né °e²ení (u, y) = (u(s), y(s)), kv·li p°ehlednosti ale tuto závis-
lost nebudeme vypisovat. Také pro krátkost a soulad s parametrickým p°ístupem budeme dále
adjungované prom¥nné nazývat multiplikátory. Objekty z obecné teorie pak v tomto p°ípad¥
budou:

� Y ≡ C2(K)2, kde K ≡ Ω× (0, T ),

� S ≡ C(∂Ω× [0, T ]),

� Z ≡ L2(K)2 × L2(∂Ω× [0, T ])2 × L2(Ω)2,

� λ ≡ (λ1, µ1, λ2, µ2, λ3, µ3),

� operátor e de�nujeme po sloºkách:

e1(u, y) = ut −∆u− Lyt,

e2(u, y) = yt −
1

α
∆y − 1

αξ2
f(u, y, ξ),

e3(u, s) = u|∂Ω − s,

e4(y) = y|∂Ω − g,

e5(u) = u|t=0 − u0,

e6(y) = y|t=0 − y0.

(2.48)

Stejn¥ jako v postupu z Kapitoly 2.1 de�nujeme Lagrangeovu funkci
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L(u, y, s, λ) = J(u, y, s) + ⟨λ, e(u, y, s)⟩

=

∫ T

0

∫
Ω

λ1 (ut −∆u− Lyt) dx dt+

∫ T

0

∫
∂Ω

γ

2
|s− umt|2 + λ2 (u− s) dx dt

+

∫
Ω

λ3 (u|t=0 − u0) dx

+

∫ T

0

∫
Ω

µ1

(
yt −

1

α
∆y − 2

αξ2
y (1− y)

(
y − 1

2
− 1

2
βbξΣ(y) (u− umt)

))
dx dt

+

∫ T

0

∫
∂Ω

µ2 (y − g) dx dt+

∫
Ω

1

2
(y|t=T − yf )

2 + µ3 (y|t=0 − y0) dx.

(2.49)

Nyní p°evedeme derivace na multiplikátory λ pomocí první Greenovy identity [9] a metody
per partes, coº nahrazuje pouºití sdruºeného operátoru. V obecném postupu jsme sice ú£elovou
funkci nejprve zderivovali a aº následn¥ provád¥li tyto úpravy, nicmén¥ na po°adí krok· v na-
²em p°ípad¥ nezáleºí. Naopak toto uspo°ádání m·ºe být pro samotný výpo£et o n¥co p°ehledn¥j²í.

Za pouºití per partes (na integrál p°es £as) upravíme £len∫ T

0

∫
Ω

λ1ut dx dt =

∫
Ω

(λ1u)|t=T − (λ1u)|t=0dx−
∫ T

0

∫
Ω

λ1tudx dt, (2.50)

a dvojitým pouºitím Greenovy identity (na prostorový integrál) získáme

−
∫ T

0

∫
Ω

λ1∆udx dt =

∫ T

0

∫
Ω

∇λ1∇udx dt−
∫ T

0

∫
∂Ω

λ1∇un⃗dx dt

=

∫ T

0

∫
∂Ω

u∇λ1n⃗dx dt−
∫ T

0

∫
Ω

∆λ1udx dt−
∫ T

0

∫
∂Ω

λ1∇un⃗dx dt, (2.51)

kde n⃗ je normálový vektor k ∂Ω. Stejným zp·sobem upravíme i £leny s Lλ1yt, µ1yt a 1
αµ1∆y.

Po p°erovnání výraz· a roznásobení polynomu dostaneme
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L(u, y, s, λ) =

=

∫ T

0

∫
Ω

−λ1tu−∆λ1udx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

−µ1ty −
1

α
∆µ1y + Lλ1ty +

2µ1

αξ2

(
y3 − 3

2
y2 +

1

2
y

)
dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

µ1βb

αξ
(u− umt)

(
yΣ(y)− y2Σ(y)

)
dx dt

+

∫ T

0

∫
∂Ω

γ

2
|s− umt|2 + λ2 (u− s) + u∇λ1n⃗− λ1∇un⃗dx dt (2.52)

+

∫ T

0

∫
∂Ω

µ2 (y − g) +
1

α
y∇µ1n⃗− 1

α
µ1∇yn⃗dx dt

+

∫
Ω

(λ3 − λ1)|t=0u|t=0 − λ3u0 + (λ1u)|t=T dx

+

∫
Ω

1

2
(y|t=T − yf )

2 + µ3 (y|t=0 − y0)− (µ1y)|t=0 + (µ1y)|t=T + L (λ1y)|t=0 − L (λ1y)|t=T dx.

Dále chceme splnit podmínku (2.6), která je ekvivalentní se spln¥ním adjungované rovnice, a pro
(û, ŷ) ∈ Y má tvar

L(u,y)(u, y, s, λ)[(û, ŷ)] = 0. (2.53)

Výpo£et derivace je v tomto p°ípad¥ jednoduchý, pro názornost ji zde alespo¬ pro jeden £len
spo£ítáme. Pouºijeme k tomu V¥tu 4.

δ

∫ T

0

∫
Ω

2µ1

αξ2
y3

(
(u, y); (û, ŷ)

)
=

d

dt

∣∣∣
t=0

∫ T

0

∫
Ω

2µ1

αξ2
(y + tŷ)3 =

∫ T

0

∫
Ω

6µ1

αξ2
y2ŷ. (2.54)
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Celkov¥ pak máme

L(u,y)(u, y, s, λ)[(û, ŷ)] =

=

∫ T

0

∫
Ω

(
−λ1t −∆λ1 +

βb

αξ
µ1

(
yΣ(y)− y2Σ(y)

))
ûdx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

(
−µ1t −

1

α
∆µ1 + Lλ1t +

µ1

αξ2
(
6y2 − 6y + 1

))
ŷ dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

(
µ1

βb

αξ
(u− umt)

(
Σ(y) + yΣ′(y)− 2yΣ(y)− y2Σ′(y)

)
︸ ︷︷ ︸

=l(u,y)

)
ŷ dx dt

+

∫ T

0

∫
∂Ω

(λ2 +∇λ1n⃗) ûdx dt

−
∫ T

0

∫
∂Ω

λ1∇ûn⃗dx dt+

∫ T

0

∫
∂Ω

(
µ2 +

1

α
∇µ1n⃗

)
ŷ dx dt

−
∫ T

0

∫
∂Ω

1

α
µ1∇ŷn⃗dx dt+

∫
Ω

(λ3 − λ1) |t=0û|t=0 dx

+

∫
Ω

(λ1û) |t=T dx+

∫
Ω

(y|t=T − yf + µ1|t=T − Lλ1|t=T ) ŷ|t=T dx

+

∫
Ω

(µ3 − µ1|t=0 + Lλ1|t=0) ŷ|t=0 dx.

(2.55)

Aby tento výraz byl roven nule pro v²echna (û, ŷ) ∈ Y , musí být nulové výrazy vystupující p°ed
nimi. Toho dosáhneme vhodným nastavením multiplikátor·, coº znamená °e²ení rovnic

λ1t +∆λ1 =
βb

αξ
µ1

(
yΣ(y)− y2Σ(y)

)
na Ω× (0, T ), (2.56)

µ1t +
1

α
∆µ1 = Lλ1t +

µ1

αξ2
(
6y2 − 6y + 1

)
+ µ1l(u, y) na Ω× (0, T ), (2.57)

s podmínkami

λ1|∂Ω = 0 na ∂Ω× [0, T ], (2.58)

µ1|∂Ω = 0 na ∂Ω× [0, T ], (2.59)

λ1|t=T = 0 na Ω, (2.60)

µ1|t=T = yf − y|t=T + Lλ1|t=T na Ω, (2.61)

kde v poslední rovnici je £len Lλ1|t=T = 0. Zbylé multiplikátory pak nastavíme jako

λ2 = −∇λ1n⃗ na ∂Ω× [0, T ], (2.62)

µ2 = − 1

α
∇µ1n⃗ na ∂Ω× [0, T ], (2.63)

λ3 = λ1|t=0 na Ω, (2.64)

µ3 = (µ1 − Lλ1)|t=0 na Ω. (2.65)

21



Pro rovnice (2.56) a (2.57) máme ale zadaný pouze stav v £ase T , musíme je tedy °e²it zp¥tn¥ v
£ase. To vy°e²íme zavedením veli£in

λ(t) = λ1(T − t),

µ(t) = µ1(T − t),

z(t) = y(T − t),

v(t) = u(T − t),

(2.66)

£ímº se také zm¥ní znaménko u £asových derivací

λt = −λ1t

µt = −µ1t.

Prostorové derivace tato transformace neovlivní. Výsledkem pak je dob°e poloºená soustava rov-
nic s po£áte£ními a okrajovými podmínkami

λt = ∆λ− βb

αξ
µΣ(z)

(
z − z2

)
na Ω× (0, T ), (2.67)

µt =
1

α
∆µ+ Lλt +

µ

αξ2
(
−6z2 + 6z − 1

)
− µl(v, z) na Ω× (0, T ), (2.68)

λ|∂Ω = 0 na ∂Ω× [0, T ], (2.69)

µ|∂Ω = 0 na ∂Ω× [0, T ], (2.70)

λ|t=0 = 0 na Ω, (2.71)

µ|t=0 = yf − y|t=T na Ω, (2.72)

kde

l(v, z) =
βb

αξ
(v − umt)

(
Σ(z) (1− 2z) + Σ′(z)

(
z − z2

) )
. (2.73)

Po vy°e²ení soustavy rovnic (2.67)-(2.72) a nastavení ostatních multiplikátor· podle (2.62)-(2.65),
m·ºeme spo£ítat Ĵ ′(s)[q], q ∈ S podle (2.5):

Ĵ ′(s)[q] = Ls(y(s), s, λ0)[q] =

∫ T

0

∫
∂Ω

γ(s− umt)q − λ2q dx dt. (2.74)

Poznámka 3. �e²ení rovnic (2.67)-(2.72) nezávisí na konkrétní volb¥ q. Toho budeme vyuºívat
p°i numerickém po£ítání gradientu, kdy m·ºeme volit postupn¥ r·zná q bez nutnosti °e²it rovnice
pro λ a µ pokaºdé znovu.
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Kapitola 3

Numerické °e²ení úlohy

Pro numerické °e²ení parciálních diferenciálních rovnic budeme pouºívat metodu kone£ných dife-
rencí [8], konkrétn¥ její explicitní schéma. V této kapitole si pro ni zavedeme zp·sob diskretizace
a odvodíme algebraické rovnice ke kterým vede. Dále si pak nastíníme implementaci celé opti-
maliza£ní úlohy v jazyce C++.

3.1 Diskretizace

Oblast Ω volíme jako obdélník (0, a) × (0, b) a diskretizujeme ji pomocí pravidelné sít¥ s n · m
uzly, n,m ∈ N (obr. 3.1). Sí´ má pak obecn¥ prostorový krok hx = a

n−1 a hy = b
m−1 , pro

jednoduchost budeme ale volit takové nastavení diskretizace, aby hx = hy = h. V souvislosti s
touto sítí budeme pouºívat zna£ení

ωh = {(i · h, j · h)| i = 1, 2, . . . , n− 2; j = 1, 2, . . . ,m− 2},

pro vnit°ní uzly sít¥

ωh = {(i · h, j · h)| i = 0, 1, . . . , n− 1; j = 0, 1, . . . ,m− 1},

pro celou sí´ v£etn¥ okrajových uzl· a

∂ωh = ωh\ωh,

pro okrajové uzly.

�asový krok τ volíme jako τ = c · h2, c > 0, p°i£emº men²í hodnoty c vedou k lep²í nume-
rické stabilit¥. Kvadratickou závislost na prostorovém kroku h volíme kv·li podmínce stability
pro explicitní schéma metody kone£ných diferencí. Po£et £asových hladin pak je N = T

τ .

Poznámka 4. Zde se také dostáváme k místu, kde m·ºeme up°esnit význam parametr· p⃗ z
parametrického p°ístupu k adjungované rovnici. Jejich zavedení odpovídá diskretizaci okrajové
podmínky, p°edstavují tedy hodnotu s(p⃗) na ∂ωh v jednotlivých £asových vrstvách.
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Obrázek 3.1: Schéma diskretizace.

Poznámka 5. Oproti klasickému zna£ení máme na obrázku 3.1 prohozené osy, tedy osa y mí°í ve
vodorovném sm¥ru a po£átek je v levém horním rohu oblasti. Díky tomu ale p°i implementaci
bude oblast Ω odpovídat matici, a to v£etn¥ práce s indexy. První index bude odpovídat £íslu
°ádku a druhý £íslu sloupce.

Pro veli£iny typu A = A(x, y, t) budeme pouºívat zna£ení

Ak
i,j := A(i · h, j · h, k · τ), i = 0, 1, . . . , n− 1, (3.1)

j = 0, 1, . . . ,m− 1,

k = 0, 1, . . . , N − 1.

V rovnicích, které budeme chtít °e²it vystupují diferenciální výrazy typu ∆u a ∂u
∂t . Tyto £leny na-

hradíme pomocí tzv. diferencí, ve kterých vystupují pouze hodnoty p°íslu²ných veli£in v r·zných
uzlech sít¥. Pro ∂u

∂t pouºijeme dop°ednou diferenci

∂u

∂t

∣∣∣k
i,j

≈
uk+1
i,j − uki,j

τ
na ωh, (3.2)

∆u nahradíme centrální diferencí pro druhou derivaci

∆u|ki,j =
∂2u

∂x2

∣∣∣k
i,j

+
∂2u

∂y2

∣∣∣k
i,j

≈
uki+1,j + uki,j+1 − 4uki,j + uki−1,j + uki,j−1

h2
na ωh. (3.3)

Stejným zp·sobem nahradíme i diferenciální výrazy pro ostatní veli£iny.

Pro výpo£et gradientu ú£elové funkce pot°ebujeme °e²it soustavy rovnic (1.6)-(1.11) a (2.67)-
(2.72). Vºdy si nejprve p°ipomeneme, o jaký systém rovnic se jedná a následn¥ rozebereme jejich
diskretizaci.
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Primární rovnice pro u a y

ut = ∆u+ Lyt na Ω× (0, T ), (3.4)

αξ2yt = ξ2∆y + f(u, y, ξ) na Ω× (0, T ), (3.5)

f(u, y; ξ) = 2y (1− y)

(
y − 1

2
− 1

2
bβξΣ(y) (u− umt)

)
,

s po£áte£ními podmínkami

u|t=0 = u0 na Ω, (3.6)

y|t=0 = y0 na Ω, (3.7)

a Dirichletovými okrajovými podmínkami

u|∂Ω = s na ∂Ω× [0, T ], (3.8)

y|∂Ω = g na ∂Ω× [0, T ]. (3.9)

V t¥chto rovnicích nyní nahradíme diferenciální výrazy pomocí diferencí uvedených vý²e. Poté
vyjád°ením uk+1

i,j , respektive yk+1
i,j získáme pro k = 0, 1, . . . , N − 2

uk+1
i,j = uki,j + τ

uki+1,j + uki,j+1 − 4uki,j + uki−1,j + uki,j−1

h2

+ L
(
yk+1
i,j − yki,j

)
na ωh,

(3.10)

yk+1
i,j = yki,j + τ

yki+1,j + yki,j+1 − 4yki,j + yki−1,j + yki,j−1

αh2

+
2τ

αξ2
yki,j

(
1− yki,j

)(
yki,j −

1

2
− βbξ

2
Σ
(
yki,j

)(
uki,j − umt

))
na ωh,

(3.11)

s po£áte£ním nastavením

u0i,j = u0|i,j na ωh, (3.12)

y0i,j = y0|i,j na ωh, (3.13)

a okrajovými podmínkami

uki,j = ski,j na ∂ωh, (3.14)

yki,j = gki,j = 0 na ∂ωh. (3.15)

Z tohoto p°edpisu je z°ejmé, ºe p°i implementaci musíme nejprve vypo£ítat yk+1
i,j , které vystupuje

v p°edpisu pro uk+1
i,j . Stejný postup provedeme i u druhé soustavy rovnic.
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Adjungovaná rovnice pro λ a µ

λt = ∆λ− βb

αξ
µΣ(z)

(
z − z2

)
na Ω× (0, T ), (3.16)

µt =
1

α
∆µ+ Lλt +

µ

αξ2
(
−6z2 + 6z − 1

)
− µl(v, z) na Ω× (0, T ), (3.17)

l(v, z) =
βb

αξ
(v − umt)

(
Σ(z) (1− 2z) + Σ′(z)

(
z − z2

) )
, (3.18)

s po£áte£ními podmínkami

λ|t=0 = 0 na Ω, (3.19)

µ|t=0 = yf − y|t=T na Ω, (3.20)

a Dirichletovými okrajovými podmínkami

λ|∂Ω = 0 na ∂Ω× [0, T ], (3.21)

µ|∂Ω = 0 na ∂Ω× [0, T ]. (3.22)

Pro tuto soustavu jsme zavád¥li veli£iny z(t) = y(T −t) a v(t) = u(T −t), nicmén¥ p°i implemen-
taci stále budeme pracovat s veli£inami p·vodními, tedy vki,j = uN−k−1

i,j , stejn¥ i pro veli£inu z, u
té ale pouºijeme kv·li kompaktnosti zápisu ozna£ení z := yN−k−1

i,j , £ímº pro k = 0, 1, . . . , N − 2
dostaneme

λk+1
i,j = λk

i,j + τ
λk
i+1,j + λk

i,j+1 − 4λk
i,j + λk

i−1,j + λk
i,j−1

h2

− τβb

αξ
µk
i,jΣ(z)

(
z − z2

)
na ωh,

(3.23)

µk+1
i,j = µk

i,j + τ
µk
i+1,j + µk

i,j+1 − 4µk
i,j + µk

i−1,j + µk
i,j−1

αh2

+ L
(
λk+1
i,j − λk

i,j

)
+

τ

αξ2
(
−6z2 + 6z − 1

)
− τβb

αξ
µk
i,j

(
uN−k−1
i,j − umt

)(
Σ(z) (1− 2z) + Σ′(z)

(
z − z2

) )
na ωh,

(3.24)

s po£áte£ním nastavením

λ0
i,j = 0 na ωh, (3.25)

µ0
i,j = (yf )i,j − yN−1

i,j na ωh, (3.26)

a okrajovými podmínkami

λk
i,j = 0 na ∂ωh, (3.27)

µk
i,j = 0 na ∂ωh, (3.28)
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Gradient Ĵ

Jako poslední je²t¥ pot°ebujeme získat p°esný p°edpis pro výpo£et gradientu Ĵ , který má podle
(2.62) a (2.74) tvar

Ĵ ′(s)[q] =

∫ T

0

∫
∂Ω

(γs+∇λ|T−tn⃗) q dx dt, (3.29)

kde q je funkce na ∂Ω × [0, T ]. Za q budeme nyní postupn¥ volit funkce, které mají v jednom
bod¥ sít¥ hodnotu 1 a v ostatních jsou nulové. Tímto zp·sobem pak získáme sloºky gradientu Ĵ
v jednotlivých uzlech, které následn¥ m·ºeme pouºít pro gradientní sestup. Bodový p°edpis pro
gradient je na kaºdé ze stran obdélníka mírn¥ odli²ný, a to kv·li jeho závislosti na normálovém
vektoru n⃗ k ∂Ω. Nap°íklad na pravém okraji po nahrazení ∇λ pomocí diference získáme

(gradright)
k
i = γski,n−1 +

λN−k−1
i,n−1 − λN−k−1

i,n−2

h
. (3.30)

Z (3.27) vidíme, ºe λN−k−1
i,n−1 = 0, takºe se nám výraz zjednodu²í na

(gradright)
k
i = γski,n−1 −

λN−k−1
i,n−2

h
. (3.31)

Technicky vzato by celý výraz m¥l být je²t¥ vynásobený prostorovým a £asovým krokem kv·li
tomu, ºe vystupuje v integrálu. Tyto konstanty ale m·ºeme zahrnout do velikosti kroku v gradi-
entním sestupu. Obdobným postupem dostaneme i vyjád°ení pro gradient na zbylých stranách
obdélníka, jako

(gradleft)
k
i = γski,0 −

λN−k−1
i,1

h
, (3.32)

(gradtop)
k
j = γsk0,j −

λN−k−1
1,j

h
, (3.33)

(gradbottom)
k
j = γskn−1,j −

λN−k−1
n−2,j

h
. (3.34)

Poznámka 6. Pokud bychom uvaºovali parametrický p°ístup z £ásti 2.2.1, jediná zm¥na by spo-
£ívala v zám¥n¥ q → ∂s

∂p⃗ ve vzorci pro gradient. Vzhledem ke zp·sobu volby p⃗ nabývá ∂s
∂p⃗ hodnoty

1 práv¥ v jednom bod¥ sít¥, v ostatních je nulová. To p°esn¥ odpovídá zp·sobu volby q, výsledek
je tedy stejný pro oba postupy.

3.2 Implementace

Samotný výpo£et je implementovaný v jazyce C++, za pouºití knihovny TNL (Template Nu-
merical Library) [3, 4]. Tato knihovna byla pouºita zejména kv·li moºnosti provád¥t výpo£ty
na GPU, coº by pro náro£né úlohy mohlo být výrazn¥ rychlej²í. Dále je z této knihovny pouºitý
paralelní for cyklus a výpis výsledk· ve formátu VTI. Samotné °e²ení rovnic pro u a y, respektive
λ a µ je díky pouºití explicitního schématu p°i diskretizaci z implementa£ního hlediska relativn¥
jednoduché, jedná se pouze o p°epsání vzorc· z p°edchozí £ásti do zdrojového kódu. Celkový
postup výpo£tu je pak následující:
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Algoritmus 1: Postup °e²ení úlohy.

inicializace;
i = 0;
while i < max. po£et iterací do

vy°e²ení rovnic (1.6)-(1.11) pro u a y, získání po£áte£ní podmínky pro rovnice
(2.67)-(2.72);
vy°e²ení rovnic (2.67)-(2.72) pro λ a µ;
výpo£et gradientu podle (3.29), krok v gradientním sestupu;
i = i+ 1;

end
výpis výsledk·;

Zde se na chvíli vrátíme k Poznámce 3, kde jsme diskutovali, o kolik je pouºití metody adjungo-
vané rovnice výpo£etn¥ jednodu²²í, neº kdybychom se pokou²eli numericky aproximovat y′(s)[q].
Nyní to m·ºeme °íci je²t¥ p°esn¥ji, jelikoº uº máme zavedenou diskretizaci a tudíº víme, na kolika
parametrech °ízení (okrajová podmínka) závisí. Je jich 2(m+n− 2) ·N , coº i pro relativn¥ malá
rozli²ení vychází °ádov¥ na statisíce. Tolikrát bychom tedy museli soustavu (1.6)-(1.11) °e²it v
kaºdé iteraci, zatímco p°i pouºití adjungované rovnice °e²íme p°ibliºn¥ stejn¥ náro£né soustavy
pouze dv¥.

P°i práci s námi pouºitým modelem pot°ebujeme ukládat £asový pr·b¥h u a y, protoºe vystu-
pují v rovnicích pro λ a µ. To m·ºe klást velké nároky na pam¥´, jelikoº kv·li volb¥ explicitního
schématu diskretizace p°i zvy²ování jemnosti sít¥ velmi rychle roste po£et £asových hladin, které
musíme mít uloºené. Z tohoto pohledu by bylo výhodn¥j²í pouºívat lineární model (1.2), u kte-
rého by p°i derivaci v pr·b¥hu výpo£tu vypadlo u, sta£ilo by nám tedy ukládat pouze £asový
vývoj y.

Samotné výpo£ty pak byly spou²t¥ny na 16-jádrovém procesoru AMD Ryzen 9 590X. Jejich
délka se výrazn¥ li²í v závislosti na pouºitém rozli²ení a po£tu iterací v gradientním sestupu,
t¥ch bylo pro nalezení alespo¬ p°ibliºného °e²ení u v¥t²iny úloh pot°eba maximáln¥ 100. Nap°í-
klad pro n = 101, m = 61 a 8000 £asových hladin trvá výpo£et jedné iterace p°ibliºn¥ 2 sekundy.
P°i tomto rozli²ení je tedy °e²ení relativn¥ rychlé a tím pádem se hodí k nejr·zn¥j²ímu testování.
Pro �nální výpo£ty jsme volili rozli²ení dvojnásobné, kde výpo£et jedné iterace zabere zhruba
25 s. Pro n = 201, m = 121 a 32000 £asových hladin tedy v závislosti na tom, jak p°esné °e²ení
poºadujeme, trvá výpo£et niº²í jednotky hodin.
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Kapitola 4

Výpo£etní studie

Cílem této £ásti je prozkoumat funk£nost metody adjungované rovnice pro na²i úlohu a gra�cky
zobrazit n¥které výsledky. Mimo to se pokusíme také zjistit vlastnosti úlohy samotné, tedy ja-
kých tvar· krystalu m·ºeme dosáhnout pomocí °ízení pouze okrajových podmínek. Jak jiº bylo
avizováno d°íve, tvar krystalu v £ase T skute£n¥ nebude stabilní, jeho následujícím vývojem se
ale nezabýváme. Nastavení parametr· modelu také pravd¥podobn¥ neodpovídá ºádné fyzikální
úloze, výsledky tedy nelze ztotoºnit s reálným experimentem.

4.1 Nastavení parametr·

Parametry modelu fázového pole budou pro v²echny výpo£ty stejné, jejich vlivem na vlastnosti
modelu se zde nezabýváme. Nastavení t¥chto parametr· obsahuje tabulka 4.1.

Parametr Hodnota Význam

umt 1 teplota tání
β 300 koe�cient podchlazení
α 3 koe�cient p°ipojovací kinetiky
ξ h parametr ur£ující tlou²´ku rozhraní
L 2 latentní teplo
ε0 0

dal²í parametry modelu
ε1 0.2

Tabulka 4.1: Parametry fázového pole.

Volba oblasti Ω a nastavení diskretizace se bude li²it v závislosti na konkrétním p°íklad¥. N¥které
hodnoty budou ale pro v²echny úlohy stejné. Toto nastavení shrnuje tabulka 4.2. Výpo£ty budeme
provád¥t bez Tichonovovy regularizace, tedy γ = 0. Její vliv na °e²ení úlohy nebyl v této práci
podrobn¥ zkoumán.
Co se tý£e nastavení po£áte£ní podmínky pro teplotu, budeme volit vºdy jednu z moºností
u0 = 0 nebo u0 = 1 na Ω. Nulová po£áte£ní podmínka odpovídá rovnom¥rnému podchlazení
celé oblasti, p°i volb¥ u0 = 1 má oblast teplotu shodnou s teplotou tání. V n¥kterých p°ípadech
budeme provád¥t výpo£et dvakrát, pokaºdé s jinou volbou u0. Podobného rozdílu by bylo moºné
dosáhnout také volbou r·zných po£áte£ních pro�l· y0. Z hlediska pr·b¥hu °ízení nap°íklad y0
odpovídající kruhovému krystalu o polom¥ru 1/5 p°i u0 = 1 odpovídá volb¥ u0 = 0 p°i zmen²ení
polom¥ru na 1/10.

29



Parametr Hodnota Význam

a 1 délka strany ve sm¥ru x
b r·zné délka strany ve sm¥ru y
n r·zné po£et uzl· ve sm¥ru x
m r·zné po£et uzl· ve sm¥ru y
N r·zné po£et £asových hladin
h 1/(n− 1) prostorový krok
τ 0.1/h2 £asový krok

Tabulka 4.2: Nastavení diskretizace.

4.2 Test konvergence

Nejprve prozkoumáme, zda výpo£ty budou konvergovat k zadanému tvaru lépe p°i pouºití jem-
n¥j²í sít¥. To by nám m¥lo poskytnout základní p°edstavu o kvalit¥ na²eho modelu. Pouºijeme
k tomu stejnou úlohu jako následn¥ v £ásti 4.4.3, budeme se tedy na £tverci (0, 1)× (0, 1) snaºit
dosáhnout vytvo°ení krystalu obdélníkového tvaru. Výpo£et provedeme pro t°i r·zná nastavení,
p°i£emº kaºdé bude mít dvakrát men²í prostorový krok neº to p°edchozí. Za velikost chyby
budeme povaºovat normu rozdílu p°edepsaného pro�lu a dosaºeného výsledku, tedy∫

Ω

(y|t=T − yf )
2 dx

 1
2

≈

 ∑
(i,j)∈ωh

(
yN−1
i,j − (yf )i,j

)2

 1
2

.

Provedením výpo£t· dostaneme hodnoty uvedené v Tabulce 4.3.

Rozli²ení Po£et £asových hladin Velikost chyby

n = m = 51 N = 1000 1.833 · 10−3

n = m = 101 N = 4000 7.323 · 10−4

n = m = 201 N = 16000 3.154 · 10−4

Tabulka 4.3: Konvergence metody.

Je tedy vid¥t, ºe p°i zjem¬ování sít¥ skute£n¥ dostáváme men²í chybu. Z nejv¥t²í £ásti je to ale
nejspí²e zp·sobeno tím, ºe ²í°ka vrstvy, na které dochází k p°echodu mezi fázemi je díky volb¥
parametru ξ = h svázána s prostorovým krokem. P°i pouºití v¥t²ího rozli²ení tedy k p°echodu
dojde na rychleji a tím pádem m·ºeme lépe aproximovat zadaný pro�l, který má skokový p°e-
chod. Ten jsme zvolili proto, ºe nejvíce odpovídá fyzikální p°edloze, na stejný problém bychom
ale narazili i kdybychom volili cílový pro�l s pozvolným p°echodem, který by naopak z tohoto
pohledu lépe aproximovaly výpo£ty s niº²ím rozli²ením. Co se tý£e samotného kone£ného tvaru
krystalu, je z obrázku 4.1 vid¥t, ºe pro vy²²í rozli²ení dostáváme lep²í aproximaci zejména podél
stran obdélníka, k ost°ej²ímu ohybu k°ivky kolem roh· ale nedochází. To je dáno vlastnostmi
úlohy samotné, jelikoº díky povaze rovnice vedení tepla se teplotní výkyvy p°i prostupu oblastí
zmen²ují a jejich hranice se stává rozmazan¥j²í. Vytvo°ení ostrých roh· ve v¥t²í vzdálenosti od
kraj· se tedy jeví jako nemoºné.
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Obrázek 4.1: Výsledný tvar krystalu pro r·zná rozli²ení.

4.3 Citlivost na po£áte£ní odhad °e²ení

Dal²í v¥cí, na kterou se podíváme p°ed provedením samotných výpo£t· pro konkrétní úlohy, je
test citlivosti na po£áte£ní nastavení okrajových podmínek, které budeme zna£it s0. Obecn¥ m·ºe
jeho r·zná volba vést k jinému °e²ení. Na²e úloha je z tohoto pohledu relativn¥ stabilní, má to ale
svá omezení. Pokud dojde vlivem nastavení s0 k úplnému rozpu²t¥ní krystalu v oblasti, metoda
se z hlediska konvergence tém¥° zastaví, tedy v kaºdé dal²í iteraci je °ízení v podstat¥ stejné jako
v té p°edchozí a nedostaneme ºádný rozumný výsledek. Jestliºe ale volíme s0 v okolí teploty
tání nebo men²í, pro v²echny testované úlohy vedly tyto volby k velice podobným výsledk·m, v
obrázku 4.2 je n¥kdy vizuáln¥ tém¥° nejde odli²it.

Obrázek 4.2: Výsledný tvar krystalu pro r·zná s0.
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4.4 �e²ení konkrétních úloh

U v²ech následujících výpo£t· budeme pro zobrazování fázového pole pouºívat stejnou barevnou
²kálu (obr. 4.3), kde modrá barva zna£í kapalinu a £ervená krystal. Na obrázcích bude také £er-
nou £arou vyzna£ena vrstevnice y = 1

2 , tedy pomyslné fázové rozhraní.

0.0 1.00.5
Fázové pole

Obrázek 4.3: Barevná ²kála pro fázové pole.

�asový vývoj fázového pole budeme prezentovat pomocí série obrázk· se zobrazením tvaru krys-
talu v r·zných £asech. Tyto £asy budeme volit tak, aby co nejlépe ilustrovaly celkový vývoj
fázového pole, mohou být tedy pro kaºdou úlohu jiné a nemusí mezi nimi být shodné rozestupy.
Pro jejich ozna£ení budeme pouºívat £íslování t = 0, 1, . . . , 100, tedy t = 0 odpovídá £asu 0 a
t = 100 £asu T . V obrázku s £asem t = 100 budeme vykreslovat i cílový pro�l.

Pr·b¥h okrajových podmínek bude zobrazený u p°íslu²ných stran obdélníka, p°i£emº u v¥t-
²iny úloh je °ízení na protilehlých stranách symetrické, v t¥chto p°ípadech zobrazíme tedy pouze
jednu z nich.

4.4.1 Rozd¥lení krystalu

P°i tomto výpo£tu se snaºíme dosáhnout rozd¥lení po£áte£ního krystalu na dva nové. Oblast Ω
volíme jako obdélník, coº by m¥lo vzhledem k rozloºení po£áte£ního a cílového tvaru krystalu
usnadnit °ízení. Výpo£et provedeme dvakrát, jednou s volbou po£áte£ní podmínky u0 = 0 a
podruhé s u0 = 1. Nastavení parametr· výpo£tu je v tabulce 4.4.

Parametr Hodnota

Ω (0, 1)× (0, 0.6)
n 201
m 121
N 32000
u0 {0, 1}

Tabulka 4.4: Nastavení parametr·.
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(a) �asový vývoj teploty. (b) �asový vývoj fázového pole.

Obrázek 4.4: Rozd¥lení krystalu, u0 = 0.

P°i volb¥ u0 = 0 vidíme (obr. 4.4), ºe krystal se za£ne prodluºovat ve svislém sm¥ru, na£eº
dojde k rozpu²t¥ní jeho st°edové £ásti a rozd¥lení na dva nové. V záv¥ru se pak rychlým oh°átím
dosáhne kone£ného tvaru, který v podstat¥ p°esn¥ aproximuje cílový pro�l.
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(a) �asový vývoj teploty. (b) �asový vývoj fázového pole.

Obrázek 4.5: Rozd¥lení krystalu, u0 = 1.

Pro nastavení s u0 = 1 vypadá výsledný pr·b¥h odli²n¥ (obr 4.5). Krystal za£ne r·st nejprve ve
vodorovném sm¥ru. Poté co se dostane aº k okraj·m, za£ne se po nich velmi rychle ²í°it, na£eº
zaplní horní a spodní £ást oblasti. Následn¥ je pr·b¥h obdobný jako v p°edchozím p°ípad¥, dojde
tedy k rozpu²t¥ní st°edové £ásti krystalu a prudkému zah°átí, £ímº dostaneme poºadovaný tvar.

Na tomto p°íklad¥ je vid¥t typická vlastnost metody a to, ºe pokud zvolíme dostate£n¥ dlouhý
£as, probíhá °ízené úlohy tak, ºe nejprve se krystal rozroste aº ke kraj·m oblasti. Na záv¥r se
kone£ného pro�lu docílí rychlým zah°átím.
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4.4.2 Posunutí krystalu

Tentokrát se pokusíme dosáhnout posunutí kruhového krystalu. Výpo£et provedeme na stejné
obdélníkové oblasti jako v p°edchozím p°íklad¥, volíme ale pouze polovi£ní £as, díky £emuº se
krystal v pr·b¥hu nerozroste aº ke kraj·m oblasti a získáme zajímav¥j²í £asový pr·b¥h. Nastavení
parametr· výpo£tu je v tabulce 4.5.

Parametr Hodnota

Ω (0, 1)× (0, 0.6)
n 201
m 121
N 16000
u0 0

Tabulka 4.5: Nastavení parametr·.

(a) �asový vývoj teploty. (b) �asový vývoj fázového pole.

Obrázek 4.6: Posunutí krystalu.

U tohoto p°íkladu je vývoj fázového pole celkem p°ímo£arý (obr. 4.6b), na rozdíl od p°edchozích
p°ípad· nedochází k r·stu krystalu aº ke stranám a následnému rychlému rozpu²t¥ní. Moºná
také d·sledkem toho je výsledný krystal mírn¥ odli²ný od zadaného tvaru, sm¥rem ke st°edu
oblasti není zcela kruhový, ale má na sob¥ drobné plo²ky. Zajímavé také je, ºe °ízení probíhá
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hlavn¥ pomocí regulace teploty na del²ích stranách obdélníka (obr. 4.6a), a to v£etn¥ posouvání
krystalu sm¥rem dol·, kdy by bylo logické o£ekávat, ºe dojde spí²e k výraznému ochlazení spodní
strany, které ale nepozorujeme. Z hlediska praktické realizace by takovéto °ízení bylo ale nejspí²e
velmi sloºité, v pr·b¥hu £asu dochází v podstat¥ skokov¥ k velkým zm¥nám teploty, coº lze vid¥t
v levé okrajové podmínce.

4.4.3 Obdélník

Cílem tohoto výpo£tu je zjistit, do jaké míry je moºné pomocí °ízení okrajových podmínek
dosáhnout krystalu s rovnými hranami a ostrými rohy. Oblast výpo£tu volíme jako £tverec,
cílovým pro�lem bude obdélník umíst¥ný oproti p°edchozím úlohám relativn¥ daleko od kraj·.
Nastavení parametr· výpo£tu je v tabulce 4.6.

Parametr Hodnota

Ω (0, 1)× (0, 1)
n 201
m 201
N 16000
u0 1

Tabulka 4.6: Nastavení parametr·.

Obrázek 4.7: �asový vývoj teploty.

Na rozdíl od p°edchozích p°íklad· je v tomto p°ípad¥ °ízení relativn¥ jednoduché a nedochází v
n¥m k tak rychlým teplotním zm¥nám (obr. 4.7).
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Obrázek 4.8: �asový vývoj fázového pole.

To se odráºí i ve vývoji fázového pole (obr. 4.8), kdy dochází k celkem p°ímému p°echodu mezi
po£áte£ním a koncovým stavem. Vidíme, ºe i na relativn¥ velkou vzdálenost od kraj· jsme schopni
vytvo°it rovné hrany. U roh· obdélníka jsou rozdíly od zadaného tvaru pochopiteln¥ v¥t²í.

4.4.4 Konkávní tvar

Tentokrát se pokusíme o vytvo°ení konkávního obrazce vyzna£eného na obrázku 4.9. Rádi bychom
zjistili, jak si tato metoda poradí zejména s vytvo°ením rovných vnit°ních hran, kde se kv·li jejich
pozici zdá °ízení velmi sloºité. Nastavení parametr· výpo£tu je v tabulce 4.7.

Parametr Hodnota

Ω (0, 1)× (0, 1)
n 201
m 201
N 32000
u0 0

Tabulka 4.7: Nastavení parametr·.

Tentokrát je jiº z pr·b¥hu °ízení teploty (obr. 4.9) patrné, ºe úloha nebude mít na rozdíl od
v²ech p°edchozích symetrický pr·b¥h. To je dáno nejspí²e drobnou asymetrií v zadávání cílového
pro�lu. Vidíme také ºe op¥t dochází k velmi rychlým výkyv·m teploty, na dolní stran¥ oblasti
v jednu chvíli teplota vysko£í aº k hodnot¥ 2000. To znázor¬uje na obrázku tém¥° bílé místo v
okrajové podmínce na spodní hran¥. Takto vysoká teplota je nejspí²e zp·sobena relativn¥ velkým
po£tem iterací v gradientním sestupu, kdy s jejich p°ibývajícím mnoºstvím dochází sice k lep²í
aproximaci cílového pro�lu, na druhou stranu se také zvy²ují výkyvy v °ízení. Pokud bychom
tomu cht¥li zabránit, museli bychom bu¤ volit men²í po£et iterací, nebo p°idat do výpo£tu
regularizaci.

37



Obrázek 4.9: �asový vývoj teploty.

Co se tý£e vývoje fázového pole (obr. 4.10), vidíme jiº zmi¬ovanou asymetrii. Nejprve dojde
k roztaºení krystalu ve svislém sm¥ru a vytvo°ení odd¥lených £ásti u spodní a horní strany.
Ty se poté propojí díky velkému podchlazení u levého okraje. Nakonec dojde op¥t k rychlému
zah°átí, díky kterému získá krystal poºadovaný tvar. Na rozdíl od p°íkladu 4.4.3 s obdélníkem
vidíme, ºe tentokrát do²lo na vn¥j²í stran¥ obrazce k vytvo°ení velmi ostrých roh·, které mohly
vzniknout díky malé vzdálenosti od okraje oblasti, a tím pádem lep²í moºnosti °ízení teploty
v pot°ebném míst¥. Na vnit°ní stran¥ je sice hrana krystalu mírn¥ zvln¥ná, p°esto se jedná o
moºná aº p°ekvapiv¥ dobrý výsledek.
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Obrázek 4.10: �asový vývoj fázového pole.

4.4.5 Lineární reak£ní £len

Na záv¥r zde také ilustrujeme výpo£ty s modelem, ve kterém pouºíváme lineární reak£ní £len 1.2.
Jak bylo zmín¥no, tento model má správný fyzikální význam pouze pro malá podchlazení, p°i
p°ekro£ení jisté hranice dochází ke spontánnímu vzniku krystaliza£ního jádra, kolem kterého se
za£ne formovat nový krystal. Práv¥ kv·li tomuto jevu jsme se rozhodli pouºívat ve zbytku práce
jiný model. Nastavení, se kterým provedeme výpo£et je stejné jako v p°íklad¥ 4.4.1, snaºíme se
tedy o rozd¥lení krystalu na dva nové. Nastavení parametr· výpo£tu je v tabulce 4.8.

Parametr Hodnota

Ω (0, 1)× (0, 0.6)
n 201
m 121
N 32000
u0 0

Tabulka 4.8: Nastavení parametr·.
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(a) �asový vývoj teploty. (b) �asový vývoj fázového pole.

Obrázek 4.11: Model s lineárním reak£ním £lenem.

Skute£n¥ vidíme (obr. 4.11), ºe nejd°íve postupn¥ dojde k úplnému rozpu²t¥ní po£áte£ního krys-
talu, na£eº se díky velkému podchlazení na horní a spodní hran¥ vytvo°í krystaly nové. Ty poté
dorostou do poºadovaného tvaru.
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Záv¥r

V této práci jsme si nejprve p°edstavili optimaliza£ní úlohu týkající se °ízení r·stu krystal· po-
mocí okrajových podmínek. Za pouºití metody fázového pole pro modelování fázových p°echod·
jsme ji formulovali také matematicky. Následn¥ jsme pro ni odvodili tzv. adjungovanou rovnici,
která nám umoºnila efektivn¥ hledat gradient ú£elové funkce p°i optimalizaci. Samotné nume-
rické °e²ení jsme provedli pomocí metody kone£ných diferencí a implementovali v jazyce C++.
Dosaºené výsledky jsme na záv¥r prezentovali gra�cky.

Zjistili jsme, ºe ve dvourozm¥rném p°ípad¥ dokáºeme s pouºitým modelem velmi dob°e dosáh-
nout vzniku krystal· základních geometrických tvar·, p°ípadn¥ krystal p°esunout nebo rozd¥lit.
P°esnost, s jakou jsme schopni dosáhnout zadaného tvaru krystalu je spojena s jeho vzdáleností
od okraje oblasti, £ím blíºe okraji se nachází, tím lépe ho lze docílit. V n¥kterých p°ípadech
dochází v pr·b¥hu °ízení k velmi rychlým zm¥nám teploty, coº by mohlo znamenat problém
p°i p°ípadném praktickém vyuºití. Pomoci by s tím mohlo zavedení Tichonovovy regularizace,
kterému jsme se zde ale nev¥novali.

Na výsledky této práce lze dále navázat n¥kolika zp·soby. Jedním z p°irozených krok· by bylo
roz²í°ení úlohy do t°í dimenzí a ov¥°ení funk£nosti metody i pro tuto variantu. Dále by bylo moºné
se pokusit p°idat do modelu fázového pole anizotropii, tedy preferované sm¥ry krystalizace. Díky
tomu by bylo moºné simulovat dendritický r·st krystal·, který m·ºeme b¥ºn¥ pozorovat na-
p°íklad p°i tvorb¥ sn¥hových vlo£ek nebo námrazy. Také by bylo vhodné dále prozkoumat vliv
regularizace na chování úlohy a s tím související moºnost zmen²ení teplotních výkyv·.
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