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Abstrakt: Tato prace se zabyva kvantovou prochazkou, coz je kvantovy protéjsek
modelu ndhodné prochazky. V textu je zavedena kvantova prochazku s jednou a
dvéma casticemi v diskrétnim case na primce s kvantovymi ¢asticemi pohybujicimi
se po diskrétnich pozicich. S pomoci analytickych metod Fourierovy analyzy a Slabé
limity pak zkoumame pravdépodobnostni rozdéleni nalezeni ¢astic na jednotlivych
pozicich. Dale pak v praci pojednavame o dynamice systému interagujicich c¢astic a
zameérujeme se na bodové interakce. Vypoctem spektra evoluéniho operatoru nalez-
neme vazané stavy castic, jejichz ¢asovy vyvoj lze povazovat za podobny kvantové
prochazce molekuly. V préaci také pojednavame o experimentech s odlozenou volbou.
Konstruujeme zde model kvantové prochazky jedné ¢astice na miizce s odlozenou
volbou stavu mince. Predpovédi naseho modelu se blizce shoduji s vysledky experi-
mentalniho provedeni, podle kterého byl model sestaven.
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Abstract: The thesis deals with quantum walk which is the quantum counterpart of
the random walk model. The quantum walk is here implemented with one and two
particles that are propagating in discrete time steps and on discrete positions on 1D
lattice. With help of Fourier analysis and Weak limit we examine the probability
distribution of finding particles on individual positions. Furthermore, we discuss the
dynamics of a system with interacting particles with focus on point interactions. By
calculating the spectrum of the evolution operator, we find bound particle states,
whose time evolution can be likened to the time evolution of molecules. We also
discuss delayed choice experiments and construct a model of quantum walk of one
particle on a 2D lattice with delayed choice of coin state. The theoretical predictions
this model offers align well with results from the experimental setup this model was
based on.
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Uvod

Uz dlouho je znamo, ze kvantova mechanika vysvétluje mnohé fyzikdlni jevy,
které klasicka fyzika objasnit nedokaze. S prinosem kvantové mechaniky v datové
védé je ale Siroka verejnost méné obeznamena. Pritom vysledkem této kvantizace
je kromé jiného zrychleni mnoha algoritmt otevirajici cestu novym vypocetnim
technologiim a modelim. Coz je ve ,véku informace“ dtlezitda inovace. Jednim z
modell matematické informatiky, které maji kvantovy protéjsek, je nahodné pro-
chazka.Tento model je zdkladem mnoha algoritmti v matematice a vypocetni vedeé.
Zkoumani jeho kvantové obdoby, tedy kvantové prochazky, vede k novym mezio-
borovym uplatnénim. Superpozice a interference umoznuji chovani nepozorované v
klasickém pripadé. Rizné varianty kvantové prochazky tak nasly vyuziti naptiklad
pri hledani izomorfismt grafl, pti zkoumani vazanych stavii molekul, a jako zaklad
mnoha algoritmt v kvantové informaci az exponencialné rychlejsich oproti klasickym
protéjskam. [1, 2, 3]

V této préaci se zaméfime na variantu kvantové prochazky v diskrétnim casem,
kde se kvantova ¢astice presouva po diskrétnich pozicich. Nejprve ji v prvni kapitole
zkonstruujeme na primce. V tomto pripadé bude mit kvantova ¢astice dvoudimen-
zionalni vnitini stupen volnosti, a aby byl jeji ¢asovy vyvoj unitarni, bude jeden
krok zprostredkovavan operatorem mince nasledovanym posunem po ptimce. Déle
se budeme zabyvat analytickymi metodami Fourierovy analyzy a Slabé limity, které
nam umozni zkoumat pravdépodobnostni rozdéleni prochéazky.

V druhé kapitole pojedndame o kvantové prochazce dvou ¢astic. Ta bude mit
¢tyfdimenzionalni prostor vnitinich stavi. Prochazka tak bude netrividlnim rozsi-
renim predchozi varianty diky provazanym staviim castic. I pro tento systém prove-
deme Fourierovu analyzu a ukédzeme vysledky Slabé limity. Zminime se také o vlivu
nerozlisitelnosti ¢astic na dynamiku systému.

Systém dale budeme modifikovat pridanim interakce mezi ¢asticemi. Budeme
zde uvazovat J-interakci, kdy na sebe Castice ptisobi pouze nachézeji-li se na stejné
pozici na primce. Z analytického feSeni ¢asového vyvoje predpovime vznik vazanych
stavl castic, kdy pomoci vyuziti symetrii prochazky se pokusime nalézt vlastnich
hodnot evolu¢niho operatoru. Provedeme také numerické odvozeni spojitého spektra
evolu¢niho operatoru.

V posledni kapitole nejprve na konkrétnich experimentech predstavime princip
odlozené volby (delayed choice) a vysvétlime jejich vysledky. Poté podle experimen-
talniho provedeni zkonstruujeme kvantovou prochazku s odlozenou volbou. Ovérime
pak nas systém porovnanim numerické simulace s vysledky studie [4].






Kapitola 1

Kvantova prochazka

Cilem této kapitoly je seznamit ¢tenafe s modelem kvantové prochazky. To
1ze nejjednoduseji ucinit pomoci popsani klasické nahodné prochazky a nahrazenim
klasické ¢astice za kvantovou prejit ke kvantové prochazce. Obé prochazky zavedeme
na nekonecné primce s diskrétnimi moznymi pozicemi a diskrétnimi ¢asovymi kroky.
Hlavnimi zdroji této kapitoly jsou [5] a [6].

1.1 Klasickd nahodna prochazka

Nejjednodussi varianta tohoto modelu je ndhodné prochazka po ptrimce v dis-
krétnim case. V tomto pripadé ¢astice putuje po diskrétnich, stejné vzdalenych pozi-
cich (bodech) na primce (tedy na 1D mfizce). V diskrétnich ¢asovych krocich se muze

posunout o jednu pozici doleva, nebo doprava se stejnou pravdépodobnosti p = 1

(jedna se tedy o vyvazenou prochazku). Konvenéné pozice (body) na piimce oznaQ—
¢ime indexy 2 € Z. Céstice je v ¢ase t = 0 umisténa v bodé & = 0. Pravdépodobnost
vyskytu ¢astice v bodé m v ¢ase t znacime p(x,t). Tato pravdépodobnost je slozena
z poloviny pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v x — 1 a poloviny pravdépodobnosti

vyskytu v  + 1 v pfedchozim kroku
1 1
p(x,t):5p($—1,i—1)+§p(x—|—1,t—1). (1.1)

S pocétecni podminkou: p(0,0) = 1, je pak FeSeni vztahu pro p(x,t)

p(z, 1) = ;(L) (1.2)

2

Je vidét, ze aby byla pravdépodobnost nenulova, musi mit poloha stejnou sudost ¢i
lichost jako pocet krokt. Céstice se po sudém poc¢tu kroka nemiize vyskytovat na
liché pozici. Klasicka prochazka je tedy bipartitni. Pro velky pocet krokt lze vztah
1.2 odhadnout Gaussovym rozdélenim

1 o2
T, t) ~ e 2, 1.3
pla,t) ~ —— (13

:

Z ¢ehoz muzeme lehce vycist, ze stfedni hodnota polohy c¢éastice je 0 a stredni kva-

dratické odchylka Az = /1.

w
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1.2 Zavedeni kvantové prochazky

Kvantova prochazka na primce se lisi od klasické tim, ze misto stochasticky
se pohybujici ¢astice uvazujeme kvantovou c¢astici a jeji unitarni, casové diskrétni
vyvoj stavu. Céstici je po méfeni mozné najit na nékteré z pozic z € Z, jejichz sta-
vové vektory oznacime |x). Hilbertuv prostor tvoreny z baze téchto ortonormalnich
vektortt oznacime Hp - prostor pozic.

Hp = Span{|z)|z € Z} = (*(C), (x]y) = 6y

Na rozdil od klasické ¢astice, pri casovém vyvoji kvantové ¢astice neprobihd vybér
jedné z okolnich pozic, ale prechod stavu ¢astice do superpozice okolnich stavi

lz) = |z — 1) + |z + 1).

Tento ¢asovy vyvoj ale neni unitarni. Napiiklad vektor |z 4+ 2) by pak po 1 kroku
presel do superpozice |x + 1) + |z + 3) a nové stavy by pak mély nenulové prekryti

(lz+2)=0—= (e -1+ (@+1)(jz+1)+|z+3)=1#0.

Obvykly postup zachovani unitarity je uvazovat ¢astici s vnitinim stupném volnosti
zvany mince [7]. V pripadé ¢astice na pfimce ma mince 2 ortonormélni stavové
vektory |L) a |R) tvorici prostor mince He = Span{|L), |R)} = C?, kde (|L),|R)) je

standardni baze. Stav ¢astice je pak popsan kombinaci vektorti z celkového prostoru

H:HP®HC:€2(C)®C2. (1.4)

Pro netrivialni casovy vyvoj ¢astice na ni pusobi nejdrive operdtor mince C na
prostoru mince (hod minci), poté je transformace pozice uréena stavem mince po
hodu. Tato cast ¢asového vyvoje je zprostredkovana posunovacim operatorem S

S = i (lz = D@l @ [L)(L] + [z + 1) (z @ [R)(R]).

Operator mince C' mize byt libovolny unitarni operator na He. Pro podobnost s
klasickou ndhodnou prochézkou je tfeba volit minci jejiz ptisobeni je nezavislé na
Case 1 pozici stavu ¢astice. Pro tcely této prace volime jednoparametrickou minci,
kterad je definovand jejim nasledujicim ptisobenim na bazické vektory

0<p<l: Cp)IL)=plL)+1=pR),  C(p)|R) = /1= p*L) —p|R).

Ve standardni bazi pak operatoru mince odpovida matice

co=(lm V57 (1.5

Specialni ptipad pro p = % se nazyva Hadamardova mince. Pti kroku této mince
je pravdépodobnost posunu doleva a doprava stejnd (mince je vyvazena).

Unitarni evoluéni operator jednoho kroku pak ma tvar

U=5(IpeCp).
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Uvazujme pocatecni stav kvantové castice

[4(0)) = 10) @ [¢e), (1.6)

kde je pocéatecni stav mince rozlozen do béaze prostoru mince: |)c) = ¥ |L) + Y| R)
s normaliza¢ni podminkou pro amplitudy pravdépodobnosti: |1z|? + [1r|* = 1.
Aplikaci unitarnitho operatoru evoluce t-krat pak ziskdme stav ¢astice po t krocich

(1)) = U'[1(0)). (1.7)

Ket stavového vektoru po t krocich [¢(t)) muzeme rozepsat do superpozice
pravdépodobnostnich amplitud ¢y, (x, ), respektive ¥g(x,t), které urcuji pravdépo-
dobnost nalezeni ¢astice po méreni po ¢ krocich prochazky na pozici x se stavem
mince |L), respektive |R)

o

W) = > Wrl@,t)z)|L) +Yr(z,t)|2)|R)). (1.8)

r=—00

Vektor pravdépodobnostnich amplitud nalezeni ¢astice po ¢ krocich na pozici x pak

je
¢L (.T, t)
x,t) = .
Pojmenovani ¢(x,t) a 1r/r(x,t) je opravnéno nasledujicim vztahem pro pravdépo-

dobnost p(z,t) nalezeni ¢astice po t krocich na pozici x, ktery plyne ze zékladnich
postulati kvantové mechaniky. Ty najdeme napf. v [§].

plat) = 3 [al(lv®)®

j=L,R

Coz se po dosazeni (1.8) zjednodusi na

ple,t) = [, )| = [z, O + [rlz, ).

Protoze jsou 91, r(x,t) nulové, pokud z a t nemaji stejnou sudost ¢i lichost, je takto
zavedena kvantova prochazka bipartitni podobné jako klasickd ndhodné prochézka.

1.3 Pocatecni pozorovani

V této sekci na zdkladé numerickych simulaci kvantové prochazky na primce s
diskrétnimi kroky ucinime zakladni pozorovani o ¢asovém vyvoji jejiho pravdépo-
dobnostniho rozdéleni. Nékteré tyto vlastnosti poté ovérime v dalsich podkapitolach.

Na Obr:1.1 je typické zobrazeni pravdépodobnostniho rozdéleni Hadamardovy
prochdzky na piimce s pocateénim stavem |ic) = |L) po 100 krocich. Aby sly
zajimavé vlastnosti lépe rozeznat, pouzivame logaritmické méritko. Z obrazku lze
pozorovat nasledujici chovani pravdépodobnosti nalezeni c¢astice. Ve stfedni oblasti
se pravdépodobnost moc neméni a je skoro konstantni. Na obou stranach se v urci-
tém misté prudce zvysSuje a tvori tkz. "peaky". Poté velmi rychle klesa k nule.

Lepsi prehled poskytuje metoda Aproximace stacionarni faze, kterou se v ramci
této prace nebudeme zabyvat, jen shrneme jeji zavéry odvozené v [5]. Analyzou
integrali tvoricich feseni rovnice ¢asového vyvoje (1.19) a nalezenim stacionarnich
bodii faze tato metoda odhaduje chovani pravdépodobnosti ve tifech oblastech, které
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p(x, 100)
b 0.100 ¢
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Obrazek 1.1: Graf pravdépodobnosti nalezeni Castice v bodé x po 100 krocich Hada-
mardovy prochazky na logaritmickém méritku. Dilezité jsou predevsim peaky na pozicich
x = +p t, vyznacenych svislou ¢arou.

se méni spolu s poctem krokt a zavisi na parametru operatoru mince.

Pro |z| < pt se pravdépodobnost chovd jako p(z,t) ~ ¢ t~!. CoZ je pro x = 0
ukdzéno na Obr:1.2. Pro |z| ~ pt nabyvd pravdépodobnost peaki a mizeme ji
odhadnout funkei p(z,t) = ¢ t=3. To je zobrazeno na Obr:1.3. Z tohoto je patrné, ze
peaky se od sebe kazdym krokem vzdaluji "rychlosti" p. A nakonec pravdépodobnost
vné peaku, pro |z| > pt. Z metody Aproximace staciondrni faze vyplyva, ze zde
pravdépodobnost klesé exponencidlné p(z,t) ~ ¢ e !. Toto vystihuje Obr:1.4.

1.4 Fourierova analyza

Pomoci metody Fourierovy analyzy dle postupu v [9] a [5] nyni vyfesime casovy
vyvoj (1.7) pro prochéazku s jednoparametrickou minci (1.5). Tuto metodu lze pouzit
diky translac¢ni invarianci kvantové prochazky po primce. Fourierovou transformaci
ziskame diagonalizovatelnou matici evolu¢niho operatoru. Z vlastnich vektort a ¢isel
této matice popiseme casovy priibéh prochazky v hybnostni reprezentaci a zpétnou
Fourierovou transformaci ziskdme teseni ¢asové rovnice.

Rozdélenim operatoru mince (1.5) na matice

Crlp) = (g W» Crlp) = (\/10_—/)2 _Op>,

miizeme prepsat rovnici casového vyvoje na systém rovnic

Které jsou podobné rovnici pro pravdépodobnost vyskytu klasické castice v dané
pozici (1.1), ale poéitaji s amplitudami pravdépodobnosti.

Pro tcely tohoto postupu definujeme Fourierovu transformaci F' jako isometrii
mezi Hilbertovym prostorem stavu ¢astice (1.4) a Hilbertovym prostorem dvojic kva-
draticky integrovatelnych komplexnich funkci na jednotkové kruznici L?((0, 27), dk)QC?.
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Obrazek 1.2: Numerickd aproximace pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v poc¢atku po ¢
krocich p(0,t). Pro zobrazeni asymptotického chovani jsou na grafu data v obou osach
zobrazena v logaritmické stupnici. Oranzovou ¢arou je pak vyznacen odhad podle Apro-
ximace stacionarni faze p(x,t) ~ ¢ t~1.

p(pt, t)

0.020f

0.010

0.005

1 n n n 1 n n n 1 n n n | - t
200 400 600 800 1000
Obrazek 1.3: Numerickd aproximace pravdépodobnosti nalezeni ¢astice na pozici x ~ pt

po t krocich p(pt,t) Opét jsou osy grafu v logaritmickém méritku pro lepsi vizualizaci dat.
Oranzovou ¢arou je pak vyznacen odhad podle Aproximace stacionarni faze p(x,t) = ¢ 735,
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Obrazek 1.4: Numerickda aproximace pravdépodobnosti nalezeni ¢dstice na pozici x ~
0.85t po t krocich. Coz je pro zde zobrazenou Hadamardovu prochazku vné peaki. Na
tomto grafu pouzivame logarimetrické méritko pro hodnoty pravdépodobnosti vyskytu.
Oranzovou ¢arou je pak vyznacen odhad podle Aproximace staciondrni fize p(z,t) ~
ce 4t

Méjme ¢ € *(C) ® C*, kde v = {(2)}32 o, ¥(2) € C*, 3, [l (2)|* < oo.

Pak je Fourierova transformace 1 definovana vztahem
oo

(k) = (Fy)(k) = Y e ().

r=—0Q

Vynasobenim (1.9) e®* a sectenim pfes viechna z ziskdme

w(k7t) - e_ikCL<p)1;(k7t - 1) + eikCR(p)lﬁ(kJ?t - 1)
= D(k)C(p)d(k,t —1) (1.10)
= U(k, p)ib(k,t — 1). (1.11)

Zde je matice U (k, p) transformaci evoluéniho operatoru U

~ e‘“"’p e‘”\/l—ip2
Uk,p) = (ékﬂ e p ; p € (0,1). (1.12)

Pocatecni stav (1.6) se transformuje na vektor nezavisly na k

o0 = > e%<x,0>=ew’“<j;§8:8§> ~ v

Ze vztahu (1.11) muzeme opakovanou aplikaci evoluéniho operatoru zjistit celkovy
vyvoj z pocatecniho stavu

Ok, t) = Uk, p)o(k,0). (1.13)

Diagonalizovanim matice U (k, p) ziskame TeSeni této rovnice. Z diagonalizace obdr-
zime vlastni ¢isla

M(k) = e @B\ (k) = —e@®) (1.14)
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kde faze w(k) je ddna vztahem
w(k) = arcsin(psin(k)), p€(0,1).

A jejich vlastni vektory jsou

u(k) = 5 (_;_) (1.15)

1 1
k) = et(k+w(k))
UQ( ) nz(k) (_%> )

kde normalizacni faktor nq (k) je

niya(k) = \/2 L Clos_(];;F W(k))

7 téchto vyrazu pak muzeme ziskat feseni rovnice casového vyvoje kvantové pro-
chézky ve Fourierové transformaci (v p-reprezentaci) (1.13)

zﬁ(k,t)z(m(k:) vz(k:))< 0 Aﬂc) ( )zﬁkO) (1.16)
= e Wl (k) fi(k) + (=1)'e“®loy(k) fo(k), (1.17)

kde fi/2(k, p) je skalarni soucin

Frja(k) = (vija(k), & (k. 0)).
Inverzni Fourierovou transformaci, kterou definujeme jako

. 2 dk

Y(x) = (F714)(x) = e~ (k), (1.18)

o 271

obdrzime Teseni rovnice ¢asového vyvoje v x-reprezentaci
Y(z,t) = Li(x,t) + (=1) Iy(z, 1), (1.19)
ve kterém maji integraly Iy /5(x,t) tvar

2r dk

—z:ck Fiw(k,p) 1.20
. 9.€ “o1/0(k) frya (k). (1.20)

Il/g(ll',t) =

1.5 Metoda Slabé limity

Nyni pomoci postupu z [5] aproximujeme pravdépodobnostni rozdéleni p(z, t)
jednoparametrické kvantové prochazky vyuzitim teorému slabé limity. Ktery je for-
mulovan v [10].

Jak ukézeme, momenty preskalované pozice - pseudorychlosti: ¢ slabé konver-
guji pro velky pocet krokti ¢ — 400 k ndhodné proménné v. Po nalezeni tvaru limity

hustoty v (pravdépodobnostni rozdéleni v) ji pouzijeme k aproximaci p(x,t).
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Vztah pro n-ty moment pseudorychlosti je

((5)") = 208 = St £ o). (L.21)

t tn tm

Zde operator polohy X ptisobi na stavovy vektor Y(t) zpuisobem

oo

X)) = > w(¢ul,0)2)|L) + ¢alz, t)])|R)).
Pouzitim Fourierovy transformace prepiseme a zjednodusime rovnici. Tim se opera-
tor polohy zmeéni na diferencialni operdtor (operdtor polohy v hybnostni reprezen-

taci): FXEF1 = = i a stavovy vektor |¢(t)) na [0(t)), kde 9)(t) je FeSenim rovnice

¢asového vyvoje v p-reprezentaci (1.16). Vysledkem je nasledujici rovnice

(2 = Lwirsr iy - = [ B, t)<di)"1;(k,t)_ (122

t t™ Jo

Derivaci ¥ (k, t) v integrandu v ném vzniknou jen 2 ¢leny s nejvyssim, n-tym radem
casu

<Z$€>n¢(kat) -
= () () A0 + (1 () 209) ¢+ 0. (123

dk

Protoze vlastni vektory vy/5(k) evolu¢niho operdtoru ve Fourierové obraze tvorii or-
tonormalni soubor, nabude integrand tvaru

50100 (i) 300 = 5 (4] (RGP + C1riRmP) + o)

Vztah pro n-ty moment pseudorychlosti je tedy

(D)=L 5 (50 (awr s comamr) o

Z tvaru vlastnich vektora (1.15) spocitame

AR+ 1 fa(R))? =

| (1.25)
(p(WLl? = [vr*) + VI = p?(Yrtpr + Yrir)) cosk

W) =1 fa(k) =
|fr(B)[F = [ f2()] \/m

m(Yriy, + Yrbr)y/T — p?sin k;.

Pro zjednoduseni integrdlu substituci zvolime vhodnou proménnou v € (—p, p)

dw(k) pcosk

v = —=

dk 1—p? sinz(k:)'
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Z cehoz odvodime
V1—p?dv
(= AVE—
Po substituci najdeme momenty pseudorychlosti pro t — co. Z tvaru (1.24) a (1.25)
odvodime sudé asymptotické momenty

lim <($>2n> -/ VISP,

dk =

t—oo \ \ ¢ —p (1 —v2)\/p? =2
A liché asymptotické momenty

<<x>2n+1> /p vt <|¢L|2 — |¥r)? + \/p% — 1(@/;L¢R + &R@bL)) 1- Pde

li =
S —p (1 —v?)/p? — v?

t—o00

t

Diky symetrickému intervalu mizeme momenty zapsat v jednom integralu

- " . 1= v (| f? = [l + /% — T(Prtom + Prir)
b (2~ [ = G ),

(1.26)
Z teorie teorému slabé limity [10] tak pro ¢ — oo pseudorychlost 7 slabé konverguje
k ndhodné veli¢iné v. Asymptotické momenty (1.26) pouZzijeme v metodé moment
a zjistime tak limitu hustoty w(v), tedy pravdépodobnostni rozdéleni v. Tato limita
hustoty bude jednoznac¢né urcena kvili omezenému rozsahu proménné v.

M, YR, )1 —p?
(1 =) /pE =02

w(v) (1.27)

M(ps o v) — 10 (W ol 1+ WL)) S

kde je M(¢r,vr,v) oznaeni vahové funkce obsahujici veskerou zévislost w(v) na
pocatecnim stavu.

Vzapéti vyuzijeme limitu hustoty pro odhad pravdépodobnostniho rozdéleni
kvantové prochazky. Pro tyto ucely je vhodné si uvédomit, ze w(v) je spravné nor-
malizovana

P
/ w(v)dv =1, Ve, Vp € (0,1).
—p

Pravdépodobnostni rozdéleni pro kvantovou prochazku jedné c¢astice s jednopa-

rametrickou minci C(p) aproximujeme funkei

(1) = 2w (x> , (1.29)

t t

kde je 2 v koeficientu diky bipartité kvantové prochazky. V kazdém kroku je totiz
jen v poloviné moznych pozic na primce pravdépodobnost nenulova.

Z defini¢niho vztahu w(v) (1.27) je zfejmé, Ze pro v = %p limita hustoty diver-
guje, jak je vidét na Obr:1.5. CoZ znamena, ze w(7) diverguje pro x = %pt. Toto
chovani odpovida "peakium"pravdépodobnosti p(z,t).
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ﬁﬂ_‘/

L 1 1 1 1 | 1 1 1 1 [ 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 4
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Obrazek 1.5: Limita hustoty w(v) pro prochdzku s p = Ziv %, \%, —4\}—5 pro pocatecni stav

|) = |L). w(v) diverguje pro v — %p.

I I I | I I I I I I
-400 -200 0 200 400

Obrazek 1.6: Demonstrace aproximace kvantové prochizky pomoci limity hustoty. Na
obrazku je numericka simulace pravdépodobnostniho rozdéleni Hadamardovy prochazky
na pifmce po 500 krocich s po¢ateénim stavem mince |¢)c) = |L). Sedou je vyznacena
aproximace pomoci limity hustoty w(v) podle (1.29). Ta diverguje pro x = —pt, pt - hod-
noty vyznacené svislymi ¢drami. Za témito hodnotami pravdépodobnostni rozdéleni klesa
exponencialné (Obr:1.4).
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1.6 VlIiv pocatecniho stavu mince

Zatim jsme se nevénovali vlivu volby pocateéniho stavu mince. Cil tohoto od-
dilu bude proto prozkoumat vliv volby |1)¢) na tvar pravdépodobnostniho rozdéleni.
Podle postupu v [11] tak pomoci vhodné volby baze prostoru mince zjednodusime
vahovou funkci M(v¢r, g, v). Z jejiho nového tvaru pak bude snazsi vyvodit pozo-
rovani o zavislosti tvaru rozdéleni pravdépodobnosti kvantové prochazky na primce
na pocatecnim stavu mince.

Vahova funkce M (1, 1¥g,v) zavisi na ¥, a g, coz jsou amplitudy pravdépo-
dobnosti pocateéniho stavu mince v bazi (|L),|R)) prostoru mince. Zvolme si jinou
bazi. Ukéaze se, ze vhodnou volbou je béaze tvorena vlastnimi vektory operdtoru
mince C(p). Oznacime je |xT) a |x~), protoze jim p¥islusi vlastni hodnoty +1 a —1.
V plivodni bazi je mizeme vyjadrit jako
) = L2VTFR I+ VT=5 IR, v = 2V |0 - VT R

Pokud uvazujeme pocatecni stav mince v nové bazi jako
[We) = Ix*) +h7Ix7), (1.30)

kde amplitudy h*,h~ spliiuji normaliza¢ni podminku |A*|?> + |h~|*> = 1, matice
prechodu P pak ma tvar

2 \Wl-p —V1+p)

Ptvodni amplitudy ze standardni baze jsou tudiz prevedeny na

2 2
o =L VTTp e+ T h
V1i+ph .

(1.31)
V2 V2
=" VI p bt =
Toto vyjadreni dosadime do vahové funkce, ziskame tim znacné zjednoduseni
v
M(RF b v) = 1= = (2]h*]P = 1) (1.32)
P
Z toho mizeme vyvodit pozorovani o vlivu poc¢atecniho stavu mince na tvar
pravdépodobnostniho rozdéleni. Lze ihned vidét, ze vahova funkce zavisi pouze na
|hT|?, tedy na pravdépodobnosti toho, Ze poc¢atecni stav mince bude vlastni vektor
operatoru mince |x*).
Jak jsme uz zminili, limita hustoty w(v) diverguje pro v = £p a tvori tak peaky
pravdépodobnostniho rozdéleni. Pro volbu At = 1, A~ = 0 pak nabyva M(h*, h™,v)
tvaru

M(1,0,0)=1— 2,
p
Limita hustoty pak ma tvar

sy VT
(1= )p? =02

Lehce si muzeme ovérit, ze zatimco pro v — —p limita hustoty stale diverguje,
pro v — p jde k nule kvili rychlejsimu poklesu ¢itatele. To méa za nasledek nahrazeni
pravého peaku poklesem limity hustoty az na nulu, coz mizeme vidét vykreslené na
Obr:1.7. Pro opacnou volbu At = 0 a h~ = 1 bude vysledek pfesné obriceny.
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p(x, 500) p(x, 500)

L X L N
-400 -200 0 200 400 -400

(@) [e) = IxT) (b) lde) =Ix7)

-200 0 200 400

Obrazek 1.7: Numerickd simulace pravdépodobnostniho rozdéleni Hadamardovy pro-
chazky na primce po 500 krocich s vlastnimi vektory operatoru mince za pocatecni stavy.
Je vidét vymizeni jednoho peaku, coZ popisuje i aproximace pomoci limity hustoty w(v)
vyznacend sedé.



Kapitola 2

Kvantova prochazka dvou castic

Obsahem této kapitoly je prochazka dvou ¢astic na primce. Slozeny systém dvou
castic je obohacen oproti prochézce z minulé kapitoly o provazané stavy spolecné
mince a umoznuje tak odlisSné a zajimavé chovani pravdépodobnostniho rozdéleni,
uziteéného pro aplikace kvantové prochazky. V této praci se omezime na prochazku
tvorenou tenzorovym soucinem dvou jedno-dimenzionalnich prochazek. Vyuzijeme
izomorfismu prochazky dvou c¢éstic s jednou castici prochazejici se na mrizce. Na
tuto dvou-dimenzionalni prochédzku miizeme totiz aplikovat s jen malymi zménami
metody z minulé kapitoly a vysledky poté prevést na dvou-casticovy pohled. Coz
nam pomuze pri nasledném zkoumani vlivu provazanosti jejich stavi mince a jejich
interakce. V této kapitole je Cerpano hlavné z [11] a [12].

2.1 Zavedeni prochazky na mrizce

Dvou-dimenzionélni prochazku s Hilbertovym prostorem moznych stavi ¢astice
Ho zde zavedeme tenzorovym souc¢inem dvou prochazek na primce

Hy =H1 ®Hy, kde Hi = (*(C) ® C* = Span(|m);m € Z) ® Span(|L), |R)).
Coz lze také prepsat jako
Ho = Span(|m,n);m,n € Z) ® Span(|LL),|LR),|RL),|RR)). (2.1)

Kde kety |m, n) oznacuji pozici na miizZce, tedy souradnice uzlt miizky, a |LL), |LR),
|RL),|RR) jsou bazické kety prostoru mince.

H, je také Hilberttv prostor prochézky dvou rozlisitelnych ¢astic po primce. V
tom pripadé jsou m a n pozice prvni a druhé ¢astice na piimce a |LL), |LR) ... jsou
bazické stavy spolecného prostoru mince. Pti dalsim postupu se budeme sousttedit
na dvou-dimenziondalni prochazku a budeme komentovat jen dilezité souvislosti s
dvou-¢éasticovou prochazkou na primce.

Evoluéni operator jednoho kroku vytvorime opét tenzorovym souc¢inem dvou
operatori z jedno-dimenzionalni prochazky

ﬁ2=U1®U1=g®§<1®(é(p)®é(/}))).

Operator mince muzeme oznacit Cs(p) a podle pravidel tenzorového souéinu matic

15
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je to opét jednoparametricka matice, tentokrat z R*4
p? pv1—2p2 px/l—2p2 1—p?
V1-=p? —p 1—p —pv1—p?
Cy(p) = Clp)®C(p) = | ¥ (2.2
2(p) (p) (p) oV/I—p2 1 — p? —p? —p/IT =2 (2.2)
L—p*  —pVT=p2 —pyT—p? P

A posunovaci operator ma tvar

gz = S’@g
= > |m—=1,n—1)(m,n|®|LL)(LL| 4+ |m —1,n+ 1){(m,n| ® |[LR)(LR]|
+|m+1,n—1)(m,n|®|RL)(RL|+ |m+ 1,n+ 1)(m,n| ® |[RR)(RR).

(2.3)

Jak muzeme vidét z tvaru posunovaciho operatoru, ¢astice se vzdy posune jak v

horizontalnim, tak ve vertikdlnim sméru. Pohybuje se tedy po diagonaldch mrizky.

Ekvivalentné se jedna o pohyb dvou rozlisitelnych ¢astic o jednu pozici na primce.

Podobné jako u prochazky jedné ¢astice na primce uvazujeme c¢astici lokalizova-

nou v pocatku pred zacatkem casového vyvoje. Urcime proto pocatecni stav castice
jako

¥(0)) = 10,0) ® [¢¢). (2.4)

Kde |[¢¢) = Y| LL) + Yrr|LR) + Yrr|RL) + ¥grr|RR) je pocatecni stav "mince",
jehoz amplitudy pravdépodobnosti splituji normalizacni podminku |¢rr|* + [¢rr|? +
(YRl + [Ure|* = 1.

Toto muzeme také chapat jako pocatecni stav dvou rozlisitelnych ¢astic na primce,
kde obé vychézi z pozice nula. [1)¢) je pak jejich obecny, spoleény pocatecni stav
mince, ktery lze jen v pripadé separovaného stavu zapsat jako tenzorovy soucin
vektoru z jedno-casticového prostoru mince, tedy jako

Vo) = o) @d2), 1), |¢2) € He- (2.5)

Stav castice po t krocich ziskdme opét opakovanou aplikaci evoluéniho operatoru
Us.
(1)) = (U2)"[4(0)). (2.6)

Vektor pravdépodobnostnich amplitud nalezeni ¢astce po ¢ krocich na pozici (z,y)
oznacme

1/}LL (l’ 'Y, t)

wLR(xa Y, t)

¢RL(£> Y, t)

wRR (QZ 'Y t)

7Z jeho slozek pak uz mizeme ziskat jiz zminénou pravdépodobnost

Y(w,y,t) =

p(:r,y,t) - ||1/1(377y»t)||2 = WJLL(:Eayvt)|2+|wLR(x>yat)|2+w}RL(-Tay>t>‘2+|wRR(x7yat)’2-

Této pravdépodobnosti lze také rozumét jako pravdépodobnosti nalezeni prvni ¢as-
tice po t krocich na pozici z na primce a nalezeni druhé c¢astice na pozici y.

Na Obr:2.1 je pro predstavu ukazano pravdépodobnostni rozdéleni numerické
simulace prochazky Castice na mrizce (¢i prochazky dvou rozlisitelnych ¢astic) s
pocatecnim stavem [1(0)) = |0,0) ® |LL) po 50 krocich.
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Obrazek 2.1: Graf pravdépodobnostniho rozdéleni prochizky na miizce po 50 krocich
s pocateénim stavem | (0)) = |0,0) ® |LL). Za povsimnuti stoji peaky na pozicich, kde
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Pokud uvazujeme separovany pocatecni stav mince [¢c) = |p1) ® |po), lze po-
¢atecni stav mince zapsat jako

£(0)) =10, 61)1 @ |0, ¢2)a, [0, ¢1)1,10, d2)a2 € Hi. (2.7)

Kde |0, ¢1); je ket z Hilbertova prostoru prochdzky prvni ¢dstice po primce a po-
dobné pro druhou castici. Kvili operatoru evoluce, ktery je tvoreny tenzorovym
soucinem dvou evolucnich operatorti jedno-¢asticové prochazky, stav zlstava sepa-
rovany po libovolném poctu kroki. Jak ukazuje rovnice:

() = UL (0)) = U0, 1)1 @ UL, da)a, kde UHO, )i € Hi.  (2.8)

Pravdépodobnostni rozdéleni kvantové prochazky na mrfizce je tak souc¢inem dvou
pravdépodobnostnich rozdéleni prochazky na primce

p(z,y,t) = pi(z,t) - pa(y, t). (2.9)

Kde p;(z,t) je pravdépodobnostni rozdéleni prochazky na piimce s poc¢atecnim sta-
vem mince |¢;). Vlastnosti kvantové prochdzky na miizce a tedy i prochézky dvou
castic jsou tak pro separabilni stav plné urceny prochazkou jedné ¢astice na primce.
Naopak pro provazany pocatecni stav mince pravdépodobnostni rozdéleni p(z,y,t)
neni produktem jedno-casticovych pravdépodobnostnich rozdéleni.

Protoze c¢astice vychazi z pozice (0,0) a pohybuje se jen po diagonélach, "vy-
hne" se vSem uzlim mrfizky, jejichz souradnice nemaji stejnou sudost ¢i lichost.
Pravdépodobnostni amplitudy stavu ¢astice budou totiz na vSech téchto pozicich po
libovolném poctu krokt nulova.

V pozménéné podobé jako u jedno-dimenzionalni prochézky je dvou-dimenzionalni
prochazka bipartitni. Po lichém poc¢tu krokit mé castice nenulové pravdépodobnostni
amplitudy jen na pozicich s lichymi souradnicemi x a y a naopak.

2.2 Fourierova analyza pro prochazku na mrizce

Diky transla¢ni invarianci dvou-dimenzionalni kvantové prochazky miizeme opét
pouzit Fourierovu analyzu. Postup se neméni, jen je kvili komplikovanéjsim vyra-
zim vhodné pouzit pro nalezeni vlastnich vektoru a ¢isel vysledky (1.14),(1.15).
Operator mince Cy(p) rozdélime na Ctyri

p? pA/1=p? py/1—p? 1-p? 9 0 0 0
CLL(P) = 8 8 8 8 ) CRL(ﬂ) - p\/1—p2 —p? 1—p% —p/1—p2
0 0 0 0 0 0 0 0
(R T
Crrlp) = (p 1-p2 1—p* —p* —p 1—,02) , Crr(p) = < 0 0 0 0 > )
9 e 9 1-p% —p\/1-p2 —p\/1-p2 p?
(2.10)
Tim ziskdme z rovnice Casového vyvoje (2.6) systém rovnic

+ CRL(PW@ - 17y +1,t— 1) + C’RR<IO)¢(‘r o Ly - 17t - 1)7

jejichz Fouriertiv obraz budeme déle zkoumat.
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Fourierovu transformaci [’ nyni definujeme ze stavového prostoru castice na
mriizce do Hilbertova prostoru kvadraticky integrovatelnych funkci na sfére:
L*(((0, 27)?, dk,dk,). Pro vektor ¢ € I*(C?) ® C*, kde ¢ = (¢(x,y)) pro z,y € R a
Y(x,y) € C X, , [1(z,y)]|* < oo zavadime Fourierovu transformaci jako
Dlhkar ky) = (F) (koo ky) = > @@ty (2, y). (2.12)

T, Yy=——00

Transformaci rovnice (2.11) tak dostaneme

&(klxa ky,t) = <e_i(km+ky)0 L(p) + ei(_kz+ky)CLR(p)
+ei k=R O (p) + € F ) O (p )) (kg byt — 1) (2.13)
= D2(kkay>c2( )¢<k ky,t — 1) = (kmkyu )w<k$7ky>t_ 1)

kde je matice Uz(kx, k,, p) transformaci evoluéniho operéatoru U

e~ (kathky) 0 0 0
~ 0 ei(ka-thy) 0 0
UQ(k:m ky7 p) - 0 0 ei(kz—k:y) 0 CQ (p) (214)
0 0 0 eilkathy)

Pii pocatecni podmince ¥ (x,y,0) = 0 pro x # 0 Ay # 0 a ¥(0,0,0) = ¢ se
pocatecni stav pretransformuje na

. Yrr
(kg by, 0) = wzzoo el @hatvk) ) (0) = 4pe = Z;fz (2.15)
VrR

To znamend, ze pokud aplikujeme (2.13) opakované, ziskdme vztah pro Fouriertv
obraz ¢asového vyvoje prochazky na mrtizce

é(kfuky?t) = Ué(kx’kyvp)wCa (216)

ktery se podobd svému protéjsku u prochazky na pifmce (1.13).

Reseni mtizeme nalézt opét diagonalizovanim matice Us. Pfidand dimenze pro-
chazky ale tuto tlohu ¢ini zdlouhavou. Diky konstrukeci Hilbertova prostoru moznych
stavu castice jako tenzorového soucinu dvou prostorti prochézek na primce, miizeme
vlastni vektory a ¢isla matice U, ziskat tenzorovym soucinem vysledkil z minulé
kapitoly: (1.14) a (1.15).

Timto zptsobem dostaneme vlastni ¢isla

M= A Ay = g~ wetey) A3 = Aoz - Ay = —eiwame) (2.17)

)\2 — /\lsc . /\2y — _ez(wx—wy) )\4 — )\233 . )\Qy — ez(wx'i'wy)’
kde w, a w, oznacuji

w, = arcsin (psink,), w, = arcsin (psink,). (2.18)
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U nich proménnou k,/, u w,/, explicitné neznacime kviili zkraceni zapisu.
Vlastni vektory prislusejici (2.17) pak jsou

i (ke ky) = vy (k) ® 01 (ky) = (2.19)
VI—

_10 _|_ ei(ky_wy)

_p + ei(kl‘_w&v)

p27p(ei(szwz)+€i(ky—wy) )+ei(kx+ky—wx—uy)

Vi-p?

[N

Wl
— — —

- )
(2 —2pcos(ky — wy))(2 — 2pcos(ky, — w,))

v (ke ky) = v1(ks) ® va(ky) =
V1—p?

_p —_ ei(ky+wy)

p2+p(76i(kx —(L)x)+€i(k‘y+Wy))7ei(km+ky—w"c+w'y)

Vi-p?

“( )
(2 —2pcos(k, — w,))(2+ 2pcos(k, + w,))

v3(ka, ky) = va(ky) @ v1(ky) =
Vi—p?

_p _l_ e (ky wy)
(k';v“l’wz)

p2+p<ei(wz+km)_ei(kyfwfy))_ei(kz+ky+wszy)

Vi

N

“( )
(24 2pcos(ky +ws))(2 — 2pcos(k, — w,))

U4(l€m, ky) = Ug(kx) (024 UQ(ky) =
Vi
i(ky+w
_ 2 —p — e/t
— 1 p _p _ ei(kx"!‘wac)
(24 2pcos(ky, +wy))(2+ 2pcos(ky, + wy))

N|=

p2+p(ei(kz+wz)+ei(ky+wy))+ei(kz+ky+wz+wy)

Vi-p?

Reseni casového vyvoje kvantové prochazky na mrizce ve Fourierové transformaci
(2.16) obdrzime nasledujicim dosazenim

Ul(kx, ky) )\1 (kz, ky) 0 0 0 Ul(k'x, ky)
~ . Ug(kx, k?y) 0 )\Q(kz, ky> 0 0 'Ug(kx, ky)
Vlkas ks ) =1 (ke k) 0 0 (koK) 0 vk, k) | V€
valkos k) 0 0 0 Malke k) \valko,ky)

(wm+wy)tvl(ka:7 k. )fl(kxa k. ) (_1)t6_i(wx_wy)t02(km7 k )fQ(kﬂm k )
+ ( 1)t61(wz “y) U3(k:c>k )f3(k:c7k ) + el (o teoy )t U4(kx7k )f4(kx7k )
(2.20)

kde f;(ky, ky) znaci skalarni soucin f;(k,, k,) = (vi(ks, ky), ¢¥c) pro i € {1,2,3,4}.

Kdyz pak definujeme inverzni Fourierovu transformaci vztahem

A~ 2m r2m dk, dk
o) = ) ay) = [ [ STy k), (221)

miizeme prevést Teseni casového vyvoje zpét do x-reprezentace

1/)(957?% t) = ]1(37’ yat) + (_1)t]2(x7 Y t) + (_1)t13<x7y7t) + I4($,y,t>, (222)
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zde jsou [;(x,y,t) pro i € {1,2,3,4} integraly

61 — e_i((l:k;c+yky+w;c+wy t

)
2r 2w — (ke tykytwe—wy)t
Lot = [ [ b b ks k), e 2 LT
&y = e i@hatyky—wr—wy)t,
(2.23)
Na tvaru reseni lze vidét velkou podobnost s pripadem prochazky po primce. Mizeme
tedy ocekavat podobné vlastnosti.

2.3 Slaba limita castice na mrizce

Pouzitim metody slabé limity nyni najdeme aproximaci pravdépodobnostniho
rozdéleni prochazky na miizce. Diky jiz zminénému izomorfismu prochazek bude
tato aproximace i limitou rozdéleni prochézky dvou rozlisitelnych ¢astic na primce.
Postup je zde analogicky postupu v podkapitole 1.5, znovu tedy sledujeme kroky z

[5]. Pro ovéfeni mezivysledki bylo ¢erpano také z [12].

Ve vzorci momentii pseudorychlost{ £ a ¥

<<f)n <i>m> = tn-lﬁ-m (Xmym) = tnim (p(t) | XY™ | (t)) (2.24)

prejdeme do hybnostni reprezentace Fourierovou transformaci a dosadime za @Z;(k:x, ky,t)
z vysledku Fourierovy analyzy (2.20)

() e 52 4 anen () () skt
S LTS ) () e o

kde g(n,m) == |fi]* + (=1)"| f2]> + (=1)"|fs]* + (=1)"*"| fs]? a fi = (vi,¢c). Inte-

gracni proménné zaménime za v, a v, podle substituci

dw, pcos ky dw, pcos ky

- dk, \/I—pQSian:c7 - dk, \/1—p2811r12k:y7

" V1= p?dv, g V1—p? dv,
x = ) Y = )
(1= o2) fp? — 02 (1= ) /77 — o2

T

kde v,, v, € (—p, p).

Momenty maji vyrazné jiné tvary podle sudosti ¢i lichosti n a m. Coz je patrné
z vyrazu g(n,m). Po dosazeni za ¢ = (Yrr,VYrr, Yrr,YrR)T a s vyuZitim nor-
malizacni podminky amplitud pravdépodobnosti pocatecniho stavu je mozné pro
jednotlivé moznosti kombinaci sudosti a lichosti n a m vyraz g(n,m) zna¢né zjed-
nodusit.
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g(2n,2m) =1 (2.26)

P

9(2n,2m +1) = —vy (W}LL|2—\¢LR\2+|¢RL|2—\¢RR\2+ 17 (wLLﬂerLmeRL%erRRH))

9(2n +1,2m) = —v, (WJLL\2+|¢LR|2*\¢RL|2*|1/)RR\2+m

- ’lL’LLmJF’lL'RLmJF’lL'LRmJFwRRM))

g2n+1,2m+ 1) = vy (WJLL\2_|¢LR|2—\¢RL\2+|¢RR|2+ 1—p? <¢LL@+¢RRE+¢LR¢E+¢RL¢E))

2

FUp Uy Y 1p? (wLLE‘HﬂLRE‘HﬂLL"/)H‘HﬂRLm—wLRE—wRRwLiR—TﬁRL@—lPRRE)

P

V tomto zapisu g(n,m) chybi u interferen¢nich ¢lenti imagindrni ¢ast koeficientu.
Tato byla z divodu prehlednosti zapisu vynechana, protoze se vzdy jedna o lichou
funkei v v, €i vy, a tak je jeji integrdl pfes symetricky interval nulovy.

Ze vztahu (2.25) a (2.26) pomoci teorému slabé limity pro dvou-dimenzionalni
kvantovou prochdzku [10] dojdeme k zavéru, Ze pseudorychlosti ¥ a ¥ slabé konver-
guji pii ¢ — oo k ndhodnym velicindm v, a v,.

. " " P p (1 - PZ)M(¢C7Uz,U )

i ((5) (7)) = [/ e [/ o iy D

=\t ) /}1’/p“y”%ﬂ%1_@>;ﬂ—@a—wawﬁ—vz
(2.27)

kde vahova funkce, ktera jedind z celého integralu zavisi na volbé pocatecniho stavu
Yo ma slozity tvar

Mo, ve,vy) = g(2n, 2m)+g(2n, 2m~+1)+g(2n+1,2m)+g(2n+1,2m+1). (2.28)
Z metody momentt je urcena limita hustoty w(v,,v,) jako

(1 = P )M(¥c, vayvy)

72(1—v2) o7 — v2(1— 2) [ — o2

(2.29)

W(vg, vy) =

Diky omezenému rozsahu v, a v, je limita hustoty urCena jednoznacné. A muizeme
ji pouzit k aproximaci kvantové prochazky jedné castice na mrizce. Z vlastnosti
w(vg,vy) tak muzeme vyvozovat zavéry ohledné tvaru pravdépodobnostniho roz-
déleni kvantové prochazky na mrfizce. A jak bylo jiz zminéno, i prochazky dvou
rozlisitelnych ¢astic na primece.

Oznac¢me ¢ast limity hustoty bez vahové funkce jako p(v,, vy) (takzvand funda-
mentalni hustota limity). Jak je vidét z tvaru jmenovatele, u diverguje pro v, — +p
a vy — £p, coz je zndzornéno na Obr:2.2 pro piipad p = % Zde muzeme také po-
zorovat rychlejsi divergenci, pokud v, a v, jdou do svych limitnich hodnot zaroveii -
peaky v rozich grafu. Vliv vdhové funkce budeme zkoumat az po jejim zjednoduseni
v pristi sekci.

2.4 7Zména baze mince na mrizce

Podobné jako na primce i na mfizce je pravdépodobnostni rozdéleni prochazky
silné ovlivnéno pocatecnim stavem ¢ = (Yrr,¥rr, ¥rr,¥rr)T. Vahovou funkci
MY, vz, vy), kterd je v (2.28) zapsana v bazi (|LL),|LR),|RL),|RR)), 1ze preve-

denim do jiné baze Hilbertova prostoru mince zjednodusit a z nového vyjadreni pak



2.4. Zména baze mince na mriZzce 23

100

50

Obrézek 2.2: Graf fundamentalni hustoty p(vg, vy) pro hodnotu parametru p = \/Ai Zaro-

vei je to i limita hustoty pro vyvazZenou minci: [¢¢) = 1 ([x™F) +[x™ )+ |[x )+ x77))

urcit vliv volby pocateéniho stavu na tvar pravdépodobnostniho rozdéleni kvantové
prochazky na miizce. Cerpame zde predevsim z [12].

Opét volime za novou béazi prostoru mince vlastni vektory Cy(p) operatoru mince.
To znamend bazi z vektoru |x*T),|[x"7),|x ) a |[x~ ), které vyjddiené ve staré
bazi maji tvar

1+p V1—p? V1= p? 1—p
=g |G =5 T =5 L0 =g | Yl
2 \/1—— 2| 1=p |’ 2| —l=p |’ 2| —VI-p2|

1—p —v/1—=p? —/1—=p? 1+p

K nim zapiSeme pocatecni stav mince v x = 0 s jinymi amplitudami pravdépodob-
nosti

o) = h T R IXT) R TT IT) R TI ). (2.30)
Jejich vztah k ptivodnim amplitudam pravdépodobnosti ¥z, ... je
YL = % <(1 +p)h T+ /1= p2hTT /1 — p2h T+ p)h~ ) (2.31)
YLr = % ( L—p? ™ —(14+p)h" + (1 —p)h™" — P2h >
YR = % ( 1—p?h** + p)h" = (1 +p)h™" — /1= p?h~ >
¢RR—%<1—p)h++—ﬂh+ \/7hJr +(1+p)h~ >
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Obrazek 2.3: Limita hustoty w(v, vy) pro p = % a ruzné volby pocdtecéniho stavu.

w(Vx, Vy) w(Vy, Vy)

(a) [¢o) = Ix*) (b) [vc) =z (XD +IxT ) +Ix7)

Po dosazeni do vahové funkce a par tpravach obdrzime jeji jednodussi tvar
Uy _ _ __
Mo, vayvy) = 1=—= (I = 072 4 B0 = () (2.32)

v _ _ __
(P )

T (WP = P = P )

Pro rizné vybéry pocatecniho stavu ¢ nyni ukdzeme vliv vdhové funkce na
limitu hustoty. Pro vyvaZenou minci [¢c) = 5 (IxTH) +x") +Ix ") +x77)) je
M nezévisle na parametru p rovna jedné pro vsechny hodnoty v, a v,. Tudiz je
pak limita hustoty rovna fundamentdlni hustoté - Obr:2.2. Pro ¢¢ = (1,0,0,0)T
kde jedind nenulova amplituda pravdépodobnosti je h*t zustane peak jen pro v,
a v, — —p (zaroven). Zde pro v, — p i v, — p uz w nediverguje, protoze v té
oblasti je vahova funkce nulova - Obr:2.3a. Obecné peak vymizi pokud je ptislusna
amplituda pravdépodobnosti nulova. Treba pro v = \/%,:(1, 1,0,1)T vymizi peak
pro v, — p, v, — —p jak je vidét na Obr:2.3b. Divergence w na 'strané'grafu, tedy
pro v, — p ¢i —p a stejné pro v, vymizi, pokud jsou volbou pocatec¢nich amplitud
pravdépodobnosti odstranény oba peaky na jejich koncich.

Pokud se na prochazku divame jako na prochézku dvou rozlisitelnych castic,
ma pocatecni stav mince zapsany v bazi z vlastnich stavii operdtoru mince tvar

[We) = > hIX7) = D0 RN @ ). (2.33)

ij=+ ij=+

Kde |x*) € He jsou vlastni vektory operatoru mince jedno-¢dsticové prochdzky
po primce. Z limity hustoty (2.29), kde z je pozice prvni éastice na piimce a od
ni odvozend v, (podobné pro y a druhou ¢éstici), se tak dozvime, Ze po méreni
pozice obou castic je s nejvetsi pravdépodobnosti nalezneme ve vzdélenosti blizké
|z| = pt = |y| od pocatku primky. A to pro libovolny pocatecni stav mince |¢¢),
jak je vidét z tvaru fundamentdln{ hustoty. Napifklad pro |[1c) = |[xTF) = [xT) ®
[xT) obé ¢astice nejpravdépodobnéji nalezneme v peaku na Obr:2.3a. Tedy obé se
nejpravdépodobnéji budou nachazet v z,y = —pt. Jedna se tu o separovany stav,
takze z (2.9) je zde peak tvoren peaky pravdépodobnostnich rozdéleni prochézek
jedné Eéstice, které jsou (s koeficientem 2 zobrazeny v (1.7a).
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Obrazek 2.4: Limita hustoty prochazky s parametrem operatoru mince p = % a poca-
teCnim stavem:

w(vy, Vy) vy, v)

200

150

100

Vx

(a) Belluv stav |¢¢c) = \/LE (|ILR) — |RL)) (b) Separovany stav [¢.) = |LL)

2.5 Vliv provazani

Na rozdil od separovaného stavu neni pravdépodobnostni rozdéleni kvantové
prochazky dvou rozlisitelnych c¢astic s provazanym stavem tvotreno rozdélenim pro-
chazek jednotlivych c¢astic. Na prikladé maximalné provazaném Bellové stavu uka-
zeme, jak provazani ovliviiuje tvar pravdépodobnostniho rozdéleni [13]. Této vlast-
nosti, neexistujici pro klasickou prochazku, 1ze vyuzit pro rizné aplikace kvantové
prochazky:.

Pro tcely této prace se zamérime na singlet, jeden z Bellovych stavi

1
V2

ktery je ve smyslu entropie maximalné provazany. Pocatecni stav prochazky dvou
castic po primce tak bude

|6(0))

pc) = —= (ILR) — |RL)), (2.34)

1
V2

I po libovolném poctu krokt bude stav slozeného systému provazany.

~ 1
|9(2)) = Usle(0)) = 73
protoze U3|0, L(R)); bude vidy z Hilbertova prostoru prochazky prvni &stice a
totéz plati pro kety castice druhé.

Pravdépodobnostni rozdéleni prochazky dvou ¢éastic s provazanym stavem mince
neziskdme pouze z rozdéleni jedno-¢ésticové prochazky. Tedy neplati (2.9). To uka-
zeme na tvaru vahové funkce pro dvou-¢éasticovou prochazku Ms(¢e, v,, vy), kterd
pro provazany stav ¢c nebude souc¢inem vahovych funkei jedno-casticové prochazky
Ml (va /U:):/y)-

Pocatecni Belluv stav ¢¢ vyjadiime v bézi vlastnich vektort mince pomoci (2.31)
jako |oc) = \/Li (IxT7) =[x~ 1)). Vahové funkce singletu je potom

(|0, L)1]0, R)2 — |0, R)1]0, L)2) , (2.35)

(010, L)1 010, Ry, — 110, RN OFJ0, L)s) - (2.36)

Uy Uy

M2(¢C,U1;,'Uy) =1- ,02

. (2.37)
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Coz nelze faktorizovat na souc¢in dvou funkci My, jako to lze provést pro separované
stavy.

Vezméme napiiklad pocatecni stav 1) = |LL) = |L)®|L). Zde ma |L) v bazi
vlastnich vektortt mince Cy tvar |¢,) = 75 (VI +plx") ++/T=plx7)) a vihovou

funkei M (¢, v) = v — 1. Separovany stav |¢,,) v v bézi vlastnich vektortt Cy na-

byrvi tvaru [¢1.) = § (14 ) ) +VI= 2 T) +VI= 2 ) + (1= p)lx )

a jeho vahova funkce je

MQ(?/JLL, vz,vy) = (—1 + Ux)(—l + Uy> = Ml(i/JL, Uz) . Ml(wLy Uy), (238)

coz nazorné ukazuje nase tvrzeni.

Limita hustoty pro Belltiv poc¢atecni stav je na Obr:2.4a. Pfi porovnani s limi-
tou hustoty prochézky se separovanym stavem |¢)¢) = |LL) na Obr:2.4b vidime, ze
pravdépodobnost nékterych stavii systému, aproximovanda limitou hustoty, je mno-
hem vétsi a castice tak po méreni miZzeme najit v kombinaci pozic, které by pro
separovany stav byly malo pravdépodobné. Jak je tomu kuptikladu pro konfigurace,
kdy se castice nachazeji na opacnych stranach primky. Naopak je velmi nepravdé-
podobné napriklad, aby se po méteni c¢astice na primce nachazely blizko sebe, coz
je pro separovany stav mozné.

2.6 Vliv nerozlisitelnosti

Zatim jsme v této kapitole vzdy uvazovali rozlisitelné ¢astic a jejich prochézku.
Vzhledem k tomu, Ze vétsina experimentalnich implementaci vice-¢asticové kvan-
tové prochazky vyuziva dvou elektronii ¢i fotont, se nyni budeme zabyvat prochaz-
kou nerozlisitelnych castic. Zajimat nas bude predevsim, jaky vztah prochazky s
rozlisitelnymi a nerozlisitelnymi ¢asticemi maji.

Hlavni disledek nerozlisitelnosti ¢éastic je invariance spole¢ného pravdépodob-
nostniho rozdéleni vidéi permutaci ¢astic p(z,y,t) = p(y, z,t). Proto volime nadéle
vidy x >y v p(z,y,t).

7 tvaru evolu¢niho operatoru UQ = Ul ® (71 muzeme vidét, Zze je invariantni
vzhledem k permutaci ¢astic. Diky tomu jsou symetrické a antisymetrické podpro-
story H béhem casového vyvoje prochazky neménné. Tedy prochazka se symetric-
kym pocatecnim stavem bude mit symetricky stav i po libovolném poctu kroki a
naopak.

V této praci uvazujeme v poc¢atecnim stavu obé castice lokalizované v pocatku,
(10,0)). Kde druh nerozlisitelnych ¢astic urcuje, jestli po¢atecni stav mince bude ze
symetrického, ¢i antisymetrického podprostoru H.

Pokud bychom ale méli ¢astice zac¢inajici kvantovou prochézku z riznych pozic,
museli bychom vzit v potaz, ze pro [¢(0)) = |z,y) ® |¢), kde |z — y| = 2n, jsou
castice prvnich n kroku rozlisitelné, protoze se jejich pravdépodobnostni rozdéleni
neptekryvaji. Az po n krocich miizeme mluvit o prochéazce nerozlisitelnych c¢astic.
V tomto pripadé je vhodnéjsi stavovy vektor dvou bosont, ¢ fermionu vyjadrit
jako sumu jejich kreac¢nich operatort z formalismu druhého kvantovani ptusobicich
na vakuovy stav ve Fockové prostoru. Z komutacnich vztaht kreac¢nich operatorii
poté vyplyva podminka symetri¢nosti, ¢i antisymetri¢nosti stavu. Takovyto postup
nalezneme v [14].
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2.6.1 Fermiony

Jelikoz je v pocatecnim stavu |¢(0)) = |0, 0)®|Y¢) poziéni ¢ast stavu symetricka
a jak vime, vlnova funkce dvou fermiont je antisymetricka, musime volit antisyme-
tricky pocateéni stav mince. Jedind moznost je singlet |1)¢) = % (|[LR) — |RL)).

Diky tomuto nutnému pocatecnimu stavu je pravdépodobnostni rozdéleni pro-
chazky dvou fermiont totozné s pravdépodobnostnim rozdélenim prochazky dvou
rozlisitelnych c¢astic s maximélné provazanym stavem, jehoz limitni rozdéleni je na
Obr:2.4a. Z toho lze vycist, ze fermiony maji tendenci nachézet se po métfeni co
nejdal od sebe na opacnych stranach od poc¢atku okolo pozic £pt.

2.6.2 Bosony

Ze stejnych duvodu jako u fermionti volime u prochazky dvou bosonu z poc¢atku
symetricky pocdtecni stav mince. Tim je napiiklad Belliv stav [¢¢) = %(|LL> +
|RR)). Opét je tedy pravdépodobnostni rozdéleni stejné jako pro prochézku dvou
rozlisitelnych ¢dstic na primce, jen s jinym maximalné provazanym stavem [¢¢).
Tentokrat z limity hustoty muzeme zjistit, ze po méreni castice nejpravdépodobnéji
nalezneme na blizkych nebo i stejnych pozicich na primce okolo hodnoty +pt.






Kapitola 3

Interakce céastic

V nésledujici kapitole budeme zkoumat kvantovou prochézku s interagujicimi
casticemi. V uz zkonstruované prochazce byly na sobé ¢astice nezavislé. Interakce ale
bude mit za nasledek zménu dynamiky prochazky. Kromé jiného i vznik vazanych
stavu Castic, které z tohoto systému ¢ini vhodného kandidata pro modelovani vazani
atomil v molekule, tedy k aproximaci jak Coulombovy sily, tak van der Waasovy sily.
Je uz také znamo, ze kvantova prochazka s interakei ¢astic je schopna univerzalnich
kvantovych vypoctl, kdyz je pouzita jako zaklad konstrukce kvantovych bran v
obvodu.

Podle dukazu v [15] je z prakticky vSech typu interakei nerozlisitelnych castic
mozno odvodit univerzalni kvantové vypocty. V této praci se proto zamérujeme na
d-interakci, kdy spolu ¢astice interaguji jen pokud jsou na stejné pozici. Tento typ
interakce je pro nase ucely postacujici i pres jednoduchost svého zavedeni.

Hlavnimi zdroji této kapitoly jsou [16] a [17].

3.1 J-interakce

Tato interakce probiha na stavovych vektorech systému se stejnymi pozicemi
obou c¢astic, z = y. Uvazujeme interakci G na Hilbertové prostoru prochézky dvou
¢astic Ho s jednim parametrem g € (0, 27), kterou pridame do evoluéniho krokového
operatoru U, =0,G.

Pro jednodussi zépis prevezmeme notaci z [16]. Bazické vektory Hilbertova
prostoru prochézky dvou neinteragujicich ¢dstic budeme znacit |1, aq, za, as), kde
X1, T9 jsou pozice prvni a druhé c¢astice na primce a aq, as jsou jejich stavy mince.
V tomto znaceni bude operator interakce

|21, a1, o, 2) pro xy # s (3.1)

Glxy, a, T2, a0) = <€z‘g|$1’a17$2’a2> DT Ty = .

Interakéni operator tedy pusobi na srazkovém podprostoru tvoreném bazickymi
vektory u kterych se z1 = x5. Na tomto podprostoru pridava stavim fazi, tedy méni
stav mince obou ¢astic. Z toho je patrné, ze pridanim interakce se neméni uz popsana
bipartita prochazky (z; — x5 zustava sudé, ¢ liché pro jinou volbu pocate¢nich pozic
castic).

Dale je zifejmé, ze interakce nezméni invarianci prochazky vici permutaci ¢astic.
Disledkem c¢ehoz, jak jiz bylo zminéno v 2.6, je invariance symetrického a antisyme-
trického podprostoru H. Pro tucely této prace se omezime na antisymetrické stavy
castic.
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30 Kapitola 3. Interakce c¢astic

Obrazek 3.1: Pravdépodobnostni rozdéleni prochazky dvou céastic s interakci se sin-
gletnim pocatecnim stavem mince. Zelenou pferusovanou ¢arou jsou zvyraznény polohy

_ 50 —
21| = a |zo| =

50
-

p(X1, X2, 50)
p(X1, X2, 50)

(b) g = m Oba peaky se zmensily. Na diago-
néle pribyl "hreben"vysoké pravdépodobnosti,
kde se ¢éastice pohybuji pomaleji a jsou na stej-
nych polohach na pfimce.

(a) g = 0 Pravdépodobnostnimu rozdéleni bez
interakce dominuji peaky ve kterych jsou ¢és-
tice na opac¢nych stranach primky.

Nakonec, protoze je systém invariantni vici spolec¢né translaci souradnic, zacho-
vava se v ném hybnost tézisté. Stavy se stejnou hodnotou hybnosti tézisté tedy tvori
invariantni prostor. Pozdéji této symetrie vyuzijeme pti vySetfovani energetického

spektra prochéazky.

3.2 Poznatky z numerické simulace interakce

Pro zakladni orientaci v systému s interakci se nejdrive podivejme na numeric-
kou simulaci prochézky dvou ¢astic s d-interakei a jeji srovnani s diive zkoumanou
prochazkou bez interakce. Toto srovnani mtizeme vidét na Obr:3.1 Zde bereme za
pocatecni stav

1

V2

Tedy obé castice se pred prvnim krokem nachézeji v pocatku v singletnim stavu.
Za parametr G volime g = {0, 7}, aby byl t¢inek interakce co nejztetelnéjsi. Oba
pripady kratce porovname.

V bezinterakénim pripadé je velka ¢ast pravdépodobnosti soustfedéna do peaki
okolo poloh 1 = —x9 = p=£t. To se déje nadale i pro pripad interakce, jen jsou tyto
konfigurace systému méné pravdépodobné.

Hlavnim rozdilem je ale vyssi pravdépodobnost stavi na diagonale, kde 1 = x».
Tento "hfeben'dosahuje jen hodnot do z; = x5 = t/3. Proto se peaky na krajich
hiebene pohybuji pomaleji nez peaky opa¢nych poloh. [16]

Zajimavy je také fakt, Ze se tloustka hiebene s vice kroky neméni [16]. Pro
libovolny pocet kroku totiz pravdépodobnost v polohach kde |z; — xo| > r klesd
exponencialné s r.

5(0)) = [0,0) ® ( (LR) - |RL>>) |
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3.3 Hledani spektra interakéniho evoluc¢niho ope-
ratoru

Hlavnim nastrojem pro zkoumani dynamiky systému s interakei bude spektrum
¢i spise kvazispektrum evoluéniho operatoru. Spojita i bodova ¢ast spektra U, totiz
odkryva pric¢iny odlisného chovani pravdépodobnostniho rozdéleni, které jsme pozo-
rovali v numerické simulaci systému.

3.3.1 Analytické reseni vazanych stavi

Proces hledani analytickych feseni spektra krokového operatoru prochazky s
interakci zde pouze strucné shrneme a nastinime dilezité kroky. Tento postup je v
puvodni podobé a detailnéji odtivodnény k nalezeni v [16].

Navazeme na symetrii prochazky vici spoleéné translaci souradnic. Z této zna-
losti totiz vyplyva vyhoda zapisu systému v relativnich souradnicich, tedy v sou-
prostoru diskrétnich poloh ¢astic prejdeme k relativnim soutradnicim, bude vyvoj
relativni vzdalenosti stale zaviset na totalni hybnosti p = p; + po.

Hybnosti castic zde ziskdvame pozménénou Fourierovou transformaci z prosto-
rové reprezentace (1?(Z) @ C?)®? do hybnostni reprezentace systému
L*((—m, m)?, dpidps) @ CL. Zde hybnosti p1, p» v piipadé volné prochdzky odpovidaji
posunutym k,, k, z minulé kapitoly (2.12). Soufadnici relativni vzdalenosti pak v
hybnostni reprezentaci nahradi relativni hybnost k& = (p1 — p2)/2.

Z definice p a k hleddme nyni vlastni hodnoty U; na prvni Brillouinové zéné
kde (p, k) € (—m,m)?, kterou je mozno ziskat preskladdnim defini¢nich oborti p a k.

K tomuto cili lze vyuzit jiz zminéné zavislosti relativni vzdalenosti na totalni
hybnosti. Z té totiz v hybnostni reprezentaci vyplyva moznost diagonalizovat U; pro
jednotlivé hodnoty p. Krokovy operator bez interakce lze tudiz rozepsat na

A

U3 (k) =Ui(p/2 — k) @ Ur(p/2 + k),

kde p je pevné zvoleny parametr. Interakce pak pusobi jen na podprostoru srazky
kde x1 — o = 0, coz v hybnostni reprezentaci znamena, ze pusobi jen na funkce
konstantni v k. A pokud projektor na tento podprostor oznac¢ime jako Pjs, muzeme
pro vektor ¥ (k, p) = (k) interakci vyjadrit jako

G (k) = (k) + (e — 1) Py,

tudiz je pak v vlastni vektor U 1, pokud
Urp(k) = U3 (k) (v (k) + (€ = 1) Psgp) = e“4b(k). (3.2)

Vlastni hodnoty Uy, jsou na jednotkové kruznici. Kde w € (—m,7) je 'kvazie-
nergie"systému. V [16] je dale dokazéno, Ze se w nemohou nachazet ve spojité ¢asti
spektra U; (3.4) a protoze jsme se omezili na antisymetrické stavy systému, bude
Pstp tmérné singletu ¢_. Integraci upravené rovnice (3.2) pak lze vypocitat pouzitim
reziduové véty a ziskame tak vysledek

eY

W . s 02 _
= (cosp:l: z\/sm p+4(1 cosg)) : (3.3)
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Xﬁ

Obrazek 3.2: Spektrum evolucniho operatoru Uy, kde jsou kvazienergie funkcemi celkové
hybnosti. Spojité spektrum je z (2.18) a bodové z (3.3). Na obrazku jsou vazané stavy
seshora dolu s parametrem interakce g = 37/2,m, 7/2m/3.

pokud dana w splnuji podminku
sinwsin(g — w) > 0. (3.4)

Kvazienergie w zavislé na p, které jsme takto obdrzeli, jsou zobrazeny na Obr:3.2.

3.3.2 Spojité spektrum evoluc¢niho operatoru - numerické
odvozeni

Pro numerickou aproximaci spojitého spektra U; omezime systém prochazky z
pfimky na kruh o délce N. Tato tprava zmensi dimenzi Hilbertova prostoru na 4 /N2
a tim umozni zkonstruovani evolu¢niho operatoru i néasledujici numerické operace s
nim.

Kvtli komutaci evoluéniho operatoru s operatorem spole¢né translace se U, po
diskrétni Fourierové transformaci blokové diagonalizuje na bloky se stejnou celkovou
hybnosti p = p; + po. Vlastni hodnoty téchto unitarnich bloki budou na jednotkové
kruznici ve tvaru e, kde w je opét kvazienergie. V piipadé volné prochizky navic
U, komutuje i s operatory jednotlivych translaci a tak se po DFT dokonce diago-
nalizuje na bloky stavii se stejnymi hybnostmi pq,p.. V bezinterakénim pripadé je
proto mozné zobrazit ziskané kvazienergie v zavislosti na celkové hybnosti a relativni
hybnosti k = (p; —p2)/2, kterd se také zachovava. Jejich definiéni obory lze opét pre-
nést do (—m,m)2. Vysledek této numerické aproximace miZzeme vidét na Obr:3.3a.
Jak je vidét, jsou tyto kvazienergie numerickou aproximaci hodnot vypocitanych
analyticky v minulé kapitole (2.18).
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Obrazek 3.3: Spektrum kvazienergie ziskané z numerické simulace.

"1 : : : : : —
ST KN
M I

I

(b) Kvazienergie prochizky s interakci s para-
metrem g = m numericky vypocitané na uza-
vieném systému o 31 pozicich na kruznici. M-
(a) Zde jsou k vidén{ numericky ziskané kva-  zeme & povsimnout spojitého spektra, které je
zienergie volné dvou-c¢asticové prochazky. Pro  {otozné s volnou prochézkou po projekei viech

jejich vypocet byl systém omezen na kruh o 41 Lodnot & do roviny p a w. Interakci ale vznik-
pozicich.

nou vazané stavy systému, které jsou v meze-
rach mezi pasy spojitého spektra.

V pripadé prochazky s d-interakei se uz ale jednotlivé hybnosti nezachovavaji.
Zobrazujeme proto w pouze v zavislosti na p. Viz Obr:3.3b pro N = 31. Husté pasy
zde vznikly zploSténim osy k. Ackoliv jsou pfi numerické aproximaci i hodnoty ze
spojitého spektra zménéné, tato odlisnosti je mala a pro N — oo vymizi. Spojité
spektrum pak bude totozné se spektrem volné prochazky. Vlivem interakce ale hlavné
pribudou hodnoty v mezerach mezi pasy. Jsou to vazané stavy, které jsme analyticky
spocitali v minulé podkapitole. Jako na zacatku této kapitoly jsme se i zde omezili
na antisymetricky podprostor stavii. Timto ze spektra vyjmeme symetrické vazané
stavy, které navic nespliuji podminku (3.4) a jsou ¢astecné ve spojité ¢asti spektra.






Kapitola 4

Kvantova prochazka s odlozenou
volbou

V posledni kapitole se zaméfime na vliv méfeni jedné castice na dynamiku
druhé. Méfeni jedné castice z provazaného paru ma totiz za nasledek velmi neintui-
tivni vysledky, které ale je kvantova mechanika schopna predpovédét. Budeme pojed-
navat o verzi experimentu "delayed choice"(odlozené volby) upravené pro kvantovou
prochazku. Po predstaveni konceptu odlozené volby se zamérime na experimentalni
realizaci kvantové prochazky s odlozenou volbou v ¢lanku [4].

4.1 TUvod do konceptu odloZené volby

Tento experiment, v prvotni podobé myslenkovy a pozdéji experimentélné pro-
vedeny pokus [18], jehoZ diagram je na Obr:4.1a, mél poukazovat na urceni "cho-
vani"fotonu volbou mérenych pozorovatelnych. Zménou nastaveni interferometru v
optickém obvodu je pro prolétavajici kvantovou c¢astici (ve vétsiné pripadu pro fo-
ton) mozné ziskat bud "which way"informaci (zjistime kterou drdhou foton putoval
k detektoru) nebo pozorovat interferenci fotonu. Nastaveni interferometru bylo pro
kazdy foton urc¢eno nadhodné tak, aby mezi touto udalosti a vstupu fotonu do in-
terferometru byl prostorupodobny interval. Foton by tak po vzniku mohl informaci
o volbé ziskat jen nadsvételnou rychlosti. Volba nastaveni interferometru pak byla
porovnana s namérenymi daty az po dokonceni experimentu. Odtud tedy pochazi
oznaceni delayed choice.

Vysledky tohoto experimentu je mozno vykladat dvojim zpiisobem. Bud si kvan-
tové castice zachovavaji dualitu ¢astice a vinéni az do okamziku méteni, nebo své
vlastnosti prizptsobuji typu experimentu "predem". Tedy Ze by se pTizptsobily volbé
métrenych pozorovatelnych jesté pred volbou samotnou. Neboli volba nastaveni in-
terferometru ma urcovat uz ubéhlou minulost fotonu.

Obdobny jev zkoumad i tzv. "delayed choice quantum eraser'. Kratce zde popi-
Seme jak funguje podle jeho konstrukee v [19], protoze se svou implementaci velmi
podoba kvantové prochazce s odlozenou volbou. Opticky obvod pokusu je znazornén
na Obr:4.1b.

V tomto experimentu laserovy puls namireny na dvoustérbinu, ktera puls déli
a déle mif{ na dvé riznd mista nelinedrniho optického krystalu BBO. Kde tak na
jednom ze dvou mist vznikne par "signal-idler'fotont, které jsou vzajemné na sebe
ortogonalné polarizované a je nahodné, na kterém ze dvou mist na krystalu je par
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Obrazek 4.1: Spektrum kvazienergie ziskané z numerické simulace.

Detektory

_>

Zrcadlo /'

Polarizacni rozdélovace paprskl

Jednofotonovy

puls Z Zrcadlo

(a) Jednoduchy diagram experimentu s odloze-
nou volbou. Podle nastaveni interferometru bud
rozdélovac paprski pied detektory (sedd barva)
neni pritomen, coz vede ke znalosti which way
informace. Nebo je pritomen, coz znamend za-
vislost pravdépodobnosti naméreni fotonu na
obou detektorech na vzdajemném fazovém po-
sunu drah interferometru a zaroven nevime,
kterou drahou foton priletél.

Pocitadlo

(b) Diagram experimentu quantum eraser
podle [19]. Provézany par fotonl je generovin
na jednom ze dvou mist optického krystalu. Za-
timco signal foton je naméren detektorem Dy,
idler foton leti do interferometru, kde muze byt
naméren v jednom ze ¢tyr detektori. Pokud je
naméien v D1, ¢i Ds, nezndme which way in-
formaci, kterou ale zndme, je-li detekovan v Dj,

& Dy.

generovan. Par je poté rozdélen polarizacnim hranolem. Prvni foton ("signal") je
detekovan v detektoru Dy a je zmérena x-soutadnice mista detekce. Druhy foton
("idler") putuje do interferometru. Interferometr obsahuje zrcadla a dalsi rozdélovace
paprsku, diky kterym miize druhy foton zachytit jeden ze ¢tyr detektori. Z detekce
fotonu na D3 ¢i Dy zjistime kterou drahou skrz dvoustérbinu se foton vydal a pokud
je foton detekovan na D; a Dy, which way informaci nemame. Nevime totiz kterou
cestou se foton k detektoru dostal. Pro odlozenou volbu je dilezité, aby opticka
draha od Dy do pocitadla detekci byla kratsi nez od ostatnich detektort. Tim je
opét zajisténo, ze je jakakoliv informace od druhého fotonu obdrzena pozdéji nez
informace od prvniho.

Po mnohonasobném opakovani pokusu je pak mozné porovnat pripady kdy
byl druhy foton zaznamenam na urcitém detektoru s pozici prvniho na detektoru
Dy. Ukazuje se, ze detekce druhého fotonu na Ds; a D, nam poskytuje which —
way informaci. Tutéz informaci pak opozdéné urcuje i pro prvni foton, proto pak
graf namérenych z-souradnic na detektoru Dy pro spolecnou detekci s D3, nebo Dy
bude kfivka, na které neni vidét interference. Je nutno podotknout, Ze bez vybrani
vysledklt podle méreni druhého fotonu by which way informace pro prvni foton
zjistitelna nebyla.

Naopak stejné grafy pro spolecné detekce v Dy a Dy, nebo Dy jsou interferencéni
krivky. Detekce druhého fotonu v tomto pripadé tedy opozdéné tzv. maze which
way informaci pro prvni foton.

Z vysledki [19] je pro nés dulezité, ze pomoci méfeni provazané ¢astice je mozné
smazat, ¢i zvyraznit which-way informaci a tim zvyraznit, ¢i potlacit interferenci
fotonu na dvoustérbiné. To, ze je tato "volba'ucinéna az po detekci ¢astice mizeme
vykladat opét tim stejnym dvojim zptsobem.

V upravené podobé byl delayed choice quantum eraser zkonstruovan vicekrat.
Spravnému vysvétleni jevu pomohl experiment predlozeny v [20]. Toto provedeni se
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v mnohém lisi, ale to podstatné na ném je, ze se autorim povedlo quantum eraser
zkonstruovat tak, aby uddlosti méreni prvniho fotonu, volby nastaveni interfero-
metru i méreni druhého fotonu v interferometru byly oddélené prostorupodobnymi
intervaly. Toto v experimentu povoluje pouze jedno vysvétleni namérenych dat. A
to ze kvantové Castice maji casticové vlastnosti i vlastnosti vinéni zaroven.

4.2 Simulace experimentalniho provedeni

Po vysvétleni experimentu, ze kterého vychéazi, se mizeme detailnéji podivat na
kvantovou prochazku s odlozenou volbou. Konkrétné cerpame z clanku [4], ve kte-
rém se autortiim podafilo experimentalné realizovat dvou dimenzionalni kvantovou
Hadamardovu prochazku s odlozenou volbou.

V jejich pokusu vyslali laserovy puls do krystalu PPKTP a pomoci dalsich
hranoli a vlnovych desticek pak pripravili pocatecni maximélné provazany stav
systému, Belluv stav |¢7) = %(\H, H) +|V,V)). Kde |H) a |V) znadi horizontalni
a vertikdlni polarizaci fotonu a predstavuji tak bazické stavy Hilbertova prostoru
vnitiniho stupné volnosti ¢astice v kvantové prochazce.

Po oddéleni fotont rozdélovacem paprski putuje jeden (idler) optickym vldk-
nem dostatecné délky, aby k jeho naslednému métreni polariza¢ni projekce pomoci
SPD meéreni doslo az po méreni provazaného fotonu. Prvni foton lze s pomoci polari-
zatoru a vlnovych desti¢ek méfit v libovolné bazi. A to predevsim v bazich (|H),|V)),
(IL),|R)) a (|D),|A)). Kde se pfizptisobujeme znaceni ve clanku.

1 ) 1
L) = 5 (1) +ilV) D) = S5 (1) +1V))
R) = (@) — ijv)) Ay = qmy — vy

V2

Druhy foton (signal) provadi kvantovou prochdzku na mfizce. V obvodu se
nejdrive posune v jednom sméru (x) a poté ve druhém (y). Nejdfive je pulvlnnou
destickou aplikovan operator Hadamardovy mince. Poté je polariza¢nim rozdélova-
¢em paprsku (PBS) opét rozdélena horizontélné polarizovand ¢ést vinové funkce
od ¢asti polarizované vertikalné. To umozni odlisné polarizované slozce vést jinymi
optickymi vlakny L1 a L2, které jsou rtzné dlouhé, zpozdénim fotonu tak vytvori
posun po pomyslné mrizce na pozice r—1 a x—+1. Dalsi PBS obé optické drahy spoji.
Nasleduje analogicky posun v soutadnici y, ktery je zprosttedkovan dalsi ptlvinnou
destickou a optickymi vlakny L3 a L4. Pozice na mriZce tak jsou presné ur¢eny ¢asem
detekce fotonu. Po sjednoceni optickych drah bude totiz foton smérovat pres roz-
délova¢ paprski s 50% pravdépodobnosti do SPD, kde je detekovan a diky ruznym
zpozdénim které mohl nabrat ve vldknech L1 az .4 ur¢ime jeho "pozici'na mfizce.
S 50% pravdépodobnosti vSak také muze vstoupit do dalsiho kroku prochézky. V
experimentu je tak mozno pozorovat vice krokii prochazky bez pridani dalsich optic-
kych prvkia. Hlavnim omezenim tak je celkova ztrata v optickém obvodu. V ¢lanku
autori takto dosahli az 4 krokt prochazky.

V postselekci pak 1ze vybrat z nasbiranych dat podle namérené polarizace prv-
niho fotonu. Podobné jako kdyz se v experimentu quantum eraser vybirala data
podle toho, v jakém detektoru byl idler foton zjistén. A pokud si pocatecni stav
vyjddifme v jiz zminénych bazich |¢1) = %(\D, D)+ |AA) = %UL, R) +|R,L)).
Je zfejmé ze po méreni polarizace prvniho fotonu v béazi (|H),|V)), ¢i (|D),|A)),
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nebo (|L),|R)) bude mezi polarizacemi obou fotonu v prvnich dvou piipadech ko-
relace a v tretim antikorelace. Pokud tak vybereme ta méreni, kdy jsme detekovali
|A) polarizaci prvniho fotonu, je stav mince druhého fotonu také |A). Pokud vybere
podle |R), je polarizace druhé ¢astice |L).

7 toho plyne, 7ze zatimco v quantum eraser experimentu odlozené volba podle
mista detekce signal fotonu rozhodovala, zda se z dat detektoru idler fotonu slozi in-
terferencni obrazec ¢i nikoliv, v kvantové prochézce na mrizce odlozena volba vybere
¢ast z pravdépodobnostniho rozdéleni prochazky idler fotonu odpovidajici vybrané
polarizaci fotonu. Po ptisobeni odpovidajicim projektorem na vlnovou funkci idler fo-
tonu by pravdépodobnostni rozdéleni mélo odpovidat experimentalnim vysledktm.
Pro odlozenou volbu v bazi (|H), |V)) jsou tyto projektory

Py =1®(59) a Pyy=I(37).

Pro numerickou simulaci soustavy v [4] je dulezité podotknout, ze a¢ to vypada,
ze druhy foton se prochazi na mfizce popsané v kapitole 2, neni tomu tak. Pokud
zavadime prochazku jedné castice s vyssi dimenzi konstruovanou podobné jako v
tomto textu, zvysuje se s kazdou prostorovou dimenzi dimenze Hilbertova prostoru
vnitintho stavu mince kvili zvySenému poétu stupnu volnosti. V ¢élanku [4] m4 ale
foton stale jen dvou-dimenzionalni prostor mince, coz je umoznéno tim, ze se ¢astice
neposouva v obou smérech pomoci jednoho pusobeni ¢tyr-dimenzidlniho operatoru
mince, ale dvéma hody mince po sobé. Pokud numericky simulujeme tento systém s
pocateénim stavem [¢)1), pak pravdépodobnostni distribuce druhé ¢dstice na miizce
po ¢tytech krocich bude Obr:4.2a. Pokud provedeme odlozenou volbu na polarizaci
|V') pomoci Py, ziskdme pravdépodobnosti rozdéleni druhé castice Obr:4.2b. A
rozdéleni pri odloZené volbé |H) je po zrcadleni v obou smérech totozné.

Pokud tyto vypocty srovname s vysledky experimentu, nalezneme vysokou po-
dobnost. Kvili odlisnym ztratam v jednotlivych ¢astech obvodu zajistujici posun po
miizce jsou experimentalni vysledky mirné zkreslené. Jinak je ale zifejmé, Ze jsme
disledky odlozené volby tspésné namodelovali. Demonstrovali jsme tak skutecnost,
ze méreni prvniho fotonu rozhodne o tom, jakym zptisobem bude druhy foton inter-
ferovat se sebou béhem kvantové prochézky.
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Obrazek 4.2: Kvantova prochazka na mrizce s odlozenou volbou
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(b) Numericky ziskané pravdépodobnostni roz-
déleni polohy detekce druhého fotonu v kvan-
tové prochazce s odlozenou volbou a pocatec-
nim stave |¢T). Mé&Fenim prvn{ &astice byl vy-
bran stav mince |V). Opét vynechavdme liché
uzly miizky.

(a) Numericka simulace pravdépodobnostniho
rozdéleni druhé céastice v kvantové prochéazce
podle [4] s providzanym pocateénim stavem |¢)
po ¢tyfech krocich. Uzly miizky s lichymi sou-
fadnicemi s vzdy nulovou pravdépodobnosti
jsou vynechany.






Z.aver

V této praci bylo nasim cilem seznéamit se s modelem kvantové prochazky, pro-
zkoumat nékteré analytické metody uzivané k jejim studiu a také vliv interakce a
odlozené volby na dynamiku systému.

Proto jsme nejdrive predstavili kvantovou prochazku s diskrétnimi kroky s kvan-
tovou castici pohybujici se po diskrétnich polohdch na primce. Postupné jsme z
klasického modelu nahodné prochazky presli ke kvantovému modelu. V textu jsme
zavedli jednotlivé definice a vysvétlili zakladni principy. Poté jsme zkoumali Fou-
rierovou analyzou a Slabou limitou pravdépodobnostni distribuce polohy nalezeni
castice. Vysledek Slabé limity nam umoznil pfedpovidat peaky pravdépodobnost-
niho rozdéleni pro rizné pocatecni stavy.

V dalsi kapitole jsme se zabyvali prochazkou se dvéma c¢asticemi. Opét jsme
po zavedeni provedli i analytické metody na odhad pravdépodobnostni distribuce.
7 existence provazanych stavi ¢astic jsme ukazali, ze dvoucasticova prochézka neni
trivialnim rozsifenim jednocasticové, a také, jaké disledky to mé pro prochazku
nerozlisitelnych castic.

Po zavedeni interakce mezi ¢asticemi jsme prozkoumali symetrie systému, které
jsme pak vyuzili pfi hledani spektra evoluéniho operatoru. Pri tomto jsme analy-
tickym postupem obdrzeli kvazienergie vazanych stavi, které vysvétluji vysokou
pravdépodobnost nalezeni obou ¢éastic na stejné poloze. Zde se nemalo spoléhame
na vysledky nasich zdroji, protoze rigorézni ovéreni vsech potiebnych krokii by
bylo nad ramec této prace. Poté jsme numerickou simulaci ovérili, ze se pridanim
interakce spojitd ¢ast spektra neméni.

Po uvedeni do problematiky odlozené volby pomoci popisu dvou experimenti
jsme zkonstruovali kvantovou prochazku s odlozenou volbou na mfizce, jejiz pred-
povédi se shodovali s experimentalnimi vysledky v [4].

Béhem psani této prace jsme byli upevnéni v presvédcéeni o dilezitosti modelu
kvantové prochazky jak pro kvantovou informaci, tak pro jiné védni obory. I z ¢lankt
zabyvajicich se experimentélni realizaci prochézky je nam jasné, ze zkoumani kvan-
tové prochazky je a bude podstatné pro vyzkum a konstrukci kvantovych pocitacii,
¢i pro simulovani kvantovych systémii. A proto si myslime, Ze si tento model zaslouzi
dalsi vyzkum.
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