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Na 1vod predstavte modely kolektivniho chovani a piiklady jejich pouziti. Také
vysvétlete jednotlivé sily v hejnu (stadu), motivace jednotlivet a jejich souvislost s
jednotlivymi ¢leny v rovnici.
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Abstrakt: Ugelem prvni &asti prace je predstaveni a odvozeni modeld kolektivniho chovéni. Vychozim
bodem jsou ¢4sticové modely kolektivniho chovéni pfedstavené Cucker-Smalem [3]. Nésleduje odvozeni
kinetického a dynamického modelu kolektivniho chovéni. Hlavnim cilem této prace je pridani vlastni sily

do zminénych modelt, pfedstavujici propustnou hranici ¢i prekdzku, a odvozeni zmény chovani Castic
pfi plisobeni této sily.
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Abstract: The purpose of the first part of the paper is to introduce and derive models of collective
behaviour. The starting point is the particle models of collective behaviour introduced by Cucker-Smale
[3]. Then, the kinetic and dynamic models of collective behaviour are derived. The main goal of this
thesis is to add a custom force to these models, representing a permeable boundary or obstacle, and to
derive the change in particle behaviour when this force is applied.
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Uvod

V pfirodé se béZné setkdvame s mnoha skupinami riiznych jedinci, at’ uz jde o hejna ptaki, ryb nebo
o stdda dobytka, ¢i dokonce skupinu lidi, hmyzu. VSechny skupiny sdili jednu spole¢nou vlastnost, a
to Ze mezi sebou néjak interaguji. Nemyslime ted’ interakci mezi jednotlivymi skupinami, nybrZ inter-
akci vzajemnou mezi Cleny jednotlivé skupiny. Pravé diky této vzdjemné interakci jedinct vznikaji ndmi
dobfe pozorovatelné spole¢né rysy chovani nebo jesté 1€pe pozorovatelné typické tvary jednotlivych sku-
pin jednotlivcl, napf. hejno ptaka leticich ve tvaru pismene V.
Cilem této prace je zaméfit se na urCitou skupinu jednotliveti a pomoci matematickych ndstroji popsat
jeji charakteristické chovani v Case a prostoru. Nejprve zacneme pracovat s jednoduchym ¢dsticovym sys-
témem, na ktery klademe rozumné pozadavky, napfiklad aby na jednotlivé ¢dstice neptisobil vliv okoli,
¢i aby do sebe navzdjem nenardZely. PopiSeme chovéni jednotlivych C4stic individudlné a nisledné jako
celku. V dalsi Casti prace budeme pozorovat zménu chovani, za¢ne-li na Castice plsobit néjakd nenulova
sila v néjakém (opacném) sméru. V prevedeni do feci nasich jedincii se napiiklad jednd o stddo bizond,
ktet se pohybuji vstfic nizké mizce reprezentujici polopropustnou pfekdazku ¢i hranici.

Pro prvotni popis uvazujme rychlostni &asoprostor (¢, x,v)' s N € N &sticemi. Kazdé &4stici prifadime
polohu x € R? a rychlost v € R? v ¢ase, d € R zna¢{ dimenzi naSeho prostoru. Nasfm vychozim bodem

bude kineticky ¢asticovy model pfedstaveny Cuckerem a Smalem (CS) [3], popisujici polohu a rychlost
kazdé Castice zvlast’ v Case. Zcela obecny kineticky ¢dsticovy model miizeme zapsat ve tvaru

X =0xi = v;

A I
e

i = O;

kde F ;“ predstavuje vlastni silu generovanou i-tou ¢éstici a F l’ je interakce i-té Castice s ostatnimi Casti-
cemi v okoli. Clen F ;I muiZeme dale rozvést podle vzdalenosti Castic v okoli na kratkodosahovou odpu-
divou slozku sily a dalekodosahovou pfitazlivou slozku sily. Pro lepsi predstavu miZeme uvazovat opét
stado. Je-li toto stado prilis velké, vzrista tendence jednotlivcl rozdélit se a utvorit mensi stida. Naopak
mame-li dva jedince o samoté, tim spiSe pdijdou k sobé a utvori stido nové.

Nicméné v naSem kinetickém modelu se uvazuje pouze jeden mechanismus z predchozich, a to ten,
ktery bere v potaz vzajemnou interakci mezi jednotlivci. Kineticky model pro kone¢ny pocet jednotlivcil
zapisujeme ve tvaru

Xi = 0ix; = v;

N
1
i)i — atvi = _N Z K(xia xi)(vi - UJ)

i#]

'V nasledujicim textu neodliujeme vektory a skaldry stylem pisma, nemé&lo by to tedy vést ke zmateni Ctendfe, protoZe
bude vzdy jasné, o co se jedna.



Tento model predstavuje chovani jednotlived, kdy kazdy jedinec ve skupin€ upravuje svij smér a rychlost
v zdvislosti na poloze vii¢i ostatnim ¢leniim skupiny. PficemZ K(x;, x;) pfedstavuje miru, kterd kvanti-
fikuje, jak se vzdjemné Clenové skupiny ovliviiuji. Napiiklad mame-li dva jednotlivce daleko od sebe
pohybujici se riznymi rychlostmi a sméry, budou mit tendenci zménit smér a rychlost pohybu tak, aby se
k sobé vzdjemné pfibliZili, nebo v opaéném piipadé vzddlili. Ddle si pov§imneme, Ze je-li jejich rychlost
stejnd, tento Clen je nulovy.

Takto definovany model pro distribu¢ni funkci f = f(t, x, v), popisujici rozloZen{ a stav Castic v prostoru,
vede k ndsledujici kinetické rovnici [3] (kinetickd rovnice pro Cisté fyzikdlni modely se d4 najit naptiklad
v [1] nebo v [2])

Of + Vi f +divy(fLIf]) = 0.

Existence feseni takto definovaného modelu je dokdzéana v [7] pro konecny Cas. Pricemz L[ f] je béZny
CS operator srovnani pohybu ¢astic a ma tvar

LLf] = fR d fR  Ko(x, ), )~ v) duy,

Diéle pfejdeme od individudlniho popisu Céstic ke spojitému, kdy jiZ nebudeme uvaZovat Céstice jed-
notlivé, ale jako celek. Odvodime tedy rovnice dynamiky kontinua pro nezndmou hustotu p = p(t, x) a
rychlost u = u(t, x), které jsou definovédny jako integrace ptes rychlost & takto

p= f F(t,x.8) dé
Rd
pu= [ erexoe

Pomoci téchto defini¢nich vztahti odvodime jiZ zmifiované rovnice kontinuity pro zkoumany model ko-
lektivniho chovani. Tyto modely jsou zkouméany napriklad v [4] nebo v [5].
V predchozi ¢asti jsme popisovali chovani kazdé Céstice zvlast. Z tohoto popisu pro velky pocet Castic je

vvvvvv

vvvvv

jednd o CS model, budeme uvazovat jistd omezeni, kterd plati pro vSechny jednotlivce. Jedno z téchto
omezeni je, Ze v jisty moment bude platit napfiklad mono-kineticky ansatz, ktery ndm zakazuje srazky
mezi jednotlivci. Budeme tedy uvazovat vhodnéjsi variantu nasi distribucni funkce f

f(t’ X, U) = Q(tv X) ® 614(1‘,)6)(0)-

V posledni ¢asti prace se zaméfime na to, jak se zméni oba nasSe predchozi popisy jednotlivct, pridame-li
jim do cesty d — 1 dimenziondlni pfekdZku. Pro pfedstavu uvaZujme pohybujici se stddo mifici smérem
k ohradniku, ¢i k nizké strani, kterd ovlivni chovani celého stdda. Vytvoiime tedy vlastni model a navrh-
neme vlastn{ silu, kterd bude fungovat jako prekdzka a bude ménit chovani jednotlivel na hranici. A pro
takto ndmi zadefinovany model odvodime nové vysledné tvary pohybovych rovnic.



Kapitola 1

Od casticového systému ke kinetickému

Zde se podivame na odvozeni kinetického modelu, kde vychozim bodem bude Cucker Smale model,
ktery je predstaven v [3]. UvaZujme tedy celkem N € N jedinct, kde i-ty jedinec je v poloze x;(¥) a ma
rychlost v;(f). Pak plati nasledujici pozorovani.

Pozorovani 1. Necht (x;(1),vi(t)) € RIxRYprot€e Raie{l,...,Nyax; # xjprot € Rai# j. Necht
F(t,x,0) = 5 XX, 05000 je empirickd distribuéni funkce. Pak

X,‘ =0;
N
. 1 (1.1)
b= -5 Z Ko(xi, xj)(vj = v)),
1#]
prave tehdy, kdyZ plati rovnice
Oif +EVf +dive(fLIf]) = 0. (1.2)

Kde L[ f] pfedstavuje stabilizacni operdtor polohy a rychlosti, ktery je definovdn nédsledovné

Lif] = fR d fR Ko ), )~ ) dcy

Diikaz. Nejprve dokdzeme platnost (1.2) z (1.1). Chceme dokazat, Ze (1.2) plati ve slabém smyslu, tedy

fRfRded J(t, x,0)0ig(t, x,8) + f(1, x, OVH(E g1, x,8)) + fLIf1div £(g(t, x,£)) dEdxdr = 0. (1.3)

Toto by mé&lo platit pro kazdou testovaci funkci g € C°(RxR¥xR¥) s kompaktnim nosi¢em. Pov§imneme
si, Ze integrand miZzeme rozdélit na tfi samostatné integraly, kazdy z nich budeme fesit zv14st’. Pro prvni
z nich plati nasledujici rovnost

N
[ [ [ rexvogereseaa= [ [ [ 3 5000 o0txededx
RJRJRY rRJrdJre N 4
1 N
- fR ¥ D nete s (14
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Zarovei jsme pouZili formuli f g0y dx = g(x;).
Druhy integral upravime podobné jako prvni. Pfi dpravé pouzijeme navic jednu z identit zndmych dife-
rencidlnich operatort

div x(£g) = g div (&) +vV(g) = £ V(9).

Druhy integral obdrZzime podobnym odvozenim jako vyse

ff f f(t, x,v)div (£ g(t, x,&))dvdx dt = ff f & f(t, x,0)0,(g(t, x,£)) dé dx dr
RJRI JRE RJRC JRE

N N
1 1
= — Ox;(n0u;r) VOx(g(t, x,€)) dvdxdt = f — viVig(t, x;,v5)de. (1.5)
j]%j]%d‘j;{dN; x;i(1)Qv;(t) X RN;lx i Vi

Zbyvajici tfeti integral se upravi na posledni poZadovany tvar jako

ff SLIf]div ,(g(t, x,&)) dvdx dt
RJRJRA

1 N
= fR fR ) fR N Zéxi(t)éu,m ( f f Ko(x, ) f (y, w)(w — &)dw dy) div ¢g(1, x,€) d¢ dx dr

i=1

1 & 1 &

= fR fR ) L N Z (Sx,-(t)év;(t)ﬁ Z Ko(x, x;(0)(j(1) — &) div ¢g(t, x, &) d€ dx dt
i=1 =)
1 N N
= L vl Z Z Ko(xi(1), xj(0)) (1) — vi(1)) div yg(t, x;(2), £(1)) dz. (1.6)

i=1 j=1

Spojenim (1.4), (1.5), (1.6) dostaneme, Ze leva strana (1.3) je v nasledujicim tvaru

|
LS =f— (alg(t,xz'(t),fi(t))+§ing(t,xz'(f),§i(l))
RNV i=1

1 N
+y JZ; Kolxi, 1€}~ £) div eg(e, (0. £(1)

Dle (1.1) mdme v; = %; a & = —# Zﬁljzl Ko(xi, x))(€; — &) S pouZitim véty o derivaci sloZzené funkce a

véty o prohozeni integrdlu a sumy ndm vyplyva nésledujici a posledni rovnost této ¢asti dikazu

N
1
LS = f = > 0190t xi(0), £(0) + %V g 8, xi, &) + 6:V,ug(t, xi, &) dt
RN

| &
=5 ; fR@tg(t, xi(0), &) dt = 0 = PS,
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coZ je prava strana (1.3). Posledni rovnost plati, protoze g(t, x, &) je hladka funkce s kompaktnim nosi¢em,
tedy existuje M takové, Ze g(t, x,&) = 0 pro vSechna t, z toho ndm vyplyvd, Ze existuje M takové, ze
g(t, x,&) = 0 pro vSechna ¢ z intervalu (—oo, —M) U (M, 00), tzn.

M
fR Brg(t, x6) di = f  8190.%.8)dr = 9(M) = g~} = 0.

Nyni dokaZeme opacnou implikaci, tj. z (1.2) plyne (1.1). Diikaz této implikace si rozd€lime na dvé Casti.
V prvni ¢asti budeme uvazovat testovaci funkci zdvislou na Case a poloze, tj. g = g(¢, x). Vynisobime
(1.2) nasi novou testovaci funkci g = g(¢, x) a pak ve slabém smyslu bude platit ndsledujici odvozeni,
pficemZ vyuzivame jiZ znalosti z prvniho diikazu, tedy

Oszfg(t’x)atfdngdt-i-fffg(t7x)§vxfd§dxdl‘
RJRIJRA 2 Jpa Jpa
:ff falg(f’x)dfdﬂl“rffffofg(t,x)dfdxdt,
RJRIJR? RJRI JRd

Za povSimnuti stoji, Ze tfeti Clen (1.2) vypadne, protoZe naSe testovaci funkce nezavisi na rychlosti &.
Vyuzijeme Fubiniho vétu a prvni ¢len v pifedchozi findlni rovnici upravime nasledovné

N
1
ff alg(t,x)(f fd'f) dxdt:ff Blg(t,x)[f _Zéxi(t)évi(t)d‘f} dx dr
RJRY R4 RJIR Rd N £
1 & |
:jéjédﬁ;(?lg(t,x)(sximdxdt:N;L;Blg(t,xi(t))dt,

kde jsme vyuZili znalosti, Ze ARN Ou,(ry d¢ = 1. Podobné upravime i druhy Clen a dostaneme

N
jl;fR‘h[l;d EVi(fg(t,x))dédxdr = %; LLJ &V .g(t, x;()) dx dt.

Celkové tedy mame

N N
0= %; fR fR D19t x(0) dxdr + % ; fR fR &0V g (1, xi(1)) ddr. (1.7)

V dalsi ¢asti provedeme akci na samotnou f = f(¢,x,£) s tou samou testovaci funkci g = g(¢, x). V
poslednim kroku derivujeme sloZenou funkci a dostaneme

fRfRded g(t, x) 0, f(t, x,£) dé dx dt = fRfRdedf(z,x,g)a,g(t,x)dgdxd,
1 & 1 &
= ‘]I;fRdv[Rd N;(Sxﬁfi 0ig(t, x)dédxdr = N;L@g(f’ x;(1)) dt

N N
= %; jléalg(f, xi(1)) dt + %; jléx,-(t) 029(t, x;(1))dt = 0. (1.8)

12



Porovnanim (1.7) a (1.8) dostavame

=

1

N ; ‘[1; Vag(t, xi(t)) (xi(t) —v)dt = 0.

Plati ndsledujici tvrzeni: pro vSechnai € (1,...,n) a pro viechna ¢ € C2(R) existuje g € CX(RXRYxRY)
takové, Ze

(Vj# D)= Vag(t,xj(n) = 0 & Vag(t, xi(1)) = @(2). (1.9)

Dle ptedchoziho tvrzeni a po jednoduchych dpravach dostdvame ndsledujici

N N N
%; fRﬁzg(h xi(0))(xX; — &) dt = fRaw(h Xi(f))% Z(Xi =&)dr = L¢;(ki —§&)de=0.

i=1

Pak z teorie distribu¢nich funkci pro vSechna i plati

Xi(1) = &

Ve druhé ¢4sti této implikace budeme naopak uvazovat testovaci funkci zavislou jiZ na v§ech proménnych
tj.g =9(t, x,6),9€ C” (RXRIXRY). Vychazime opét z (1.2), kde ve slabém smyslu ziskdme nasi vychozi
rovnici

fffg(t,x,f)a,f(t,x,v)dfdxdt +fffg(t,x,f)ngf(t,x,v)d.fdxdt+

RJRI JRI rRJIRrd JRd
fff g(t, x,&)div (fL[f])dé dxdr = 0. (1.10)
RJIRIJIRE

V nasledujicich vypoctech vyuzivame toho, Ze nosi¢ funkce g(z, x, v) je kompaktni a prvni ¢len upravime
nasledujicim zplisobem

fffg(t,x,g)a,f(t,x,.f)dfdxdt:—ffff(t,x,f)@lg(t,x,f)d‘fdxdt
RJRIJRA RJIRL JRE

N N
Fubini 1 1
6 t,](,é 6x» 50* dé dxdt = —— t, i 1), i t dt,
N lzll ijI;dfd 19( ) (1) Ovi(t) N ;1 f@lg( x( ) .f ( ))

druhy ¢len analogicky jako prvni

f f f 90, 5, ) €V, (1, x.£) dg ddi = — f f f EF(t,x.£)V g (1, x,£) g dx di
RJRI IR RJRL JRE

N N
Fubini 1 1
- = Z} fR fR ) fR E0u00u Vg, x.§) dE dxdi = — Z; fR &V xg(t, xi(1), £(r) dt,

13



a zbyvajici treti

N
fffg(t,x,f)div§(fL[f])d§dxdt:fff g(t,x,f)Z(?gi(fLi[f])dg-‘dxdt
RJRIIRI RJRIJRI P

:—fff(afig(t,x,f))fLi[f]ddedt=—fff(Vgg(t,x,f))f(t,x,v)L[f]dé—'dxdt
RJRI JRY e Jod Jpd

N N

. !

= -3 > fRfRded Sx(nOu(n Veg(t: %, &) > Kolx, x))(0; — €) dé dcdr
i=1 J=1

1 N N
=N Z Z fR Vog(t, xi, EDKo(xi, x;)(§; — &idr.

i=1 j=1

Zde jsme v (*) vyuZili definici operatoru L[ f] a upravili jej po dosazeni f jako

1 N
= [ [ &onsow- oy = [ [ Kooz 6,000 - odudy
R JRd R JRY =

1 N
=+ 2 Kox.xp; - o).
j=1

Celkové po vSech tpravach ziskdme z (1.10) nésledujici rovnici

N N
%Z} fR alg<r,xi<r>,&<r>>dr+%; fR £V gt xi(0), £(0) i

L.
+ N2 Z ngg(t, Xi, E)Ko(xi, xj)(&; — €)de = 0. (1.11)
i=1 j=1 vk

Nyni odvodime rovnice pro funkci f = f(z,x,&). Spolu s g = g(t,x,€),g € CZ ve slabém smyslu
dostaneme nasledujici

1 &
O: al s Ny s Ay dd = e 8[ , Xi V&
jéjﬂ;djléd f(t, x,E)g(t, x, &) drdxdé L;N; g(t, xi(t), &(1))
N ox;i . AE;
=5 ; fR (alg(t, xi(1), £i(1)) + Vg (2, xi(t),fi(t))a—); +div gg(t, xi(t),gi(t))a—i). (1.12)

Porovnanim (1.11) a (1.12) a dosazenim x; = &;, vySe dokdzaného vypadnou prvni dva Cleny a ziskdme
nasledujici rovnost

1 3 ov; 1 N
0= N ;va; va(t, Xis Ui) E - N ; K()(xi,_xj)(gj _ é:l) .

Podobné jako v tvrzeni (1.9) odvodime
14



N
av,‘ 1 _
fRd gD[—at - N j; Ko(xi,xj)(vj —v)|dt =0.

A z toho vyplyvé, Ze
al),'

N
1

— =— > Ko(xi, x))(vj — vp).

ot N JZ::J
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Kapitola 2

Od kinetického modelu k dynamickému

Vychozim bodem pro odvozeni rovnic dynamiky kontinua bude nase vychozi kineticka rovnice (1.2),
v niz nyni funkce f = f(z, x, &) predstavuje skalarni hustotu jednotlivcli. Pomoci defini¢nich vztahti

Q=ff(t,x,§)d§
R .1
ou = fR £f(t, 3 )

zjistime, Ze dynamické vlastnosti f = f(t, x, €) jsou popsdny Eulerovym shlukovym modelem, to zna-
mend nasledujicim systémem rovnic

00 + div . (ou) =0

22
9i(ou) + div (ou ® u) + fR _ Ko(x, po(x)e(y)u(x) - u(y)dy = 0. 22

Avsak v naSem modelovani pohybu hejn neuvazujeme srazky jednotlivct a rychlost v celém hejnu je

stejnd, proto miZeme aplikovat mono-kineticky ansatz pro f = f(z, x,£) [6]. V pribéhu kapitoly pred-
pokladame, Ze funkce f je z C7°.

2.1 Odvozeni dynamického modelu
Pro odvozeni prvni rovnice z (2.2) vyintegrujeme (1.2) pfes &, t.

fR 0uf + €V + div (LU E = 0.

Pro jednotlivé ¢leny zvlast dostaneme nasledujici

[ asavod=o [ raxod=oe
[ evasenote= [ dvoereney de- [ s edivde = dven,

jl;d dive (fL[f]) dé = 0.
16



Posledni rovnice je nulova, protoZe existuje koule B ¢ R, B je omezena tak, Ze supp(f) C B tedy dle
Stokesovy véty plati

fR ) div (fLIfDd¢ = fB div (fLIfDd¢ = fa . div ¢(fLLf])7dS = 0. (2.3)
Celkove jsme tedy obdrZeli prvni ze dvou rovnic v (2.2)

0.0 + div ,(ou) = 0. 2.4)

Nyni odvodime druhou z rovnic v (2.2), kterou rozepiSeme do sloZek a s pouzitim Einsteinovy sumacéni
konvence dostaneme

d d
f(t,x,8) + ) OulE f1.5,6) + Y de(FLLFT) = 0.
i=1 i=1

Nasledné chceme vyndsobit a vyintegrovat predchozi pres £, opét rozepsané ve slozkach obdrzime na-
sledujici

d d
fR E0f(1. 3.6 + &5 ) 06 ftx ) + &) ) D (fLIFNIE = 0. (2.5)
i=1 i=1

Pro lepsi prehlednost odvodime jednotlivé Eleny zv14st'. Prvni Clen v (2.5) se upravi pouZitim identity a
defini¢niho vztahu (2.1) jako

f £,0, (1, %, ) d& = f Bu(Ef); dé = at( f ff) a& = dilow);. 2.6)
Rd Rd Rd j

V nésledujicim druhém ¢lenu je moZné zpozorovat, pro¢ bylo vyhodné rozepsani do slozek a upravime
jej timto zplisobem

d d d
fR & fx e = )6, fR &S )E= )0, fR (E®8);f(t,x.£)dE
i=1 i=1 i=1
d
= 00 [ €=+ 0 © =y £
i=1

1

d d
= 20 [ (e 0o E-un fax e+ Yo [ (€= wouy i
i=1 i=1

d d
+Zla,- fR d(u@(f—u>>,~,-f<r,x,§)d§+zla,- fR (W wy 3£

PovSimneme si, Ze J@d(” ® u) f(t, x,£)dé = o(u ® u), protoze se jedna o integraci hustoty. Déle zjedno-
dusime integral fRd((f —u) ®u) f(t,x,£)dé = 0, ktery je roven nule, a ze symetrie tim paddem bude i
jéd(u ® (£ —u)) f(t, x,6)dé = 0. Odvozeni téchto dvou rovnosti je v ndsledujicim textu

17



[ e-wewsurow= [ €ourerow- [ wonserom
= Rdgf(t,x,f)dft@u - (u®u) fR;d ft,x,6)dé =pou@u) — (u®u)p =0.
Predchozimi dpravami jsme ziskali druhy hledany vztah, jenZ ma tvar

N N
fR & S X =Y 0 fR (€= WO~ u) f1.xHIE + oS u). @7
i=1 i=1

Posledni, tfeti ¢ast rovnice (2.5) se upravi obdobné. PouZijeme definici operdtoru fL[f] z pfedchozi
kapitoly a ziskdme

N N
fR (&5 Oe(fLiLf ) = fR &) 0uf fR ) fR | Kolx, ) f(y, w)wi — &)dudydé
i=1 i=1

N
- fRded J Z ¢, f (KooWui(y) — Koo(y)éi) dyd¢.  (2.8)
i=1

Nésledné prohodime potadi integrovani a aplikaci diferencidlnich vektorovych identit odvodime tvar
prvniho ¢lenu v zavorce na pravé strané (2.4), ziskdme tedy vztah

N
fRd fRd & Z 0c, f (Ko(x, yo(y)ui(y)) dédy
i=1

N
- fR ) fR . Zagi(fijo(x, yoW)ui(y))dédy — fR . j}; ) (65@) FKo(x, yyo(y)u;(y)dédy
i=1

= f ) f , 0ijf Ko(x, y)o(y)ui(y)dédy = — f dKo(x, Wo(Xow)uy)dy, (2.9)
R¢JR R
protoZe nosi¢ funkce ¢, (&;fKo(x, y)o(y)u;(y)) je omezeny a stejné jako difve v (2.3) pouZijeme Stoke-

sovu vétu.
Analogicky upravime i druhy ¢len v (2.8) a odvodime, Ze

N
- fR , L . szafff Ko(x, yo(y)éidédy = fR dKo(x, yo(xX)o(y)u(x)dy. (2.10)
i1

Spojenim vysledki (2.9) a (2.10) dostaneme tfeti clen hledané rovnice, ktery je

fR ) &div £(fLIfD)dE = fR Kolx, poe(y)ulx) - u(y))dy. (2.11)
Spojenim vysledku (2.6), (2.7) a (2.11) dostaneme vysledny tvar

9i(ou) +div x(u®uo) +div « fR [(E-weE—u) f(t, x,5)ds = L _ Ko(x, mo(x)oy)uly) —u(x)dy. (2.12)

V dal$im textu se budeme zabyvat tfetim ¢lenem na levé strané.
18



2.2 Mono-kineticky ansatz

Kdy?7 si predstavime né&jaké Céstice, typicky néjaké hejno ¢i uskupeni jedincti, nestava se Casto, Ze by
do sebe jednotlivci nardzeli. Jejich pohyb je tedy bezkolizni. Ddle uvazujeme pfiblizné stejnou rychlost
vSech jedincd v onom hejnu, miZeme tedy pouzit jisté nastaveni funkce f = f(t, x,v) tak, Ze spliiuje
mono-kineticky ansatz pro f:

ft,x,8) = 6u0(t, x).
O mono-kinetickém ansatzu se Ctenaf mize vic doCist v [6]. Tento ansatz je pouZitelny jen pro glo-
balni pohyb hejn, nemiZe byt pouZzit pro nékolik vzdjemné oddélenych skupin hejn, ve kterych nastavaji
srazky.
Pro tfeti Clen v (2.12) dostavame, Ze

v, [ €= fexode=div, [ E-neE-wol o

=div,(u—u)® (u—u)p(t,x)=0

a odtud plyne (2.2).

2.3 Normalni rozdéleni

Nyni se opét podivejme bliZe na nase dynamické rovnice (2.12), ale uvaZujme nyni normélni roz-

1 s s 4w s v . _ Eutx)? .o
déleni Castic. Nase distribucni funkce prejde na tvar f(z, x,&) — o(t, x)(v%?)de 2, kde o a u fesi

dynamické rovnice (2.2).
Tteti Clen na levé strané (2.12) upravime substituci a ndslednou transformaci do sférickych soutadnic.
Budeme nyni uvazovat d=3 a dostaneme

- u( )2

Q(”x)fw(f —u)®E—uwe T dE =0t x) f (8 we T dw

o 3 a a2 a2
= [Q(I,x) f (wiwj)e_zdw] =|ax axn ax;|.
3 ..
R =1 lasz; a3z azs

Jednotlivé Cleny vypocteme z prislusnych integralii. Ve vypoctech se nam bude hodit znalost integralu
00 x2 00 3 -z . P 2

fo xeFdx =23 fo y%e"’dy = 2%1"(%) =3 \/Z, kde F(% +n) = (”ni)n! y/n je zndma Gamma funkce.

Maiame

wZ
arn —fwlwle %dw fff r*sin (6)cosz(g0)e 2d<pd9dr,
0 1
f k2 fsm (Q)def cos?(¢)dy = 3\/j*§*7r— V8n2,
0

0o 21

f Pt dr f sin®(6)d6 f sin®(p)dp = V82,
0 0
00 27

f £ 4y f cos>(0)do f sin(g)dy = V8r2.
0 0
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Odtud vidime, Ze Cleny a1, az;,ass se rovnaji, a ddle si v§imnéme, Ze nediagondlni ¢leny jsou symet-
rické, tj. ajp = as;. Tyto nediagonalni ¢leny jsou nulové, tj.

ap = f wiwre” MZ 2 dw = fff rsin (9) cos(¢) sin(p)e” e dcp dodr
= f e dr f sin (8)d0 f cos(¢) sin(p)dy = 0,
0
az = fff rtsin (9) cos(#) cos(p)e” £ dtp dodr =0,

ary = f f f #* sin(8) cos(6) sin()e™ T dgod@dr:O.

87> 0 0
Dostavame tedy diagonalni matici ve tvaru| 0 82 0 |, coZ v jiném slova smyslu je CI, kde

0 0 812
C € R. ObdrZeli jsme tedy findlni podobu ndmi hledaného vztahu, kdy

[ eoor=oci+ws e

VloZeni tohoto vztahu do (2.12) dava pozadovany vztah, kde ¢len navic predstavuje tlak, ktery vyvolavaji
vzdjemné srazky ¢éstic mezi sebou.
Dostavame tedy Eulertiv systém s momentovou rovnici obsahujici tlak

9y(ow) + div (u ® ug) + div  P(x,&) + fR Kol ylo(x)o(y)(ux) — u(y))dy = 0.

Stejny vysledek dostaneme i v dimenzichd = 1 ad = 2.
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Kapitola 3

Modelovani chovani jednotlivcu v blizkosti
prekazky

V této kapitole je navrzeno nékolik moznych piipadd propustnych prekazek, které budou jednotlivym

¢asticim komplikovat pohyb. Napriklad budeme uvazovat stddo bizond, které se bude pohybovat smérem
k elektricky nabitému ohradniku, a budeme popisovat, jaky vliv ma sila piisobici na bizony. Tyto nové
sily priddme do matematického modelu (1.2) a odvodime prislusné CS dynamické rovnice a porovname,
jak se zméni oproti klasickym (2.2).
Zde upravime nas kineticky model (1.2) a pfiddme k nému silu, reprezentujici napiiklad ohradnik nabity
elektrickym proudem, nizky plot & mez. Uvazujme tedy funkci F(x, &) € (R? x R%), tato sila piisobi proti
pohybu jednotlivcl na hranici a snaZi se otoCit pohyb jednotlivcl jingm smérem. Doplnime-li CS model
o tuto funkci, dostaneme

X,'=l)i

N
. 1 (3.1)
i = = D, Kok, xp)wj = v) + F(xi,v).
I#]

Pro tento model nyni odvodime kinetickou rovnici a budeme zkoumat, jak se v ni nove ptfidand funkce
promitne. Opét uvazujeme vychozi funkce f = f(¢, x,&) jako v Pozorovani(1). Pak ve slabém smyslu
plati pro kaZdou funkci g = ¢g(z, x, v) spojité diferencovatelnou na R xR tj. f € C*(R" X R"). Dostaneme
tedy

fffgézf(t,x,f)dé‘dxdt:—ffff(t,x,g)a,g(t,x,g)dgdxd,
RJRA JRE rRJIpd JRa
1 N 1 N
= _leédjl;dN;6Xi(t)5w(t)atg(t,x’g)dngdt: —‘ﬁéﬁgatg(l‘,xi,&)dt

N
1 Ox; (Ovy);
= ——= 0 s Xiy Ui 0rg— 8; dr
N;fR( 19(t, xi, v;) + 295, + 0319,
1 N
=y 2 [ (@10t + 5i02g + w00 . 32
i=1 VR
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kde vyrazem 03 j rozumime derivaci j-t€ slozky dle tfeti proménné. Prvni dva vyrazy mame jiZ upravené
v predchozi kapitole, podivame se proto pouze na to, jak se nam zméni tieti vyraz poté, co dosadime za
zrychleni novy model (3.1), dostaneme

1 N
7 2 Kol xj)(w; = v) + F(x.8)

i#]

0.9(t, x, &) dr.

1 i 1
—NZLviaw(r,x,f)dt:—N;fR

Zde mame jiz prvni ¢len v integrdlu odvozeny z predchoziho a budeme zkoumat pouze to, jak se tudiz
zméni ndmi pfidand funkce F(x, &). Ziskdvame

N
-3 2 [ dvetxonsor oo = [ [ [ sotxorsdarar
N — g RJRd JRd

) fRfRd jléd 9(t,x,£)d¢, (F;f) dé dxdr.

To je nas hledany Clen ve slabém smyslu. Vysledna kinetickd rovnice se tedy po pridani neznamé sily se
tedy pfili§ neméni a rovnice pfechdzi na tvar

Of +&Vif +dive(fLIf] + fF(x,6)) = 0. (3.3)

Diéle se podivime na to, jak se zméni dynamické rovnice, které odvodime z kinetické. Uvazujme tedy
(3.3) spolu s (2.1) a sledujme, jak se zméni (2.2). Ihned zpozorujeme, Ze prvni rovnice (2.2) se nezméni.
Budeme déle zkoumat jen druhou rovnici z (2.2). Vyndsobime a vyintegrujeme tedy (2.2) ¢ a ziskdme
nasledujici rovnici
0= [ ouf +€9.F + v, (LI + P )
R
= 0y0 + div ,(u ® ou) + div P + f Edive(fLIf]+ fF(x,&))dé
R4

= 010 + div x(u ® ou) + div P + j}; _ Ko(x, po(x)oy)u(x) — u(y)dy + fR Ediv(fF(x, £))dE.

Dostdvame podobny tvar jako u (2.2) pouze s o¢ekdvanym ¢lenem navic, se kterym budeme déle pracovat
a pokusime se jej upravit do lepsi podoby

d
L fle f(f(t’ X, f)F(X, 'f))df = jl; f Z af, (f(t’ X, f)Fi(x’ f))df
d d =1

d
- [ Y oaes s v or e -dusexoFmens = - [ fexoFwens G4
i=1
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3.1 Rozbor integralu f fF(x,&)dé

3.1.1 F nezavisla na rychlosti

Necht’ je nyni F' zavisla pouze na poloze, tj. F = F(x). Pak se ndm integral (3.4) zméni na f fF(x)d¢ =
oF(x). To da

910 + div x(u ® ou) + div 1P = fR  Kolx. po(ey)(uly) - u())dy - oF (x).

3.1.2 Nelinearita - mono-kineticky ansatz

Nyni necht’ F = F(x, &) dostdvame dva pripady, kdy f f(EF(x,&€)d¢ je nelinedrni. Pro jednoduchost
budeme uvaZovat mono-kineticky ansatz a dostaneme, Ze

‘ijxﬁﬂnﬁﬁ=l;%dmﬁﬂnéﬁ=dLmﬂmw

Momentova rovnice (2.2) m4 tedy tvar
9r(ou) + div (ou ® u) + div P = fR | KoCx, oo uly) — u(x))dy — oCx, )F(x, u).

3.1.3 Nelinearita - normalni rozdéleni

Predpokladame, Ze nebude platit mono-kineticky ansatz. Budeme uvazovat normalni rozdéleni ¢astic
a pro jednoduchost uvazujme ndsledujici funkci

2 52

1Y)
ﬂxw=@iameuu@@m>, (3.5)

kde X, 0 € R jsou vysvétleny niZe.

Tato funkce m4 nésledujici motivaci. Uvazujme pfekdzku v prostoru o dimenzi d = 2, nachézejici se na
pozici (x1, x2) = (x1,0). Ddle uvazujme, Ze vSechny Castice jsou nad prekazkou, tj. o(¢, x) = 0 pro x < 0.
Dile pfedpoklddejme homogenni pfekdzku. Sila predstavujici tuto prekdzku zavisi pouze na vzdédlenosti
od prekdzky a na rychlosti smérem k prekdzce, tzn. F(xy, xp,v1,02) = F(x3,0v2). Necht' ve vzdalenosti
X > 0 zaCne na jedince pusobit sila F(x,,v2) opacného sméru, ktera zpomaluje pohyb Castic. Ty se v
disledku této sily zacnou pohybovat rovnomérné zpomalenym pohybem aZz do mista polohy prekazky.
Uvazujme nyni obecny piedpis pro silu F = m a, kde polozime m = 1. Z rovnic platnych pro rovhomérné
zpomaleny pohyb

2

sS=uvyt— —at
2

D=0v)—at,

ziskame zrychleni a. Délka s predstavuje vzdalenost od prekdzky, kdy se zméni rovhomérny pohyb na
rovnomérné zpomaleny, o reprezentuje findlni rychlost, na kterou jedinec zpomali. Pfendsobime prvni
rovnici zrychlenim a a dosadime z druhé rovnice do prvni at = 0 — v, to ndm da
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15,

=vat— =a’t

sa=wnat-za

1 _\2

sa=uvy(vy —0)— E(vz — )

1
sa= v% — vl — E(U% — 2020 + D)
L 5
a= 2—s(02 —0%).
To jest po dosazeni do obecného predpisu funkce a vynasobenim charakteristickymi funkcemi y(x), y(v)

(sfla neptisobi jinde nez na intervalu (0, X») a rychlost neni nulova ani zdpornd) dostaneme (3.5).

Dile se podivejme na integral (3.4) po dosazeni (3.5), dostaneme

o(t, x) <u;§)2

f Flxa &) (1, x,£) d& = f Fxs.) (

dé

7T

55 - & o(t, x) —w=e?
= | S X0 XEw)(l2)— e 2 dE
fR L KOO X Ew) ( @)d

X(0,5)(X) —wp-g? " o -t
:ﬁ@’“’”[{ T @B dadn

s v [ e
drrx z

Vysledny tvar momentové rovnice (2.2) ma tedy nasledujici tvar

0,0 + div ,(u ® ou) + div P + fR ) Ko(x, po(x)o(y)(u(x) — u(y))dy

; 0 — —p=£)?
A0 10 VEr [ G-
4nx z




Zaver

Tato price byla vénovéana tématu hydrodynamickych modelt kolektivniho chovéni. V dvodu je pred-
staveno n¢kolik modelt, kterymi jsme se v praci zabyvali, a zadroven jsme objasnili problematiku véci.
Vychozim bodem je klasicky kineticky casticovy model, od n¢hoz byl odvozen tvar Cucker-Smaleho
kinetického modelu. Déle byl predstaven a odvozen Euluretv shlukovy dynamicky model. Pro jeho vy-
sledny tvar jsme nejprve uvazovali silu zcela nezavislou na rychlosti, pak mono-kineticky ansatz a v
posledni fad¢ jsme brali v potaz normélni rozdéleni Castic.

V dalsi ¢asti prace jsme predstavili koncept propustné hranice Ci prekdzky umisténé do sméru pohybu
jednotlived, kterou predstavovala nezndma sila F'. Predstavili jsme vice moZnosti podoby této sily, na-
ptiklad je-li nezdvisld na rychlosti, nebo opét po aplikaci mono-kinetického ansatzu. V tplném zavéru
jsme predstavili vlastni ndvrh toho, jak by tato sila mohla vypadat pfi normédlnim rozdéleni ¢astic. Pro
vSechny vySe uvedené moZnosti jsem odvodil vysledny tvar dynamickych rovnic s ptislusSnym tvarem

sily.
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