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uveden strucny prehled fyziologie srdce s dirazem na elektrofyziologii. Jsou pred-
staveny modely popisujici akéni potencial, mezi které patii Hodgkintv-Huxleyho
a FitzHughtv-Nagumtv model. Ve treti kapitole je nalezeno analytické reseni line-
arni difuzni rovnice a slabé TeSeni nelinearni tlohy. V posledni ¢asti jsou provedeny
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Uvod

Excitovatelné prostredi je systém, jehoz ¢asti maji schopnost excitace neboli vybu-
zeni. Sousedni ¢asti systému spolu navic interaguji a excitace se tak miize timto pro-
stfedim §iFit. Péknym piikladem takového prostiedi je podle [34] horici les, ve kterém
hotici strom mitze ,excitovat® vedlejsi a pozar se tak postupné rozsituje.

Mezi excitovatelnd prostredi se fadi i srdecni svalovina, skrz kterou se siti elektricky
signal umoznujici spravné fungovani srdce. Zkoumani tohoto signalu probihd uz od
konce 18. stoleti a v soucasné dobé, s neustdle zlepsujicimi se vypocetnimi moz-
nostmi, probihaji snahy o vytvoreni uceleného modelu srdce. Jeho souc¢asti musi byt
i pfesné modely siteni signalu, které jsou hlavni motivaci této prace.

V té jsou nejprve strucné predstaveny zaklady srdec¢ni ¢innosti s dirazem na vyse
zminény elektricky signal. Na zavér prvni c¢asti jsou jmenovany nékteré poruchy;,
které pri sifeni signalu mohou vzniknout a které jsou jednou z motivaci vyvoje
matematickych modelti. Ty by totiz mohly umoznit lépe porucham porozumét a také
pomoci s jejich 1é¢bou.

Druhéa kapitola je vénovana matematickému popisu signdlu a jeho Siteni. Nejdiive
jsou odvozeny vztahy urcujici hodnoty elektrického potencidlu v bunkach. Nasledné
jsou blize predstaveny nékteré modely popisujici prubéh a sifeni vzruchu, ptricemz
nejvetsi pozornost je vénovana Hodgkinovu-Huxleyho modelu a FitzHughovu-Nagu-
movu modelu.

7 posledné jmenovaného se pridanim difuzniho ¢lenu stava reakéné-difuzni systém.
Ten je hlavni motivaci tieti Casti prace. V té je nejprve zkoumdna linedrni rovnice di-
fuze jakozto analyticky resitelna tloha a jsou ukazany nékteré vliastnosti jejiho reseni.
Poté se prace vénuje slabé formulaci reakéné-difuzni tlohy, véetné nalezeni jejiho
jednoznac¢ného tfeseni pomoci Galerkinovy aproximace a apriornich odhad.

Zavérecna Cast prace je zamérena na numerické feseni rovnic. Pomoci metody ko-
nec¢nych diferenci je nejprve fesena jednorozmeérna rovnice vedeni tepla a toto Teseni
je nasledné porovnavano s analytickym reSenim nalezenym ve tfeti kapitole. Stejnou
metodou je dale rovnice vedeni tepla fesena ve dvou dimenzich. Poté je provedena
parametricka studie Allenova-Cahnova modelu jakozto zastupce reakéné-difuznich
rovnic. Na zavér je ukazano reseni FitzHughova-Nagumova modelu.

Tato prace vznikla v rdmci projektu Analyjza charakteru proudéni a predikce vjvoje
zmen v endovaskuldrneé osetrengjch tepnach pomoci MR zobrazovani a matematického
modelovdni ¢. NV19-08-00071 MZ CR a projektu Centrum pokrocilijch aplikovanyjch
prirodnich véd ¢. CZ.02.1.01/0.0/0.0/16_019/0000778 MSMT CR.






Kapitola 1

Uvod do kardiologie

V této kapitole uvedeme nékteré zakladni vlastnosti srdce a seznamime se s pojmy
jako akcni potencidl, pacemakerové bunky nebo refrakterni perioda. Podivejme se
nejprve na vlastnosti srdce jako celku.

1.1 Popis srdce a jeho Cinnosti

Srdce neboli kardia je podle [6] duty svalovy orgdn kuZelovitého tvaru uloZeny
v hrudni dutiné v ochranném vazivovém vaku oznacovaném jako perikard. Jeho
ukolem je udrzovat adekvatni proudéni krve v celém téle a tim zajistovat prisun
zivin. V tomto je jeho role zcela zjevné nenahraditelnd a patii mezi tzv. vitdini
organy.

Srdce tvori 4 hlavni ¢asti - dvé komory a dvé siné. Z hlediska konané prace ho
pak délime na pravou a levou c¢ast, kazdou tvorenou jednou sini a jednou komorou.
Tyto casti predstavuji dvé funkéné propojena cerpadla. Prava ¢ast zajistuje presun
neokyslicené krve do plic, kdezto leva cast je zodpovédna za distribuci okyslicené
krve do dalsich casti téla.

1.1.1 Srdecni cyklus

Podivejme se kratce na prubéh jednoho srdecniho cyklu podle [6]. Cyklus délime
na dvé c¢asti - diastolu a systolu neboli ochabnuti a kontrakci. Tyto dvé faze ply-
nule prechazeji jedna v druhou a vytvareji tak zaklad jednoho cyklu. Fazi diastoly
muzeme dale rozdélit na prvni fazi, kdy krev proudi do komor pouze na zakladé
tlakového gradientu a druhou, ve které dojde ke kontrakei sini a komory jsou plnény
aktivné. Obdobné muzeme rozpilit i fazi systoly. Nejprve je stahnutim obou komor
krev tlacena do aorty z levé komory a do plicnice z pravé komory. Ve druhé fazi
se pak tlak v komorach zmensuje, dokud neni mensi nez tlak v sinich. Nasledné
znova zacina prvni faze. Zjednodusené schéma celého cyklu je k vidéni na obrazku
1.1.

Srdce zdravého cloveka v klidu zopakuje cely cyklus asi 70krat za minutu a za cely
den dokaze precerpat az 7000 litra krve [6]. Tyto hodnoty se mohou ménit v zavislosti
na aktivité, kdy se kuprikladu u cviceni miize frekvence az ztrojnasobit, nebo véku,
kdy ve stari dochazi ke zpomaleni a také snizeni maximéalni frekvence, kterou je
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srdce schopno vydrzet pred selhdnim [16]. O poruchdch srdec¢niho rytmu je dale
pojednavano v sekci 1.3.

Obrazek 1.1: Schéma srde¢niho cyklu. Zdroj: [6]

7 pohledu této prace je pro nas ze srde¢niho cyklu nejzajimavéjsi schopnost systoly
a diastoly. Ke stahovani svalovych vldken v srdci dochazi v reakci na dostatecny
elektricky podnét, pricemz srdecni bunky maji vlastnost zvanou excitabilita, diky
které jsou schopné na signal nejen reagovat, ale také ho dale sitit. Pro pochopeni
principti vzniku a Sifeni tohoto signalu se je nejprve potieba podivat na srdecni
stavbu na mikroskopické trovni.

1.1.2 Mikroskopicka stavba srdce

Bunky srdecniho svalstva (myokardu) podle [27] vytvéreji svazky podlouhlych sva-
lovych vldken. Ty jsou propojeny s okolnimi vlakny pri¢né i podélné, avsak mezi
témito propojenimi jsou rozdily.

V podélném sméru jsou bunky propojeny tzv. interkaldrnimi disky (obrazek 1.2). Ty
vytvati ,zig-zag" propojeni s dlouhym zaklesnutim jedné bunky do druhé, coz az 9krat
zvétsuje povrch rozhrani. Na rozhrani se pak kromé mist s malou mezerou mezi bun-
kami (asi 2-107® m) nachdzi dva specifické ttvary. Desmozomy, zajistujici soudrznost
béhem kontrakce, a pro nas podstatné gap junctions, které zajistuji elektrické pro-
pojeni bunék. Posledné jmenované najdeme také na propojeni bunék po stranach,
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avsak vyrazné méné castéji, coz zpusobuje anizotropni vlastnosti vedeni proudu.
Vodivost v podélném sméru je podle [27] ptiblizné devétkrat vétsi.

Obrazek 1.2: Interkalarni disk. A - gap junction, B - béZnd mezera mezi bunkami,
C - desmozom. Zdroj: [27]

Za samotné stahovani celého svalu pak mohou tzv. myofilamenty, které zaujimaji
az 60 % bunky svalu. Skladaji se zejména ze dvou druhu proteinti, aktinu a myosinu,
které spolu interaguji zavisle na koncentraci vapenatych ionti v bunce. Podrobnéjsi
popis tohoto jevu lze najit v [3]. Zminme jesté, Ze proces kontrakce se u srdecni
svaloviny mirné lisi od svaloviny kosterni. U té se muze liSit pocet kontrakci nebo
zapojenych vlaken, kdezto srdecni bunky musi pracovat jako celek (tzv. syncytium)
a mezi kontrakcemi musi dochazet k odpocinku, viz [3].

Posledni ¢ast bunky, kterou si rozebereme, je bunéénd membrana. Tato membrana
je tvorena dvojitou vrstvou fosfolipidi a oddéluje intracelularni tekutinu a bunécéné
organely od tekutiny extraceluldrni. Nejedna se vSak o zcela nepropustnou vrstvu,
nebot se v ni vyskytuji proteiny vytvarejici zaklad iontovych kanalki, diky kterym
dochéazi k vyméné latek pres membranu [26]. Vné a uvniti bunky se pak nachézeji
latky v rtaznych koncentracich, ¢imz se dostavame zakladim vzniku elektrického
signalu v myokardu.

1.2 Vznik a sireni signalu

Jak jiz bylo naznaceno, v intracelularni a extracelularni tekutiné se nachazi rozdilné
mnozstvi obsazenych latek. Z naseho pohledu pro nés budou nejvyznamnéjsi ionty
sodiku, drasliku, vapniku a chloru. Jejich koncentrace podle [26] jsou k nahlédnuti
v tabulce 1.1. Krom zminénych najdeme v tekutinach i jiné latky, kuptikladu hoté¢ik

vvvvv

Rozdilné koncentrace pak zptisobi, ze srdeéni bunky si v klidu udrzuji tzv. klidovy
membranovy potencidl, ktery ma hodnotu okolo —90 mV [18,; 26]. Jeho nenulova
hodnota je zptsobena velkymi rozdily v propustnosti kandlk v bunééné membrané
a také ¢innosti sodno-draselné pumpy, o které bude pojednano pozdéji. Detailnéjsi
vypocet tohoto potencialu bude proveden v sekci 2.1.
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iont | extraceluldrni koncentrace (mmol/l) | intracelularni koncentrace (mmol/I)
Na™* 145 5-10

K+ 4 135 — 150

Ca** 2-4 10~

Cl™ 120 )

Tabulka 1.1: Koncentrace vybranych iontu podle [26]

Vsechny svalové, a tedy i pro nés podstatné srde¢ni bunky, maji schopnost reagovat
na urcité elektrické podrazdeéni tzv. akcénim potencidlem. Pti dostatecném vzruchu
se rychle zméni hodnota membranového potencialu. Pribéh akéniho potencialu lze
rozdélit do nékolika fazi, které si nyni podle [3, 18, 26] pFedstavime.

1.2.1 Prtbéh akcéniho potencialu

F

E

S

-

Cas_

-90

Obrazek 1.3: Prubéh akéniho potencidlu

Obrazek 1.3 naznacuje prubéh akéniho potencialu. Na zacatku si bunka udrzuje sviij
klidovy membranovy potencidl a proudy jednotlivych iontt udrzuji tento stav. Poté
dojde k vzruchu a potencial se rychle dostane do kladnych hodnot. Této fazi se rika
faze rychlé depolarizace. Hlavni roli v této fazi hraji ionty sodiku, jejichz kanalky se
oteviraji a umoznuji tak rychly proud kladnych iontii do bunky. Hodnota potencialu
se béhem této faze zvysi ptiblizné na 20 mV ([3] uvadi, ze u srde¢nich komor je to
az 50 mV).

Ve treti fazi dojde k inaktivaci sodnych kanalki. Z bunky pak proudi ionty dras-
liku a dovnitt ionty vapniku hrajici dilezitou roli pii kontrakeci svalu. Tato faze se
oznacuje jako cdstecnd repolarizace.

Nésleduje ¢tvrta faze zvana platé. Béhem ni dochazi jen k malé zméné potencialu,
nebot proudy pres membranu jsou ptiblizné vyrovnané a opét se jedna zejména
o ionty vapniku a drasliku. Tato faze se podstatné lisi podle pozorovaného druhu
bunky.
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Posledni fazi je repolarizace. Na zacatku této faze dojde k uzavieni kanalkt vapniku
a z bunky proudi pouze kladné ionty drasliku. To zptsobi navrat k pocatecnimu
membranovému potencialu. V ném bunka setrvava do dalsiho vzruchu.

SA Nodal /\/

L ]100mV

Atrial

AV Nodal

Purkinje Fiber

=
7
__ I

idmyocardial

Apex -
Epicardial
Right Left
Ventricle Ventricle 200 msec

Obréazek 1.4: Tvar akéniho potencidlu podle mista. Zdroj: [3]

Jak jiz bylo naznaceno, akéni potencial se u riznych bunék lisi, zejména podle mista,
kde se dana bunka nachézi. Tvar rtizného pribéhu akéniho potencialu je k vidéni
na obrazku 1.4. Nejvetsi rozdil je u bunék prevodniho systému srdecniho. Jde o sys-
tém zodpovédny za vznik prvotniho vzruchu a také za rychlé siteni tohoto vzruchu
srdcem.

Prvni rozdil oproti dfive popsanému pritbéhu je faze depolarizace. Ta se v tomto
pripadé neoznacuje jako rychla, naopak tento druh akéniho potencialti nékdy byva
oznacovan jako akcni potencidl s pomalou depolarizaci [26]. Oproti bunikdm s rychlou
depolarizaci neni klidovy membranovy potencial klidovym v pravém slova smyslu.
Jeho hodnota je vyssi (-55 mV podle [18]), coz zpusobuje, ze i bez vzruchu jsou
oteviené pomalé kanalky vapniku a sodiku, které zptisobi pozvolné zvysSovani po-
tencialu a vyvolani akéniho potencialu. Na nejvyse polozeném grafu obrazku 1.4 dale
vidime, Ze po dosazeni vrcholu chybi faze ¢astecné repolarizace a platé a okamzité
nasleduje repolarizace, ktera je oproti akénimu potencialu s rychlou depolarizaci
pomalejsi.

Po zjisténi jakym zptisobem se v bunkach tvori proud se nabizi otazka, jak je mozné,
ze po nékolika akénich potencidlech nedojde k vyrovnani koncentraci (zejména dras-
liku a sodiku) a zastaveni akéniho potencidlu. Odpovédi je diive zminénd sodno-
draselnd pumpa [18]. Pri té se t¥i ionty sodiku pfesunou z buriky a dva ionty drasliku
putuji opac¢nym smeérem. Jelikoz se ale jedna o presun proti koncentracnimu spadu,
je pri ném spotrebovavana energie ve formé ATP. Sodno-draselna pumpa proto patii
mezi tzv. aktivni formy transportu. [18] navic uvadi, ze béhem jednoho akéniho po-
tencidlu se koncentrace zmeéni tak maélo, Ze jedno nervové vlakno (prubéh akéniho
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potencidlu se u néj oproti srdeénimu lisi jen mélo) je schopno vydrzet az 50 miliont
cyklt nez se koncentrace vyrovnaji. Cinnost pumpy je navic tmérna koncentraci
sodiku uvnitt bunky, a to dokonce ve treti mocniné, coz pri spravném fungovani
vylucuje moznost srovnani koncentraci.

Dalsi pojem, ktery v souvislosti s pribéhem akéniho potencidlu musime zminit,
je tzv. refrakterni doba. Jedna se o casovy usek, ve kterém bunku po predchozim
podrazdéni nelze znovu excitovat. U bunék s rychlou depolarizaci tato doba trva pri-
blizné po dobu faze platd, po ni nasleduje kratka relativni refrakterni perioda, pri
které je excitaci mozné vyvolat silnéjsim podrazdénim. U bunék s pomalou depola-
rizaci je ochranna doba jesté delsi, trva i po ukonceni repolarizace. Tato doba chrani
srdce pred krecovitymi stahy a také zabranuje elektrickému signalu, aby se vracel
¢i krouzil, nebot signal probéhne srdce rychleji, nez uplyne refrakterni perioda, viz
[18, 26].

1.2.2 SiFeni signalu

Obréazek 1.5: Schéma ukazujici rychlost sifeni signalu v setindch vtefiny. Zdroj: [18]

Podivejme se nyni, jak se signal v srdci sifi. Diive zminény prvni graf z obrazku
1.4 ukazuje akéni potencidl sinoatridlniho uzlu (SA uzel), ktery je jednou z ¢asti
prevodniho systému srdecniho (PSS). Ve zdravém srdci je také zdrojem prvotniho
vzruchu, tzn. je pacemakerem. Z SA uzlu se signal rozsiti do svaloviny srde¢nich sini.
Ta je od komor elektricky izolovana a jedinym propojenim je dalsi ¢ast PSS nazyvana
atrioventrikularni (AV) uzel. Ten zptisobi zpomaleni siteni, které je potieba, aby siné
byly schopny predat krev do komor. Z AV uzlu je signél prenesen do Hisova svazku
a ddle skrz Purkynova vldkna do svaloviny komor. Purkynova vldkna vedou signél
rychlosti az 4 m/s, nejrychleji z celého PSS. To je mozné diky velkému mnozZstvi
diive zminénych gap junctions ve spojich jejich bunék a také malého mnozstvi vlaken
schopnych kontrakce [18]. Rychlost sifeni signélu je naznacena na obrazku 1.5.



1.3. Poruchy srde¢niho rytmu 9

Jak bylo feceno drive, ve zdravém srdci je pacemakerem SA uzel. Jeho tlohu vsak mo-
hou prevzit jiné casti PSS, coz zptsobi poruchy srde¢niho rytmu. Blize o tomto
i jiném problému pojednava nésledujici sekce.

1.3 Poruchy srdec¢niho rytmu

7 predeslych c¢asti vime, ze ¢innost srdce sestava z mnoha synchronizovanych déju.
Srdce ma nékteré ochranné mechanismy, jako naptiklad refrakterni periodu, kte-
rymi se chrani, ale i presto se mohou vyskytnout problémy, které mohou mit fatalni
disledky. V této ¢asti se strucné podivame na rtzné poruchy srdec¢niho rytmu, sou-
hrnné nazyvané arytmie. Podle [18] jsou arytmie dusledkem jednoho nebo nékolika
z nasledujicich jevi:

1. Nepravidelny rytmus pacemakeru.

2. Jiny pacemaker nez SA uzel.

3. Prekazka v cesté signélu.

4. Vedeni signalu neobvyklou drahou.

5. Spontanni generovani signalu v riznych c¢astech srdce.

Podle [6] se arytmie déli na dvé velké skupiny, kterymi jsou tachykardie a bradykardie.
Jedna se o vyrazné zrychleni, resp. zpomaleni srdec¢niho rytmu.

Bradykardie se definuje jako snizeni tepu pod hodnotu 60 udert/minuta. Je zcela
béznéa u sportovcei, jejichz srdce je vétsi a schopno pumpovat vétsi mnozstvi krve.
Klidova frekvence sportovee muze byt i 40 tiderti/minuta. U nemocného ¢lovéka muze
byt bradykardie zplisobena zejména poruchou PSS a rozliSujeme nékolik druhi,
praveé podle problémového mista.

Vv

dojde k preruseni vedeni signdlu mezi sinémi a komorami. Roli pacemakeru komor
pak prebira AV uzel, nebo castéji signal vznika v samotnych komorach. U posledné
zminéného je velké riziko ndhlé smrti. Lécba bradykardii probiha pomoci stimuluji-
cich 1éku nebo kardiostimuldtoru.

Za tachykardii se u dospélého c¢lovéka povazuje tepova frekvence vyssi nez 100 ide-
ri/minuta. Muze byt zpisobend napiiklad zvysenou télesnou teplotou, nebot podle
[18] vzroste tep pii zahfati o jeden stupen Celsia o 18 pulsii za minutu, a to az do tep-
loty 40.5 °C, kdy zacinaji svaly vcéetné srdeéniho ochabovat. Dalsim divodem miize
byt ztrata krve, pri které se tep zvysuje az na 180 tdert za minutu. Kratkodoba
tachykardie je bézna pri cvi¢eni nebo zvyseném stresu. Jeji nebezpeci spociva v tom,
ze srdce pri ni nestihd pumpovat dostatecné mnozstvi krve, coz vede dalsimu zrych-
leni a miize vést az k srdecni zastave.

Tachykardie byvaji ¢asto zptisobeny jevem zvanym reentry nebo téz krouZeni viny.
Vlna elektrického signdlu pri tomto jevu krouzi po vétSinou stalém okruhu, v [6]
oznacovaném jako cesta arytmie, ktery vznikne kvili urcité prekazky v bézné draze
viny. Prekazkou muze byt napriklad pooperacni jizva. Stru¢né popisme vznik krou-
zeni podle [3, 6]. Vlna putujici k prekazce se pred ni rozdéli a putuje po stranich.
7 dtvodu rozdilné rychlosti vedeni ale jedna ¢ast viny dorazi za prekazku diive
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nez druhé. Protoze pak bude cesta pomalejsi viny neexcitovana, rychlejsi se opét
rozdéli a bude putovat smérem zpét. Tim dojde ke vzniku krouzeni okolo prekazky.
Vznikla vina se oznacuje jako spirdlova a je k vidéni na obrazku 1.6.

Obrazek 1.6: Spirdlova vlna krouzici okolo prekdzky. Zdroj: [3]

Podivame se na nékolik druhii arytmii spadajicich mezi tachykardie. Prvni je tzv. flut-
ter sini zpusobeny reentry o vysoké frekvenci. Je nebezpecny zejména tim, ze pti kli-
dové frekvenci muze byt zcela bezpriznakovy, avsak muze dojit k prevodu na komory
a posléze i k fibrilaci komor. [6] proto uvadi, ze 1ékafi pristupuji k této arytmii stejné
jako k fibrilaci sini.

Ta je nejcastéjsim druhem arytmie a podle [6] ji trpi vice nez 10 % populace starsi
nez 70 let. Jednd se o chaotickou elektrickou aktivitu s mnoha reentry okruhy. Hlav-
nim rizikem je vznik krevni srazeniny v ¢asti levé siné a jeji néasledny transport.
[6] uvadi, ze az tfetina mozkovych piihod muze byt zpisobena fibrilaci sini. Déle
uvadi, ze lidé s fibrilaci sini maji zhorsenou kvalitu zivota vcetné zvyseného vyskytu
srde¢niho selhani.

Nejzavaznéjsi arytmii je fibrilace komor. Ta vzdy vede k zastavé obéhu, nebot ko-
mory se pouze chvéji a nejsou schopny cerpat krev. Mize byt zptusobena napriklad
funkéni poruchou iontovych kanalkti nebo nedostatecnou vyzivou srdec¢nich svali
(tzv. ischémie). Jedinou 1é¢bou je okamzitd defibrilace a pokud pacient prezije, je
mu implementovan speciélni defibrilator, viz [6].

Vyse zminéné arytmie jsou pouze strucnym piehledem, jejich detailnéjsi popis a také
piiklady dalsich najde ¢tenar v [16],[18] nebo [6]. Dilezitym nastrojem pii odhalo-
vani poruch v srde¢nim rytmu je elektrokardiografie (EKG). P1i postupu elektric-
kého impulsu srdcem se mala ¢ast proudu dostava i do okolnich tkani. Tento ,,zbyt-
kovy“ proud jsou lékari schopni pomoci nékolika elektrod zaznamenéavat ve formé
elektrokardiogramu. Podrobnéjsi popis EKG, véetné elektrokardiogramt typickych



1.3. Poruchy srde¢niho rytmu 11

pro jednotlivé arytmie, lze najit v [18].

Kardiovaskularni onemocnéni, mezi ktera radime i arytmie, jsou nejcastéjsi pricinou
viech tmrti na svété. Podle WHO [7] mohly v roce 2019 za necelou tfetinu dmrt{
a [16] predikuje, Ze v dohledné dobé si toto prvenstvi udrzi. Vysoké ¢islo 17.9 miliont
mrtvych je zptisobeno zejména soucasnym zivotnim stylem, nebot zvysena obezita,
alkohol i tabdkové vyrobky zvysuji riziko kardiovaskularnich onemocnéni [7]. Jed-
nou z moznosti, jak snizit pocet obéti je podle [35] vyvoj matematickych modeli,
diky kterym by byli védci schopni lépe porozumét riiznym porucham, lépe provadét
experimenty a predikovat vysledky riznych druht 1é¢by. Tento pohled je také hlavni
motivaci této prace.






Kapitola 2

Matematicky popis sireni
signalu

V této kapitole se zamérime na matematické popséani elektrofyziologickych jevii nejen
v srdci. Lidé pomoci experimentll uz na konci 18. stoleti zjistili, Ze vedeni vzruchu
v téle méa elektrickou podstatu. V té dobé byla nervova vlakna prirovnavana k béz-
nému vodici, coz vyvratil v roce 1850 Helmholtz zmérenim rychlosti prenosu vzruchu.
Ta byla mnohem nizsi (28 m-s™!) neZ je rychlost proudu v obvodech. Ve vldknech
by tak musel byt obrovsky odpor, ktery z Ohmova zdkona implikuje velké poten-
cidly, které se vSak v zivych organismech nevyskytuji. Signal se tedy nemtze sitit
jednoduse elektrickym proudem ale béhem cesty se néjak vyviji, viz [9].

7 prvni kapitoly uz vime, ze se signal sifi proudem iontti pres bunéénou membranu.
Nejprve se proto blize podivame na urceni hodnot potencidli v bunce, jak bylo
naznaceno v sekci 1.2. Nasledné bude predstavena prelomova praci Hodgkina a Hu-
xleyho, véetné dalsich modelt, které z ni vychazeji. Dalsi ¢ast bude vénovana zjedno-
dusenym modeliim akéniho potencidlu, pricemz nejvice nas bude zajimat FitzHughtv-
Nagumuv model. Na zavér kapitoly pak budou predstaveny nékteré soucasné po-
znatky.

2.1 Klidovy membranovy potencial

Jak uz bylo naznaceno v prvni kapitole, okolo bunky se nachazeji ionty v jiné koncen-
traci nez uvnitt. Na bunééné membrané proto vznika nenulovy klidovy membrdanovy
potencial. Jeho hodnotu lze urc¢it z Goldmanovy-Hodgkinovy-Katzovy rovnice, kterou
si nyni podle [8] a [25] odvodime.

Uvazujme nejprve membranu a jednu latku o riznych koncentracich vné a uvnitt
bunky. Jedna ¢ast toku pres membranu bude zptsobena difuzi a bude se ridit Fic-
kovym zdkonem:

jaif = —DVe, (2.1)

kde D znadi difuzni koeficient [m?s™'] a ¢ koncentraci [m~>mol]. Druh4 slozka toku
bude disledkem elektrického pole a bude spliovat Planckovu rovnici:

, z
Jel = —m,ucVu, (2.2)

13
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kde z je oxidacni ¢islo iontu, g znaci mobilitu iontu [m?V~'s™1] a u je elektricky po-
tencidl [V]. Einstein pak pfisel na souvislost mezi difuznim koeficientem a mobilitou

_ uRT
2|
kde R je univerzdlni plynova konstanta (R = 8.314 JK 'mol™!), T absolutni teplota

a I Faradayova konstanta (F' = 9.648 - 10* mol~'C). Celkové tak dostédvame pro tok
iontt vztah zvany Nernstova-Planckova rovnice

(2.3)

J = Jaif + Je = —DVc— iucVu @3 -D <Vc + ZFcVu> . (2.4)
|| RT
Predpokladejme dale, ze tok probiha membranou pricné a body = 0 a = L
oznacuji vnitiek, resp. vnéjsek bunky. Dale necht je koncentrace v case konstantni,
coz ze zakona zachovani dava i 0,7 = 0. Budeme-li Nernstovu-Planckovu rovnici
uvazovat v jedné dimenzi, dostaneme

de zF du J
@(ﬁ) + ﬁa(x)c(@ Tp T 0. (2.5)

Reseni rovnice nalezneme pomoci integracniho faktoru

ZF [*du
eXp{RT ; ds(s)ds}. (2.6)

Bude mit tvar

zF J o[ zF
o(x) = exp (-RT@L(:C) _ u(()))) (c<0) ~ 2 [ (]%T(u<8) _ u(O))) ds) .
(2.7)
Pro zjednoduseni budeme dale predpokladat, ze je elektrické pole pres membranu

konstantni, tj.
du  w(L)—u(0)

v
e . 2.
dz L L (28)
Reseni (2.7) pak mizeme zapsat jako
JRTL ( (zVF )) (zVF )
- 1 ‘ 9.
c(x) PVE exp ( prr ¥ + ¢ €XP 7T ) (2.9)

kde jsme oznadili ¢;, = ¢(0) a analogicky ¢, budeme znacit ¢(L). Aby pak byla
splnéna podminka ¢(L) = ¢y, musi pro j platit

 D2FV in— courexp (TarF)

i=TpT e ()

(2.10)

coz dava vysledny vztah pro proud iontl pri konstantni koncentraci. Pro vyjadieni
rovnovazného potencidlu uvazujme ve vztahu (2.9) nulovy tok j. Pro koncentraci
pak bude platit

2V F
=q 2.11
ola) = cmexp{ Ha ), (211)
odkud jednoduchou tupravou a dosazenim x = L dostaneme
RT ou
In <2 = u(L) — u(0) =V, (2.12)

zF ey
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coz je Nernstova rovnice pro rovnovazny potencial. Odvodili jsme ji pro jednoduchy
priklad toku jednoho iontu. Pro ptipad vice kanalki je situace komplexnéjsi a obecné
neexistuje hodnota potencialu pti které by byl tok kazdého jednoho iontu nulovy. Lze
vsak urcit potencial, pti kterém je nulovy celkovy tok, tj. proudy opa¢nym smérem
se vyrusi. To je hodnota klidového membranového potencialu kterou hledame.

Uvazujme nejprve pro prehlednost pouze dva ionty, Na™ a K™ (2 = 1). Dosadime
vztah (2.10) do definice proudové hustoty I = zF'j, ¢imz obdrzime Goldmanovu-
Hodgkinovu-Katzovu rovnici ve tvaru

2PV Cin — Courexp{—24L}
RT 1—exp{—ZVF} ’

RT

I=P

(2.13)

kde P = % je permeabilita membrany pro dany iont. Pii klidovém potencidlu musi
platit
Ing+ + I+ =0. (2.14)

Jednoduchym dosazenim (2.13) do (2.14) a vyjadfenim dostaneme vztah pro rovno-
vazny potencial
RT . Pyocle + Prck
v, = BT, Prach + Prcy, (2.15)
F PNaCou(llf + PKCout
Obdobné lze potencial vyjadrit i pro vice ionti, je vSak potfeba zohlednit na zna-
ménko z. Kuptikladu pro t¥i nejvyznamnéjsi ionty Na™, Kt a Cl~ dostaneme

RT . Pyoch® + Pych + PoicS)!
Vo=—"" N CK; + KC?(1 + C’lcogtl' (2.16)
F PNacouaf + PKCout + PClCin

Je potieba zminit, ze Goldmanovu-Hodgkinovu-Katzovu rovnici jsme odvodili za do-
datecnych predpokladii na tvar elektrického pole a obecné se proto mize lisit v za-
vislosti na pouzivaném modelu. Podle [25] je v8ak nas tvar velmi rozsiteny.

Na zavér sekce se podivejme na konkrétni hodnoty rovnovaznych a klidovych mem-
branovych potencialii. Extracelularni a intracelularni koncentrace iontii se mirné lisi
podle typu bunék, coz se odrazi i v literature, kde autori uvadéji rizné hodnoty.
Nyni budeme volit hodnoty podle [18]. Poméry uvnit¥/vné pro jednotlivé prvky bu-
dou 0.1 pro sodik, 35 pro draslik a 0.04 pro chlor. Teplota bude 37 °C'. Podle vzorce
(2.12) pak jednotlivé rovnovazné potencidly maji hodnotu

VNa =61 mV, VK = —-95 mV, VC’l =85 mV. (217)

Klidovy membrénovy potencial uréime ze vztahu (2.16). Budeme pfitom uvazovat,
ze propustnost je pro sodik 100krat nizsi nez pro draslik a ionty chloru prispivaji tak
malo, ze je muzeme zanedbat. Ziskame tak potencidl V, = —86 mV. Pripoc¢teme-li
prispévek sodno-draselné pumpy, ktery je podle [18] -4 mV, dostaneme nejcastéji
pouzivanou hodnotu klidového membranového potencidlu V,, = —90 mV.
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2.2 Hodgkiniv-Huxleyho model

Alan Hodgkin a Andrew Huxley v roce 1952 prisli s modelem siteni elektrického
signédlu v axonu olihné. Tento model je natolik prilomovym, ze podle [25] se d&
Nobelovu cenu za fyziologii a lékarstvi. Je proto na misté si tento model predstavit
detailnéji podle [9].

Hodgkin a Huxley zkoumali axon olihné z nékolika davodi. Tim prvnim je jeho
velikost. Pramér nervového vldkna je priblizné 0.5 mm ([9] uvadi az 1 mm). Druhou
vlastnosti, ktera umoznila experiment je schopnost axonu ,prezit® i po vytazeni
z téla olihné. Je schopen vydrzet i nékolik hodin a pritom si zachovat své elektrické
vlastnosti [9].

Zakladem modelu je prirovnani bunééné membrany k deskovému kondenzatoru, pri-
c¢emz roli desek zaujimaji extracelularni a intracelularni tekutiny, o kterych uz vime,
ze vytvareji nenulovy potencidl. Kondenzatory jsou charakterizovany veli¢inou ka-
pacita, pro kterou plati 0

V:
kde Q je ndboj a V napéti (v nasem pripadé tedy rozdil potencidlu). Zderivovanim

tohoto vztahu podle ¢aasu za predpokladu konstantni kapacity a s vyuzitim definice
proudu [ = % dostaneme

C= (2.18)

Vv
C T = I. (2.19)
Proud I je v nasem pftipadé zastoupen proudem iontt. Hodgkin a Huxley ve svém
modelu rozlisovali ionty sodiku (Na™) a drasliku (K™) a ostatni ionty zahrnuli do jed-
noho ¢lenu oznaceného I,. Navic pti experimentu dodavali do nervu externi proud
aby vyvolali stimulaci, tento proud oznac¢ime I;,. Celkové tak ze vztahu (2.19)

dostavame 3V
OaiT:INa—i_IK_"IL"i_Istim- (220)
Hodgkin a Huxley dale predpokladali a experimentalné potvrdili, Ze jednotlivé proudy

se vzajemné neovliviuji a daji se zapsat jako
INa - gNa(V - VNa)a
IK = gK(V — VK), (221)
I =g, (V—=V0),

kde gs znaci vodivost pro iont S. Hodnotu gy urcili Hodgkin a Huxley jako kon-
stantni, kdezto o zbyvajicich dvou predpokladali, Ze splnuji vztahy

dgna

i]: = G(t> V> gNaaQK)?

; (2.22)
% = H(t7 V7gNa7gK>‘

U dalsiho postupu ocenuje [9] pristup Hodgkina a Huxleyho, ktefi se namisto snahy
o ustanoveni funkci F' a G rozhodli pro vytvoreni novych proménnych. Podivejme se
nejprve na postup pro gx. U néj autori pozorovali zménu hodnoty V' a zjistili rizné
chovani pri ristu a klesani. Prisli proto s vyjadienim

gk (t) = grn(t)’, (2.23)
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kde gk je konstanta uréend experimentem a n(t) je funkce nabyvajici hodnot z in-
tervalu [0, 1] a splnujici rovnici

dn
i an(1 —n) — B.n, (2.24)

kde a,, 3, jsou nezaporné funkce zavislé na V. Tomuto vyjadieni g lze podle Hod-
gkina a Huxleyho [20] pfifadit fyzikdlni vyznam. Predpokladali, Ze draselné ionty
mohou projit membranou pouze jsou-li 4 podobné c¢éastice na stejném misté mem-
brany. n vyjadruje podil ionti na urc¢ité pozici, «, udavd miru presunu do bunky
a [, opacnym smérem. Pro urceni pfesného tvaru téchto funkei jsou vyuzity hodnoty
rovnovazného potencialu, které jsme urcili v predchozi ¢asti, a poté je tvar upraven
aby souhlasil s experimentdlnimi daty. Detailnéjsi odvozeni najde ¢tenaf v [9] nebo
v origindlnim ¢lanku [20]. Vysledny tvar funkei je

0.01(V + 10)

exp{ VILOIO} —1

N
0125 expd — L.
B eXp{so}

n —

(2.25)

vvvvvv

ptuvodnich autorti [20] je mozné postupovat obdobné jako v pripadé drasliku s tim
rozdilem, Ze rovnice (2.24) by byla druhého tadu, nebo pouzit dvé proménné a dvé
rovnice prvniho tadu. Diky jednodussimu pouziti s experimentalnimi daty zvolili
druhou moznost. Vztah pro gy, a jeho proménné maji tvar

gNa = mgthm

dm
dh
E = Oéh(l - h) - ﬁhha

kde gno & h,m jsou funkcemi V. Analogicky s gx pak obdrzime

o 4exp{I;}’ (2.27)
ap = 0.07exp ()
o 1
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Celkové ma tak Hodgintiv-Huxleyho model tvar

av . _ _ _
Lsim = CME + gNamgh + (V - VNa) + gKn4 (V - VK) + gL (V - VL) ,

d
dfT;’L = am(l - m) - ﬁmma
dh
E - ah(l - h) - ﬁhha
dn
a2 1—n)—
o = on(l—n) = Bun, (2.25)
2
i = 01— 2 =100 (15)
exp( 0 ) -1 18
\%4 1
Qp :O()?eXp (20) y 5h = 1+exp(30+v>’
10
V+10 \%
a, = 0.01 , Bn = 0.125exp () .
exp(lolzv) —1 80

Pro uplnost dodejme, zZe tyto rovnice jsou platné pri teploté 6.3°C' a pro zahr-
nuti vlivu teploty se pravé strany diferencidlnich rovnic pro m, h,n nasobi ¢lenem

exp{(ln 3)%}.

Ackoliv je Hodgkiniiv a Huxleyho model prelomovy, ma dva nedostatky, které poz-
déji rozdélily dalsi vyvoj dvéma sméry. Prvnim problémem je to, ze model zcela
uplné neni spravnym obrazem membrany. Tuhle skute¢nost podle [27] priznavaji
i autori, nebot tvrdi, Ze jejich cilem bylo vytvorit dostatecné presny a zaroven apli-
kovatelny pro teoretické vypocty akcéniho potencidlu a refrakterni periody. Prvni
¢ast nasledovnikt Hodgkina a Huxleyho se proto pustila do zpfestiovani. [27] déli
nasledovniky ptivodniho modelu do tii generaci podle vzniku. Piehlednou tabulku
nekolika desitek modeli pak ¢tendf najde v [1].

Zminme napriklad Nobleho model Purkyného vldken, zminovanych v prvni kapitole,
ktery byl prvnim modelem srde¢niho akéniho potencialu. Bere v potaz rozdily v cho-
vani téchto srdec¢nich bunék a jeho model ma vlastnost sebeexcitace nebo fazi plato.
Zptesnéni novéjsich modelit pak spociva zejména v zahrnuti vétstho mnozstvi ion-
tovych kanalkt, kdy jsou nejen pridany ionty vapniku a chloru, ale také rozliSovany
ruzné druhy kanalka pro sodik a draslik.

V nejnovejsich modelech se casto objevuje stochasticky pohled na problematiku.
Jelikoz jsou funkce v Hodgkinové-Huxelyho modelu spojité diferencovatelné, tak se
pii nastaveni prahové hodnoty jako pocateéni podminky pro potencial projevi maly
akéni potencial pri jakémkoliv podrazdéni. To vSak nesouhlasi s redlnym pozorova-
nim, pti kterém se buriky 1idi pravidlem vsechno nebo nic. Duvodem jsou podle [9]
nahodné fluktuace akéniho potencidlu a zahrnuti stochastického ¢lenu do rovnic by
mohlo poskytovat realisti¢téjsi chovani. Podle [27] to bude jednou z charakteristik
novych modeli. To potvrzuje piehled z [1], kde vétsina modeli po roce 2004 uvazuje
Markovské procesy.

Novéjsi modely jsou sice presnéjsi, avsak zpfesnovani slo ruku v ruce se zeslozitova-
nim, kdy v nékterych modelech najdeme i 50 proménnych [13]. Je také nutné vzit
v potaz to, Ze najit Teseni nebo alespon analyzovat chovani v uvozovkach jedno-
dussiho Hodgkinova-Huxleyho modelu je obtizné, az nemozné. Druha vétev vyvoje



2.3. FitzHughiv-Nagumiv model 19

téchto modeli se proto snazila prijit s takovym zjednodusenim, aby byly modely
resitelné ale zaroven si ponechaly spravné vlastnosti. Nejpouzivanéjsim z nich je
FitzHughtiv-Nagumtv model.

2.3 FitzHughtv-Nagumiiv model

S timto modelem pfisel v roce 1961 Richard FitzHugh ve svych pracich [15, 14].
J. Nagumo pak v roce 1962 sestavil ekvivalentni elektricky obvod, viz [31]. Hlavni
myslenka zjednoduseni spoc¢iva v rozdilné dynamice iontovych kanalki.

FitzHugh si pti odvozovani tohoto modelu vsiml podobnosti v chovani akéniho po-
tencidlu v Hodgkinové-Huxleyho modelu a Van der Polova oscilatoru. Ten se tidi
rovnici L 1

x 9 x

P ; 3 “
kterou lze pomoci Liénardovy transformace y = £ + % — x prevést na soustavu
diferencialnich rovnic prvniho radu ve tvaru

dz 3
ETE C(y +x— 7)7
dt 3 (2.30)
dy _ =z
dt ¢
Pridanim konstant a,b a externiho podnétu z do (2.30) pak ziskdme
dz 23
— =clytz— 4 +2),
dt 3 (2.31)
dy ~ z—a+by
dt c '

Tyto rovnice oznacuje FitzHugh ve své praci [14] jako Bonhoefferiv-van der Polav
model. V puvodnim Hodgkinové-Huxelyho modelu (2.28) se ale vyskytuji 4 pro-
ménné V, h,m,n oproti dvéma v (2.31). FitzHugh tyto proménné nejprve rozdélil
do dvojic (V,;m) a (h,n). Prvni par reprezentuje excitabilitu a v ¢ase se méni rychle,
druhy zastupuje obnovovaci proménnou a v ¢ase se méni pomaleji [14]. Tyto dvo-
jice poté proto zredukoval na jednu rychlou excita¢ni proménnou w = 0.5(n — h)
a jednu pomalou obnovovaci proménnou u = V' — 36m. Podrobnosti této redukce
najde ¢tenar v [15].

Jak bylo naznaceno diive, FitzHughtiv-Nagumiiv model se fadi mezi zjednodusené
nebo redukované modely ak¢niho potencidlu. Ty se podle [8] daji obecné zapsat
ve tvaru

du _

_f( ) )7
5“ o (2.32)
w
E :g(U,UJ),

pricemz oznaceni jednotlivych proménnych se muze lisit, stejné jako skdlovani kon-
stant. Zde se v oznacovani drzime prace FitzHugha [14]. Konkrétné FitzHughtv-
Nagumiiv model se podle [25] nej¢astéji objevuje ve tvaru

du
— = e(f(u) —w+ L),

ddzf] (2.33)
dt

=Uu-—yw,
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kde f(u) je kubicky polynom. Nejpouzivangjsi jsou varianty f(u) = u — “?3 [25]
a flu) = u(l —u)(u — «) [8]. V této praci budeme vyuzivat druhy jmenovany
polynom.

Jako priklad dalsiho ze zjednodusenych modeli uvedeme Karmuv model [24]. Ob-
dobné jako FitzHughiiv model je zaloZen na rozdéleni proménnych na rychlé a po-
malé, avsak nevychazi primo z Hodgkinova-Huxleyho modelu, ale z dfive zminéného
Nobleho modelu srde¢nich bunék. Karmtiv model ma tvar

M 2
ea—E:ezsz—E—i— lA— (n) ] [1—tanh(E—3)]E—,
ot np 2
’ (2.34)
n
i 0(FE—1)—n,

kde M,ng,e jsou konstanty a 6 je Heavisideova funkce. Jednim z rozdilu oproti
FitzHughovu modelu je pomalejsi repolarizace, coz vice odpovida skutec¢nosti a podle
[17] hraje roli pfi sifeni signdlu. Dalsi porovnani Karmova a FitzHughova modelu
1ze najit v [17].

Uvedeny tvar Karmova modelu (2.34) obsahuje difuzn{ ¢len V2E. Jeho pridanim
miuizeme modelovat Sifeni akéniho potencidlu prostiedim, ¢emuz se budeme vénovat
v nasledujici ¢asti.

2.4 Modelovani sireni signalu

Modely uvedené v predeslé casti prezentovaly pribéh akéniho potencidlu v jedné
bunce, tj. neobsahovaly prostorovou proménnou. Nasim vzdalenym cilem je vsak vy-
tvorit model celého srdce, a je proto potreba vliv prostiedi zahrnout.

Nejjednodussi moznosti je pridani difuzniho ¢lenu ke zjednodusenym modeltim pred-
stavenym drive. FitzHughtuv-Nagumiv model tak prejde na soustavu reakéné difuz-
nich rovnic

ou 9

— =€e(f(u) —w+ L) + D, VZu,
ot (2.35)
ow

o = u — yw + D, Vw,

kde D je difuzni koeficient. Reakéné difuzni rovnice budou hlavni motivaci teoretické
casti této prace.

Druhou moznosti jak s vyuzitim reakéné difuznich rovnic modelovat siteni signalu
v myokardu jsou monodomain a bidomain modely. V bidomain modelu rozlisSujeme
v srdecni tkani extracelularni a intracelularni prostor oddélené bunéénou membra-
nou. Monodomain model tento pohled zjednodusuje a zanedbava extracelularni pro-
stor. Toto zjednoduseni odpovida neizotropnim vlastnostem srdecni svaloviny, které
byly naznaceny v prvni kapitole.

Uvedeme zjednodusené odvozeni bidomain modelu v jedné dimenzi podle [27]. Po-
drobnéjsi popis najde ¢tenar v [8]. Ozna¢me membranovy potencidl V,,, = Vi, — V.
Podle Ohmova zakona bude pro potencidly platit

0Vm aV;)ut

8m - _Tiniim 890 - _Toutiouu (236)
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kde r znaci odpor a ¢ proud. Z Kirchhoffova zakona pak plati

alzn aiout
Ox Ox +out (2:37)
kde I§,, je externi proud a I, proud pfes membranu, pro ktery plati
OV
Im - (C 8 + ]z(mt + ]stzm ) ) (238)

kde C,, je kapacita membrany Vyuzitim (2.36), (2.37) a vztaht pro V,,, a I,,, ziskdme
rovnice bidomain modelu

W _ a L OV +2 L WVou )\ L)
ot Cm rm(x) Ox T'Zn(l') ox C, tont stim

Tin (.Z') Tout (Z') ox N ox Tin (x) oz out*

V pripadé vice prostorovych proménnych pak model bude mit tvar

(2.39)

OV 1 1
A, — Izon + Is im)s
t  CpBe &, Uiont & Litim) (2.40)

v((azn + Uoutvv:)ut) = _V(Umvv ) 531} out?

(V(amVVm) + V(Uinv‘/:)ut)

kde o znadi tenzor vodivosti a s, pomér povrchu a objemu bunky [27]. K rovnicim
bidomain modelu je potfeba pripojit néktery z modeli akéniho potencidlu pro vy-
jadteni clenu [y, Zjednoduseny zapis s vyuzitim FitzHughova-Nagumova modelu
podle [19] bude mit na (0,7") x €2 tvar

Ou — V (01Vuy) = f(u,w),

Ou+ V (03Vug) = f(u,w),
O = glu, w), (2.41)

Uy — U2 = U,

flu,w) =u(l —u)(u—a) —w,

g(u,w) = —bw + cu,

kde 2 C R™ a «a, b, c jsou konstanty. K tloze je potifeba pripojit poc¢ateéni a okra-
jové podminky. Nejcastéji se vyuzivaji nulové Neumannovy okrajové podminky jako
predpoklad izolované oblasti €.

2.5 Aktualni vyvoj

V této ¢asti se podivame na nékolik aktualnich poznatki spojenych s matematickym
modelovanim v elektrokardiologii. [35] sméle uvadi, ze v prabéhu pristiho desetileti
budeme schopni vytvorit personalizovany model srdce a simulovat jeho vyvoj.

I pres rychly vyvoj v modelovani, stoji podle [33] v jeho cesté k vyuziti v praxi
stale nékolik problémt. Prvnim z nich je to, ze vytvarené modely jsou stale zamé-
feny na pomérné uzké spektrum srdecnich onemocnéni, které jsou lékari schopni
odhalit i 1é¢it s velkou uspésnosti. Druhym problémem, ktery [33] zminuje je stéle
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velkd vypocetni narocnost, kterd stale neumoznuje dlouhodobé simulace, které jsou
v klinické 1é¢bé potrebné.

Jednou z oblasti, ve které by diive uvedené modely mohly byt prospésné, je vy-
voj novych léku. Napiiklad [37] vyuzivda monodomain model a strojové uceni k vy-
zkumu vlivu 1kt na vznik srde¢nich arytmii. Podle autort by jejich vyzkum mohl
znacné urychlit vyvoj novych 1éciv, ktery v soucasnosti trva v prameéru 10 let. Vyvoj
personalizovanych modelia by pak podle [35] mohl zabrénit nezddoucim tc¢inkim
1éku.

Velkd pozornost je vénovana také hledani pric¢in vzniku arytmii v modelech. Ty,
jak bylo naznaceno v prvni kapitole, mohou byt zptsobeny vznikem spirdlovych vin
neboli jevem zvanym reentry. Sffenfm téchto vin s vyuzitim FizHughova-Nagumva
modelu se zabyva [23]. V préci [11] zkoumaji moznost odstranéni zdroje spirdlovych
vln pomoci periodickych stimult. Ty by mohly byt k defibrilaci vhodnéjsi nez v sou-
casnosti pouzivané silné vyboje.



Kapitola 3

Vlastnosti reakcné-difuznich
rovinic

Zakladem model siteni signdlu zminénych v predchozi kapitole jsou soustavy reakéné-
difuznich rovnic, které patii mezi parcialni diferencialni rovnice parabolického typu.
Ve vektorovém tvaru je mizeme v pripadé jedné prostorové proménné zapsat jako

2
% _pIP Fpat) v (0.T) % (ah),
ot 0x?
_ _ (3.1)
Plo=a = t1, Pla=b = p2,

Pli=0 = Pini-
V této kapitole bude nejprve zkouméana jednorozmérna linedrni rovnice ve tvaru
(3.1), jako priklad analyticky fesitelné ilohy. Ukdzeme pritom postup nalezeni feseni
a jeho zakladni vlastnosti. Druhd ¢éast je vénovana formulaci slabého tvaru nelinearni
ulohy a naslednym odhadim vedoucim k nalezeni slabého feseni. Na zaveér kapitoly
je pak tlohou fesenou na kfivce naznaceno dalsi smérovani prace.

3.1 Analytické reseni linearni difuzni rovnice

Typickym zastupcem parabolickych parcialnich diferencidlnich rovnic je linearni di-
fuzni rovnice, ktera je ekvivalentni rovnici vedeni tepla. Nejjednodussi, homogenni
a jednorozmeérny, tvar této ulohy je

0 0?
P _p2P  (0,T) x (a,b),
ot 0x?
_ _ (3.2)
Plo=a = p41, Plo=b = po,
P|t=0 = Dini-

kde D > 0 je difuzni koeficient, p1, p12 hodnota feseni v okrajovych bodech intervalu
(a,b), na kterém tlohu fesime a p;,; udava pocatecni podminku. Pridanim pravé
strany, zastupujici zdrojovy c¢len, vznikne rovnice vedeni v nehomogennim tvaru

op(z,t) 0?p(x,t)
5 =D 922 + f(z,t) (3.3)

se stejnymi okrajovymi a pocateénimi podminkami. V néasledujici c¢asti uvedeme
postup nalezeni analytického Teseni vyse zminénych uloh podle [42].

23
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3.1.1 Postup reseni pro homogenni tlohu

Budeme uvazovat tlohu (3.2) s nulovymi okrajovymi podminkami na [0, ] x [0, 77,
tj.
o or?
p|2=0 = 07 p‘m:l = 07
Pli=0 = Dini-

pricemz zobecnéni pro nenulové podminky bude provedeno pozdéji v casti 3.1.3.
Reseni tilohy ziskdme metodou separace proménnych, jejimz zakladem je predpoklad
rozkladu Teseni ve tvaru

Op(zx,t) D02p(a:, t)
(3.4)

Pl 1) = X (@)T (1) (35)
Po dosazeni vztahu (3.5) do (3.2) a jednoduché tpravé ziskame rovnici

17(t X"

DT(t) X(z)

ve které, vzhledem k separaci proménnych, musi byt obé strany rovny konstanté
kterou oznacime —\. Ziskdme tak soustavu dvou obycejnych diferencialnich rov-
nic:

LT'(t)
DT() X"+ AX =0
3.7
X'() ~ T" + DAT =0 (3.7)
X(z)

Spolu s okrajovymi podminkami tak dostavame tilohu pro funkeci X (z):
X"+ XX =0, X(0)=0, X(1) =0, (3.8)

kterd je oznacovana jako Sturm-Liouvilleova. Netrividlni TeSeni této ulohy existuji
pouze pro hodnoty A, = (%), kde n € N, a jsou rovnd X, (z) = sin (F*x). Témto
hodnotam A, pak v druhé rovnici odpovida feseni ve tvaru T,,(t) = C,, exp{—DA,t}.
Podrobnosti ¢tenaf nalezne v [42]. Pro tato Teseni X (xz),T(t) pak ziskdvame parti-

kularni feseni

pn(x,t) = X, (2)T,,(t) = C, exp{—DApt} sin (?x) (3.9)
vyhovujici okrajovym podminkam. Jejich superpozici dostaneme fadu
+o00 +00 ™m
p(z,t) = > pa(z,t) = Cpexp{—DA,t}sin (Tx), (3.10)
n=1 n=1

o které ukazeme, Ze je feSenim ptvodni tlohy (3.4).
Koeficienty C,, ziskdme z doposud nevyuzité poc¢atecni podminky
Budeme-li predpokladat, ze funkce p;,; ma na intervalu [0,!] po ¢astech spojitou

derivaci, pak ji mizeme zapsat ve formé Fourierovy rady jako

+oo
Pini = ) Pusin (%nx), (3.12)
n=1



3.1. Analytické TeSeni linedrni difuzni rovnice 25

kde 5 ¢

.,
Porovndnim (3.10) s (3.12) a vyuzitim (3.11) vidime, ze koeficienty C,, odpovidaji
hodnotam P, ve Fourierové rozvoji.

Abychom déle ovérili, ze fada (3.10) je hledanym Fesenim, musime ukézat nésledu-
jict:
« Radu lze po ¢lenech derivovat dvakrat podle prostorové a jednou podle ¢asové
proménné na vnitiku [0, ] x [0, T7.

+ Rada je spojitd v okrajovych bodech defini¢niho oboru.

Pro diferencovatelnost rady c¢len po clenu ovérime, ze fady prislusnych derivaci stej-
nomeérné konverguji. Lze ukazat, ze za predpokladu omezenosti funkce
Pini(x) < M = konst. pro fadu (3.10) obecné plati

‘ a/’chlpn(x7 t)

T\ 2kl 2k+l Nk ™. o
Olx Okt ‘ <2M(5)"" 7D eXp{_(l> Dt}, pro t > 0.

l

Tato majoranta (ozn. a,) je konvergentni, o ¢emz se lze presvéd¢it vyuzitim d’Alembertova

kritéria

An+1
Qp

lim
n—-+o0o

= lim (1+ i)qexp{—(7)2Dt(2n + 1)} = 0. (3.14)

n—-+o00

Radu tedy lze derivovat ¢len po ¢lenu dokonce libovolné mnohokrat a s vyuzitim
principu superpozice a linearity tlohy lze konstatovat, ze vyhovuje tloze (3.2).

Pozadavek, aby funkce p;,; € C'([0,1]) ndm s vyuzitim odhadu
|pn (2, )] < |Ca

a Jordanovy véty o stejnomérné konvergenci Fourierovy fady, viz [40], zajisti stej-
nomérnou konvergenci, tim padem i spojitost funkce p(z,t) prot >0a 0 < x <.
Nalezli jsme tak feSeni tlohy (3.4) s po castech hladkou pocéteéni podminkou

Poznamka. Pozadavek na hladkost pocatecni podminky lze zeslabit na spojitost
po castech, viz [42].

3.1.2 Postup reseni pro nehomogenni tlohu

V této ¢asti pripojime k rovnici (3.4) zdrojovy ¢len a ziskdme tlohu ve tvaru

2
Op(z,t) _ 0 p(J;t) b ),
ot ox (3.15)
p‘z:O = 07 p‘x:l - Oa ’
Pli=o = 0.

Obdobné jako v predeslé ¢asti budeme hledat feseni ve tvaru

p(x,t) = Ejpn(t) sin - (3.16)
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Pro tyto ucely si jako fadu vyjadiime také funkci f(z,t), pri¢emz proménnou ¢ nyni
budeme povazovat za parametr. Ziskdme tak radu

Z fa(t) sin @, (3.17)

kde

”;Lf)dg. (3.18)

0 =2 [ fule.tsin

Dosazenim (3.16) a (3.17) do rovnice (3.15) ziskdme diferencidlni rovnici pro koefi-
cienty py:

—+00

Zsmw [— mlm) Dpy(t) — pu(t) + fu(t)| =0, (3.19)
Bu(t) = =(=77) Dpalt) + fu() 520
pn(O) =0

Resenim tilohy (3.20) je pak

™

palt) = [ exp{ =10~ 1)} 1u(r)r (3.21)

Ziskali jsme tak vysledné feseni tlohy (3.15) ve tvaru

™x

(1) _g/otexp{—(T (t—T)}fn( r)drsin (570). (3.22)

Celkové feseni rovnice vedeni tepla (3.3) s nulovymi okrajovymi podminkami pak z li-
nearity ulohy ziskdme jako soucet nalezenych feseni (3.10) a (3.22):

p(x,t) = :z: Ch exp{—D(Wln)%} + /Ot exp{—(ﬂln)2 (t — T)}fn< )dr] sin (Wl—nx),

(3.23)
kde C,,, resp. f,, ziskame jako koeficienty Fourierova rozvoje pocatecni podminky,
resp. pravé strany rovnice:

2 €
Cn—j/pim- sm(—)df

an)dg

(3.24)
I l/fét sin ( ;

Ziskané teseni (3.23) pouzijeme mimo jiné v kapitole o numerickych vypoctech
pro jejich kontrolu.

3.1.3 ResSeni obecné okrajové tlohy

V této casti najdeme feseni rovnice

Ip(x,t)  O°p(x,t)
5 D 5. + f(z,1),

p’z:O = M1, p|x=l = M2, p’t:O = Pini;,

(3.25)
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tedy tlohy s obecné nenulovymi okrajovymi podminkami pq a ps. Pro tyto tcely
si zavedeme novou funkci v(x,t), kterd bude vyjadfovat odchylku od znamé funkce
P(z,t)

p(z,t) = Pz, t) +v(z,t). (3.26)

Funkci v(z,t) ziskdme fesenim tlohy
dv(z,t) 82 (x, ) N
z? (3.27)

ferzﬂmw—(afgif_paggib,

s okrajovymi a pocatecnimi podminkami

(x 0) = Pini(7), Pini(2) = pini(x) — P(x,1),
= [ (1), fir(t) = pa(t) — P(0,1), (3.28)
( = [LQ(t)7 ~2(t) - NQ(t) - P<l7t)'
Zvolime funkci P(z,t) tak, aby
fin(t) =0 a  [i2(t) =0, (3.29)
¢ehoz docilime volbou
P(e,t) = m(t) + T (2(t) = m(®)). (3.30)

Ziskame tak tlohu pro funkci v(z,t) s nulovymi okrajovymi podminkami, jejiz feseni
ma tvar (3.23).

3.1.4 Principy maxima

Dilezitym vystupem analyzy rovnice vedeni tepla pro nas bude nékolik tvrzeni, na-
zyvanych principy mazima. Jelikoz v obecné teorii nemame existenci reseni parcial-
nich diferencialnich rovnic zarucenu, jsou principy maxima dobrym nastrojem k jeho
provéreni. V nasem pripadé budou principy maxima zakladem pro dalsi smérovani
k teorii invariantnich regiont.

V pripadé nejjednodussiho tvaru rovnice vedeni tepla
op(x,t) D82p(ac,t)

o ox?
Pla=o = H1, Ple=1 = 2, Pli=0 = Pini;

v (0,T) x (0,1), (3.31)

ma princip maxima jednoduché fyzikalni pozadi - mé-li ty¢ na okrajich teplotu nizsi
nez © a pocatecni teplota p;,; je rovnéz mensi, je zjevné, ze se v prubéhu casu tyc
v zadném bodé nezahteje na teplotu vyssi nez ©. Formulujme toto tvrzeni jako vétu
podle [42].

Véta 3.1 (Princip maxima 1). Necht je funkce p(z,t) definovand a spojitd
a [0,1] x [0,T] a vyhovuje rovnici vedeni tepla (3.31). Pak p(x,t) nutné nabyvd
mazximalni i minimdlni hodnoty v case t=0 nebo v bodech x = 0 nebo r=l.

Pozndmka. Vétu lze jednoduse modifikovat i pro vice-dimenzionalni tlohu, viz [5].
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Diikaz. Tvrzeni dokdzeme pro maximum, pro minimum bychom pouze pouzili funkci
p = —p, kterd ma maximum tam, kde ma p minimum.

Pro ucely dikazu si definujme funkce

M = ma’X(/'Lb /1’27pini)7
v(z,t) = p(x,t) + ex? kde € > 0 lib.

Chceme ukézat, ze
V(z,t) €10,1] x [0,T] v(x,t) < M + €el®. (3.32)

To je zjevné splnéno na okrajich i v ¢ase t = 0. Uvazujme bod
(zo,10) € (0,1) x (0,T) takovy, Ze v ném ma v(z,t) maximum. Pak plati

du(z,t) D@%(m,t) _ Op(a,t) D82p(:13,t)
ot ox2 Ot Ox?

RVT=0

—2eD = —2¢D < 0. (3.33)

V bodé (zg,ty) ale zaroven musi, protoze se jednd o maximum, platit

82U(l’0,t0) <0 a 8’0(1’0,t0) >0

02 - ot -

jestlize tyto derivace existuji. Tyto nerovnosti jsou ale ve sporu se vztahem (3.33).
Nerovnost (3.32) tedy plati na celém zkoumaném oboru. Dosazenim za v(zx,t) zis-
kame nerovnost platnou pro Ve > 0

p(z,t) <M +e(l*—2°) — M (3.34)

e—0t

Coz jsme chtéli dokazat. O

Jednoduchym disledkem tohoto principu je véta o jednoznac¢nosti feseni tlohy (3.4),
zde uvedend podle [42].

Véta 3.2 (Véta o jednoznacnosti). Necht dvé funkce pi(x,t) a pa(x,t) definované
a spojité v oboru [0,1] x [0, T] vyhovuji dloze (3.31) se stejnymi poc. a okr. podmin-
kami. Pak pi(z,t) = pa(x,t).

Diikaz. Diusledek pouziti principu maxima na funkei p(z,t) = po(x,t) — p1(x,t) O

Modifikovanou verzi principu lze podle [43] vyslovit také pro tlohu ve tvaru rozebi-
raném v sekci 4.1.2

op(x,t) _  Oplx,t)
o - PTae ti@h v (OT)x(ab), (3.35)
p|m=0 =0, p|:c:l =0, p|t=0 =0.

Véta 3.3 (Princip maxima 2). Necht funkce p(x,t) € C([0,1] x [0,T]) 7esi dlohu
(3.35). Ddle necht (AN, Ny > 0)(V(z,t) € [0,1] x [0, T])(|f(z,t)] < No < N) a f je
spojita. Pak (V(z,t) € [0,1] x [0,T])(p(z,t) < NT).
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Diikaz. Dukaz provedeme sporem. Je ziejmé, ze tvrzeni plati na okrajich i v case
t = 0 (ozna¢me tyto body I'). Predpokladejme, ze 3(xo,t) € ((0,1) x (0,T)) == Q
takovy, ze p(xg,to) = K > NT. Zavedeme si pomocnou funkei u(z,t) vztahem

T—1
u(z,t) = p(x,t) + NTT.

Vzhledem k nulovym okrajovym a pocatetnim podminkam ur¢ité u(z,t) < NT < K
na I'. Na oboru Q pak zjevné plati vztah u(x,t) > p(z,t). Ze spojitosti funkce
u(x,t) na kompaktni mnoziné Q pak plyne existence bodu (zg,%y) € Q takového,
ze u(xg, tg) = maxu > K. Podobné jako v dikazu véty 3.1 pak v (zg, ty) bude platit

2
0 uéxx(;, to) <0 " 0u(2(;,t0) > 0.
Zaroven ale na €) plati
>0
2 2
8u(832,t) _Dé? 15(52,25) _ 8p(8xt,t) B D@ gi:xz,t) LN = fle )~ N <0,
=f(zt)
cOZ je spor. O]

Pozndmka. Kombinaci vét 3.3 a 3.1 pak s vyuzitim linearity ziskdme odhad pro tilohu

op(et) _  OPple.t)

ot o @Y
p<0at) = H’l(t)v p(l>t) = /Lz(t), p(.ﬁE, 0) :pim‘(x),

kde f(z,t) je omezend a spojita, ve tvaru

V(x,t) €[0,1] x [0,T] p(x,t) < max{pu, po, Pini} + NT. (3.36)

3.1.5 Invariantni regiony

Pro linedrni rovnice nam s dokazovani existence pomdhaji principy maxima. Ty
maji v teorii nelinearnich rovnic a jejich systému svou analogii ve formé invariant-
nich region, které poskytuji obdobny odhad feseni. Uvazujme vektorové zapsanou
nelinearni ulohu

op(z,t)  _ O?p(x,1) -
5 = D 97 + F(p) vQ=(0,T) x (a,b), (3.37)
P|z:0 = M1, p|x:l = M2, p|t:0 = Pini,

kde feseni p(x,t) : Q@ — R" a F : R" — R™. Definici invariantniho regionu zavedeme
podle Smollera [38], ktery v definici vyuziva existenci lokalniho feseni, kterou méame
zarucenu za dodatecnych predpokladi na funkci p;,;. Ty spocivaji v prislusnosti
Pini do specifického prostoru B (oznacovaném jako pripustny), kladouciho specifické
pozadavky na regularitu funkci. Detailni vlastnosti tohoto prostoru ¢tenar najde
v [38]. Smoller pak tvrdi, Ze pro p;,; € B existuje ty > 0 a funkce p(x,t) Tesici tlohu
(3.37) na (a,b) x (0,t).

Za predpokladu existence takového reseni mizeme definovat invariantni region na-
sledovné:
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Definice 3.1 (Invariantni region). Bud ¥ uzaviend podmnoZina R™. Rekneme, Ze ¥
je (pozitivné) invariantni region resent ulohy (3.37), pokud pro lokdlni reseni
p:(x,t) = p(x,t) € R™ s okrajovgmi i pocdtecnimi podminkami v ¥ plati

(V(z,t) € Q2 x[0,0))(p(z,t) € X).

Invariantni regiony maji velky vyznam pro dokazovani existence a jednoznacnosti
feseni tloh. Omezenost Teseni diky invariantnimu regionu nam naptiklad umoznuje
zbavit se lokalnosti FeSeni podle nasledujici véty z [38]:

Véta 3.4. Uvazujme ilohu (3.37) s pocatecni podminkou p;,; € BCy = {p|p omezend,
stejnomérné spojitd a |pii| — 0 pro x — oo}. Pokud pro danou ilohu ezistuje in-
variantni region ¥ a pi,; € X pro Vx, pak jeji resent existuje ¥Vt > 0.

Vyslovime nyni tvrzeni vymezujici invariantni region pro nelinearni rovnici s kon-

krétnim tvarem pravé strany, ktery se vyuziva v modelech zminénych v druhé kapi-
tole.

Véta 3.5. Necht redlnd funkce p(z,t) € C([0,1] x [0,T]) 7esi dlohu
opa,t) _ Pp(a,t)

— pZ o)
5 5p2 T /),

p(0,t) = pma(t), p(,t) = pa(t), p(x,0) = pini(x),
f(p) =p(1—p)(p—0.5).

(3.38)

Ddle necht pocdtecni a okrajové podminky lezi v intervalu [0, 1].

Pak (V(z,t) € [0,1] x [0,T]) plati p(x,t) € [0,1]. Tzn. interval [0,1] je invariantnim
regionem.

Diikaz. Diikaz je zalozen na podobném principu jako dikazy principti maxima. Uka-

zeme dtikaz pro horni odhad, pro levy se postupuje analogicky.

Z grafu funkce f(p) (obrazek 3.1) je vidét, ze pro hodnoty p(z,t) > 1 je fo < 0.

0.15

— f(p)

0.10 A

0.05 1 /\
- \/

-0.10

202 00 02 04 06 08 10 12

—0.05

Obrazek 3.1: Tvar funkce f(p)

Pro spor uvazujme bod (Z,%), takovy, ze p(Z,f) > 1. Ze spojitosti funkce p(w,t)
pak musi existovat bod (zg, tg) ve kterém p(zg,ty) = 1. Z tvaru tlohy (3.38) pak ale
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Op(wo, t 9?p(xo, t
p%?& b péo;(; d + fo(p(o,t)) <0, (3.39)
— -0

<0
tudiz funkce p bude na okoli bodu (xg, t) klesajici, coz je ve sporu s existenci bodu
(7).
O

Pozndmka. Tento princip lze jednoduse rozsitit pro vicerozmérné ulohy, v dikazu
bychom zkoumali vzdy jen jednu proménnou a ostatni zafixovali.

3.2 Slabé reseni nelinearni tulohy

Hledani klasického Teseni je v pripadé mnoha tloh velmi obtizné az nemozné — kla-
sicka formulace klade prilis velké naroky na diferencovatelnost feseni. Proto se zavadi
slaba formulace tlohy, ktera na feseni klade vyrazné slabsi predpoklady a umoznuje
jednoduseji potvrdit existenci feseni.

V této Casti se budeme vénovat tloze

op(x,t) 0?p(x,t)

@0 _pPPED ) v x0T, 10
Ple=o =0, ple=t =0, Pli=0 = Pini
kde fegeni p € C([0,7] x [0,1]) N CH((0,T)) N C®((0,1)). V prvnim kroku rovnici
v (3.40) vynésobime funkcemi v(x ) ©(t), které SPIDUJI

v e C((0,1), e CY[0,T]), o(T) =0 (3.41)

a zintegrujeme podle ¢asu i prostorové proménné. Ziskame tak

[t [ ar 20D @yo0) = [t [ ar | DPPED ayo0) 4 oot

() (IT.)

(3.42)

Oznacené ¢leny zintegrujeme per partes, prvni podle prostorové proménné a druhy

podle c¢asu:
= [/Ol dxp(x, t)v(x)tp(t)] — /T dt /l drp(z, t)v(w)e'(t),

(1) = Dol el — [ DD a)oyan

(3.43)

Tyto vyrazy dosadime zpét do (3.42) a vyuzijeme vlastnosti (3.41): ¢(T) = 0
a v(0) = v(l) = 0, ¢imz dostaneme

I T !
0)/da:pim-vx—/ dtgo’t/dxpxtvx
Op(z,t)
:—/ dt o(t /de‘C V( +/ dt/da:fo Vo (t).

(3.44)



32 Kapitola 3. Vlastnosti reak¢né-difuznich rovnic

Pro jednodusi zapis si dale oznac¢ime souciny

[ f@oar=(f.9) o [ fogd=15.9). (3.45)

O funkci p(z,t) pak fekneme, Ze tlohu (3.40) fesi slabé, vyhovuje-li nésledujici
definici.

Definice 3.2. Funkce p(z,t) 1esi (3.40) slabé, pokud pro (Vv € C§°((0,1))),
(Vo € CL([0,T]), o(T) = 0) spliiuje slabou identitu

) (Pini, v /dtgp /dt [ (Dapéi’t),v'(x)>—i—(fo(p),v)].
(3.46)

Zesilime-li nase pozadavky na funkci ¢ na ¢ € D(0,7)) = C5°((0,7)), pak lze
rovnici (3.46) zapsat pomoci distribuci jako

(o) + (0252 v @) o) = Wl b, ()

kde jsme v prvnim ¢lenu vyuzili definici derivace zobecnéné funkce

(flv 90> = _<f7 ()0/)
Prevedli jsme tak tlohu (3.40) na tvar

2o+ (D2 ) = (o,

kde v € C§°((0,1)). Vidime, ze jsme zeslabili nase naroky na Teseni p(z,t) tim,
ze jsme se zbavili druhé derivace podle prostorové proménné. Vztah (3.48) je dobie
definovény pro funkce p,d,p € L*((0,1)) a v(x),v'(z) € L*((0,1)).

(3.48)

3.2.1 Sobolevovy prostory

Diilezitou ¢asti teorie parcidlnich diferencidlnich rovnic jsou tzv. Sobolevovy pro-
story. Podle [5] tyto prostory dokonce lezi v samotném srdci moderni teorie par-
cialnich diferencidlnich rovnic. Pro zavedeni definice téchto prostort pripomenme
definici slabé derivace podle [21].

Definice 3.3 (Slaba derivace). Bud Q otevrend podmnozina R™ a o € Nf mul-
tiindex. Rekneme, Ze funkce g € L} (Q,X) je slabou derivaci rddu o funkce f €
L. (92, X) pokud

loc

| f@opla)dr = (<1° [ g(@)p(a)da (3.49)
pro Yy € C§°(D).
S vyuzitim této definice pak Sobolevovy prostory definujeme podle [21] nésledovné

Definice 3.4 (Sobolevuv prostor). Bud €2 omezend oblast R™ a X Banachiv pro-
stor. Pro k € N a p € [1,00] definujeme Soboleviiv prostor WEP(Q) jako prostor
vsech funkei f € LP(Q,X), které maji slabé derivace vddu |o| < k a tyto derivace
ndlezi LP(2, X).
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Poznamka. Sobolevovy prostory lze zavést i abstraktnéji nebo s vyuzitim Fouriero-
vych fad, viz [28] nebo [5].

Sobolevovy prostory jsou vybaveny normou

Ipllwes = D= DDl (3.50)

la|<k

a jsou Banachovy. V naSem pifpadé nejvice vyuZijeme prostor W12(Q), vyslovime
proto nésledujici vétu z [5] o vlastnostech téchto prostori:

Véta 3.6. Prostor W*?(Q) je Banachiv pro 1 < p < oo, separabilni pro1 < p < oo
a reflexivni pro 1 < p < oo. Prostor W*2(Q) je pak separabilni Hilbertiv prostor se
skaldrnim soucinem

(u,v)prz = > (D, D) 2. (3.51)

0<|al<k

V teorii diferencidlnich rovnic se dale vyuziva specidlni druh Sobolevovych prostort
definovany podle [5] jako:

Definice 3.5. Definujeme prostor W(;C’p(ﬂ) jako uzdver C5(2) v WFP(Q)

Lze ukézat, viz. [5], Ze u € W*P(Q) lezi v WyP(Q) pouze je-li (u]sq = 0) ve smyslu
stop. Tato vlastnost je pak uzite¢na prave pri reseni okrajovych tloh.

Samotné Sobolevovy prostory se vyuziji zejména pri TeSeni neevolucénich diferenci-
alnich rovnic. Priklady okrajovych tloh s vyuzitim feseni ze Sobolevovych prostort
lze najit v [5]. Pfedmétem naseho zkouméani jsou vSak rovnice evolu¢ni, proto navic
uvedeme definici Bochnerovych prostori podle [32]:

Definice 3.6 (Bochnertv prostor). Bud Q2 C R" a T > 0. Oznacme Qr = (0,7) xQ
(¢asoprostorovy wvdlec). Pro funkci u : Qr — R bud zobrazeni u(t) : © — u(z,t)
prvkem néjakého funkcéniho prostoru. Pak funkce p : t — u(t) je prvkem Bochnerova
prostoru, je-li u(t) z Banachova prostoru.

Pozndmka. Budeme vyuzivat Bochneriv prostor LP(1, X) (za X pak budeme brat
o . 1,2
zejména Sobolevuv prostor Wy~ (Q)):

. :
LP(LX>={u:HX|HuHLp(,,X)=(/0 Hu(t>H§<dt> <oo}-

Vratime-li se k tloze (3.48), vidime, ze s vyuzitim nové definovanych prostoru je
dobie definované pro p,v € L2((0,T), Wy?(0,1)) a fo(p) € L*((0,T), L*(0,1)).

3.2.2 Galerkinova aproximace

Slabé teseni lze ziskat Galerkinovou aproximaci, tzn. aproximujeme funkci p(z,t)
kombinaci konecné mnoha funkci z nekonecné ortonormalni baze B Sobolevova pro-
storu W,?((0,1)), o které navic budeme predpokladat (Vv,u € B)((«v,v")2 = 0).
Tyto funkce vytvari podprostor V,,, = [v1,v2,...,Un],. Aproximaci poté zapiSeme
jako

Pm(z,t) = i ag(t)vk(x). (3.52)
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Tento tvar dosadime do (3.48), kde v = v;, v; € V},,, j € 1 a ziskdme

& (Bt o))+ (DS anintio). ) = (S anonton. (@),

(3.53)
a poté jednoduchou upravou

>~ () (o) 5(0) + D3 anfe) (). 4 (0) = (A o). (o)),

k=1
(3.54)
coz spolu s pocateéni podminkou p,,(z,0) = Py, pini(x), kde P, znaci ortogonalni
projekci, vytvari soustavu m obycejnych diferencialnich rovnic 1. rddu pro neznamé
koeficienty «ay(t). Z Picardovy véty vime, Ze tato soustava ma jednoznacné feSeni
na néjakém intervalu [0, T,,), kde T}, > 0. Velikost ¢asu T}, zjistime pomoci tzv. apri-
ornich odhadii.

3.2.3 Apriorni odhady

Nasim cilem je stejnomérné odhadnout posloupnost funkei (p,,) v Bochnerové pro-
storu L2((0,Ty,), Wy ). Podafi-li se stejnomérné omezit posloupnosti (p,,) a (9pm),
budeme z nich moci diky reflexivité [4] Hilbertova prostoru L2((0,T},), Wy*) vy-
brat slabé konvergentni podposloupnost a provést limitni prechod v slabé identité

(3.46).

Omezenim funkei p,, navic zajistime moznost prodlouzeni intervalu [0,7,,) do ne-
kone¢na. Vyuzitim faktu, ze p,, aproximujeme pomoci vektorti ortonormalni baze,
zaroven s vyuzitim Parsevalovy rovnosti ziskavame odhad pro koeficienty a

Il = 3 (o) = 3

v;eB k=1

Z (053 Uk, Uj

UjGB

Z | < K. (3.55)

7 teorie obycejnych diferencidlnich rovnic, pfesnéji véty o vlastnostech neprodluzi-
telného Teseni pak plyne, ze feseni (3.54) muzeme hledat na intervalu [0, c0).

Pristupme k samotnym odhadim. Nejprve vztah (3.54) vynasobime funkci &; a vy-
sC¢itame pres j = 1,...,m, ¢imz dostaneme

(z elt)uno). 3. aj<t)vj<x>) RO SUCIAES SO E)

= (fo( ]
=1 Jj=1

coz se da zapsat jako
Opm O (Opm\\ _ Opm

(1) (11.)

NE
L
=
IS
S
Mz
RS
=
Q@
5
N—————

5] 0

Clen (1.) upravime pomoci lemmatu:
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Lemma 3.7. Plati

Opm O (Opm\\ _ 1d .
<8$ ’8t<8w )) = 5l 7] (3:58)
Diikaz.
d 2 d S ! - / d e / /
%H&CpmH =7 ’;@k(t)vk(x)>’;ak<t>vk(x) =7 kz::l; (Ozkvk,ajvj)

d mom ., m 2 d ) m
= % Z ZO&]COCJ ('Uk,'Uj) = Z 'Uj %a] (t) = Z ||U.7H 2@]0@

kiljzl %,_/2 j:1 j:1

=5 |5 ]

i
=
.
i

O
Pozndmka. V dikazu jsme vyuzili predpoklad orotogonality derivaci funkci z baze
Sobolevova prostoru.

Pro tpravu ¢lenu (IL) si oznacme fo = —w(. Pak méme (11.) = %£(wo(pm),1).
Celkové tak dostédvame

8pm d (o
2 dt Or dt

Zintegrujeme-li tento vztah podle ¢asu od 0 do ¢, ziskdme

H Opm || H Opm ||

Hap" (pm) 1) = 0. (3.59)

(9pm

(wo (Pm) ;1) (0).
(3.60)

Predpokladejme nyni, Ze v ptuvodni rovnici ma ¢len f,(p) ¢asto pouzivany tvar
p(1—p)(p— 7) Pak jsou vSechny ¢leny na levé strané rovnice (3.60) kladné. Abychom
ziskali odhad pro 9.p,,, tyto ¢leny zanedbame a dostaneme odhad zavisejici na po-
catecni podmince pj,;

2[5l

WO (pm ) - 5

(wo (Pm) ;1) (0). (3.61)

D Hapm

Pro stejnomérny odhad tedy bude nutné zajistit urcité dodatecné predpoklady pro p,;.

Pro zpracovani tohoto vyrazu vyuzijeme specialni pripad tzv. Sobolevovy nerovnosti.
Jednoduse si potrebnou nerovnost odvodime, na obecnéjsi pripady lze nahlédnout
v [5]. Budeme uvazovat funkci u € C*([0,1]) splitujici u(0) = 0 = u(l). Pak ji miizeme
zapsat jako

) = u(0) + /0 " (7)dE. (3.62)

S vyuzitim vlastnosti integralu a Schwarzovy nerovnosti pak

|</ W) 1di < (/ ldm) (/ o (& ydx) . (3.63)

S’chwar‘z
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Cleny na pravé strané pak urc¢ité nezmensime, budeme-li integrovat pres cely interval

(0,7)
lu(z)] < 13 (/Ol |u'(x)|2dx> By (3.64)

Ziskavame tak nerovnost, kterd ndm umocnénim a opétovnym zintegrovanim ptes (0, )

dé odhad z l
/0 u(z)|? < 12 ( /O |u/(x)|2di'>. (3.65)

Umocnime-li pak pred integraci nerovnost (3.64) na ¢tvrtou, ziskdme odhad

/0 )t < P < /0 l |u’(x)|2di>2, (3.66)

ktery také potiebujeme, jelikoz funkce wy ve vztahu (3.61) je polynom ¢tvrtého
stupné.

Celkové tak dostavame stejnomérny odhad pro 85—;” za predpokladu, ze pocatecni

podminka pi,:(x) € Wy((0,1)). Sobolevova nerovnost (3.65) ndm pak zajisti, Ze tento
odhad omezi i posloupnost p,,. Odhadnuti téchto dvou ¢lenii ndm umozni divat se
na (p,) jako na posloupnost v prostoru L2((0,T), Wy*((0,1)) definovaném na strané
33.

Jelikoz je tento prostor reflexivni, mizeme vybrat podposloupnost (p,,), kterd v pro-
storu L2((0,T), Wy'*((0,1))(déle jen H) slabé konverguje, tzn.

YweH  (po,v)n 225 (5,0)g (3.67)

Nasim cilem je provést limitni prechod ve slabé identité (3.46)

~000) P ) = [t ) = [t |- (DD, ) 4 (o))

(3.68)
U prvniho ¢lenu mame konvergenci zajisténu, jedna se o projekci pocatecni pod-
minky na prostor Wy*((0,1)), ve kterém sama lezi. Dalsi dva ¢leny konverguji, jelikoz
jde o vyrazy které se vyskytuji ve skalarnim soucinu na prostoru H. Nejproblema-
tictéjsi je nelinedrni ¢len s funkei fo((pny). Podle [29] se budeme snazit odhadnout
rozdil

’/OTdtSO(fo(pm/),v) —/OTdtgo(fo(ﬁ),v) (3.69)

tak, abychom ho v limité dostali k nule. Vyraz prepiseme a odhadneme s vyuzitim
Schwarzovy nerovnosti jako

[ o tom)0) = )| < [ o) = PNl (20

Funkci fy uvazujeme jako polynom, je tedy lokalné lipschitzovska a diky omezeni,
které jsme ziskali z teorie invariantnich regiont (viz str. 29) muzeme psat

[fo(pm) = fo(P)I < Kllpm —pl[- (3.71)
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Tento vztah dosadime do odhadu (3.70) a pouzijeme Hélderovu nerovnost

QWHQWW@M%HWW%§%QTWW—M%Q; 372

Jelikoz je funkce p(t) dle predpokladii omezend, jedinou moznosti, jak vyraz poslat
k nule, je zajistit aby

P — Bl “=2 0. (3.73)
K tomu je potteba zajistit silnou konvergenci p,,, — p, kterou ziskame z Vety o kom-

paktnim vnoreni (nékdy oznacované jako Aubinovo - Lionsovo Lemma), kterou zde
podle [29, 41] uvedeme.

Véta 3.8 (O kompaktnim vnoreni). Bud By C B C By Banachovy prostory, By
a B navic reflexivni, py, p1 € (1,00) a By << B. Definujeme mnozinu

0
_ {v|u € L((0,T), Bo) A 5y € L ((0,7), Bl)} (3.74)
S normou
ov
lolly = om0 + | o1 . (375
LP1((0,T),B1)

PakY —— L*((0,T), By).

Poznamka. Lze vyslovit i silnéjsi tvrzeni se slabsimi predpoklady na prostory By, B, By,
viz [36].

Pozndmka. Symbol X << Y znaci kompaktni vnoreni prostoru X do Y, tzn. slabé
konvergentni posloupnost v X konverguje v Y silné.

V nafem pifpadé volime By = Wy*((0,1)),B = B, = L*((0,1)),p0 = p1 = 2.
Pozadovanou integrabilitu % jednoduse ziskame navratem k apriornim odhadtm
na strané 35, kde jsme ve vyrazu (3.60) pravé tento clen pro dalsi odhady dosud
nevyuzili.

Véta nam tedy zajisti potfebnou silnou konvergenci (3.73). Podafilo se ndm tak
ukézat, ze rozdil (3.69) je limtné roven nule. Celkové tak konetné mizeme provést
limitni prechod

_ . /
_90(0) m'Pini, U / dt@ pm/,v / dtSD _< gﬁt ,?)) +(f0(pm’)vv)‘|

lm—>oo

pmzu / dth p, /OTdtSO - (Dgf:a UI) + (fO(ﬁ)7U>] :

Vidime, ze funkce p vyhovuje slabé identité a je tedy slabym fesenim.

3.2.4 Jednoznacnost slabého resSeni

Strucné ovérime jesté jednoznacnost tohoto slabého feseni. Budeme postupovat spo-
rem podle [44]. Uvazujme funkci v € L2((0,T), Wy*((0,1)), kterd je také slabym
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feSenim.. Prostor Wy%((0,1)) je separabilni (viz véta 3.6), tedy ma nejvyse spocet-
nou ortonormélni bazi, ozn. V' = {vy, vy,... }. Funkce u,p pak mizeme zapsat jako

D = i ak(t)vk
u = i Bk(t)vk

Oznacime si z = u — p, koeficienty funkce z pak budeme znacit y;(t). Odecteme-li
od sebe tlohu (3.48) s dosazenymi funkcemi u a p, ziskdme

(3.76)

o)+ D (022, 000) = (folw) — folB),v).

dt (3.77)
2(x,0) =0,

kde jsme za funkci v dosadili vy pro k € N. Pro jednodussi zapis si ozna¢me G(t) :=
fo(u) — fo(p) V prvnim ¢lenu dosadime za funkci z jeji rozvoj a dostaneme

th (1) (v, v1) + D (9p2, Dvp) = (G(1), vp) , (3.78)

Vynasobime-li celou rovnici 73, a vyuZijeme vztahu 1 3 dﬂk Y& Yk obdrzime

1d

517 () (v, v8) + D (D2, ()0svr) = (G (1), 3e(t)r) (3.79)

Tento vztah poté obdobné jako v ¢asti o apriornich odhadech vyscCitame pres
k € m pro néjaké m € N, vynasobime funkci ¢ € C'([0,T]) spliujici ¢(T) = 0
a zintegrujeme podle Casu pres interval (0,7"). Po tipravé dostaneme

520 SO ol = 5[50 ol gty

4D / (a 2, Z% £)0 Uk> £)dt / ' (G(t),kil%(t)vk> o(1)dt.

(3.80)
Tento ¢len limitnim prechodem (detaily viz [44]) prejde na

SoO) el 2 112
S Z@nz
50 2

+D /0 <8zz,8xz(t)><p(t)dt: /0 LG, () p(t)dt.
(3.81)

Nyni, obdobné jako u predchozich odhadii zapiseme po tpravé rovnost ve smyslu
distribuci

S =IP + Dol = (G, 2). (3:52)

S vyuzitim lipschitzovskosti fy a Schwarzovy nerovnosti dostaneme odhad

<K 3.83
=l < K], (3:83)

ktery lze zapsat jako
1d
5 7 (12l exp{—2K1}) <0. (3.84)



3.3. Uloha na kiivkach 39

Zintegrovanim podle casu pres (0,t) a vyuzitim faktu z(0) = 0 dostdvame
||2]|* exp{—2Kt} < 0. (3.85)

Odtud jiz z = u — p = 0, coz jsme chtéli ukazat.

3.3 TUloha na k¥ivkach

Budoucim cilem préace je smérovani k modelovani siteni elektrického signalu v srdci
jakozto celku. Je proto potieba prejit od primek a rovin k obecnéjsim varietam.
Tento presun bude jednou z naplni budouci prace, nyni pouze naznacime zptisob
presunu z primek na kiivky.

Tento krok ukazeme na jednoduchém prikladu zakona zachovani. Na primce lze
zapsat hmotu obsazenou v intervalu (z1, xs) jako

m(t) = /:2 p(x,t)dx, (3.86)

1

kde p(z,t) znaci hustotu nebo koncentraci hmoty. Zménu hmoty v intervalu (zy, z5)
v Case pak ziskdme jako

in(t) = (1, 6) = o2, t) + [ Q(x, t)dz, (3.87)

kde j(z,t) znaci tok v daném misté a Q(x,t) je zdrojovy ¢len. Cleny s tokem j(z)
muzeme souhrné zapsat

T2
() — j(ast) = —/ B, (x, t)da. (3.88)
71
Dosadime-li tento vztah spolu s (3.86) do (3.87) dosatneme
d i) x2 T2 (9
< 1)d / iz t)d :/ 1)d . .
i ), p@Ddet [ Conj(ede = [ Q. tdr /o (3.89)
z ¢ehoz pak naznacenou derivaci obdrzime
ap .
a('%t) + 8&7(1'7 t) = Q(x>t)' (3'90)
Pouzijeme-li nyni Fickuv zakon, podle kterého
dp
(z,t) = —K— 3.91
j,t) 9’ (3.91)
muzeme vztah (3.97) zapsat jako
ap 0 ap
—(r,t) —— | K=— | = t 3.92
et - 5 (K57) =t (3.92)

coz je hledany zakon zachovani.

Podivejme se nyni na tento zdkon na kfivce. Hmotu opét zapiseme jako integrél,
tentokrat vsak nemiizeme integrovat rovnou podle prostorové proménné a musime
zvolit parametr s parametrizujici nasi kiivku 7(s)

m(t) = / 7 o, t)ds. (3.93)

1
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Derivace se pak oproti ptimce zméni na
82
m(t) = j(a1,t) — j(xa,t) + / Q((s), t)ds, (3.94)
S1

kde jsme vyuzili zapis parametrizace Z(s), #(s1) = 2, a Z(s2) = x3. Cleny s tokem
tentokrat prepiseme na

o t) = jlazt) = = [ 0(3(s), ) (3.95)

S1

Zkombinovanim vztaht pak dostaneme

d s
t)da + / (7 / " Q(E(s), t)ds (3.96)
dt s1
a analogicky s primkou pak

dp 05(7(s),t)

(o)) + LD Q). ) (397

Parcidlni derivaci podle parametru si jesté vyjadiime z definice kiivkového integralu
prvniho druhu

mit) = / p(x, t)ds = /u p(E(w), )]0, T ()| du, (3.98)
ze které vidime, ze
0 1 0
ds |0z (u)| Ou’ (3.99)
Celkové pak zakon zachovani na kiivce po dosazeni Fickova zakona zapiseme jako
ap, _, 1 0 1 Op .
t K——— t) | = t). 1
2100~ e (K @) = Q. @100

Budeme-li predpokladat, ze koeficient K nebude zaviset na poloze, miizeme jej vy-
tknout pred derivaci. Pripustime-li navic, ze zdrojovy ¢len Q zavisi na hustoté, zis-
kame reakéné-difuzni rovnici na kiivce. Ukazku zobecnéni na plochu s pouzitim
Laplaceova-Beltramiho operdtoru najde ¢tenar v [45].

Nabizi se otazka jestli odvozovani slabého feseni nebylo zbyteéné, budeme-li se déle
zabyvat kiivkami a povrchy. Odpovéd nam dé& pohled na skalarni soucin pres krivku

(u,v), = A wvdy = / w(Z(5), 1), 0(T(s), 1)|BuZ(w)| ds. (3.101)

Vidime, Ze budeme-li brat regularni ktivku (alespoti po ¢astech C'), miizeme ¢len

lauf(u)| odhadnout konstantou a nasledné vyuzit jiz ziskanych odhadi pro klasicky
soucin (u, v).



Kapitola 4

Numerické reseni evoluénich
rovinic

V této kapitole se budeme zabyvat numerickym feSenim parcidlnich diferencialnich
rovnic. Nejprve bude pfedstaveno numerické feseni rovnice vedeni tepla v jedné
dimenzi a jeho srovnani s presnym TeSenim odvozenym v kapitole 3. Rovnice ve-
deni tepla bude nasledné resena také ve dvou dimenzich. Poté bude provedena pa-
rametricka studie Allenovy-Cahnovy rovnice, jakozto zastupce nelinearnich rovnic
a na zaver prace bude provedena také vypocetni studie FitzZHughova-Nagumova mo-
delu.

Veskeré vypocty budou implementovany v programovacim jazyce Python a vizuali-
zovany pomoci knihovny Matplotlib.

4.1 Rovnice vedeni tepla v 1D

Uvazujme jednorozmeérnou rovnici vedeni tepla s podminkami

Op(z,t) B 0?p(x,t)
5 = DS 4 ) v (ab) x (0,T), @
p‘m:O = M1, p‘m:l = 2, p’t:o = Pini-

Pro numerické teseni pouzijeme metodu siti, konkrétnéji pak Eulerovo explicitni
schéma. Kartézsky soucin intervalu [a, b] x [0, 7], na kterém ulohu fesime, diskreti-
zujeme na:

e prostorovou sit uzli w, = {a+jh|j=0,1,...,Nx}, kde h = l}\?—; je prostorovy
krok

e casové hladiny k7, kde kK = 0,1, ... Np, pricemz 7 = NLT budeme znacit casovy
krok.

Hodnoty funkeci v bodech sité budeme pro zjednoduseni znacit p? = p(a+jh, k). Di-
ferencialni vyrazy v rovnici (4.1) pak nahradime prislusnymi pomérnymi diferencemi
odvozenymi z Taylorova rozvoje. Pro ¢asovou derivaci zvolime doptednou diferenci,
pro nahradu druhé prostorové derivace pak diferenci centralni

op(z,t)  py*t —pk
o = 1 0(r), (4.2)

41
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0?p(x,t) _ Py =208+,
0x? h?
Dosazenim téchto ndhrad do tlohy (4.1) ziskdvame ndsledujici diferenéni schéma

+ O(h?). (4.3)

k+1 k k k k
A N T R S

T h2 3 (4.4)
p’é = 1 (k7), péﬁvx = pa(kT), p?- = Pini(T5),
kde j = 0,...Nx —1a k =0,...,Nr — 1 (u podminek je pfipustnd i hodnota
Nx, resp. Nr). Clen pf“ lze jednoduse vyjadrit, coz vede k jednoduchému algo-
ritmu.

Celkové m4 explicitni metoda fdd konvergence O(7 + h?). JelikoZ se ale jednd o tzv.
relativné stabilni metodu, neni konvergence automaticky zajisténa, viz [46]. Pod-
minka stability, ktera je zaroven podminkou nutnou ke konvergenci, ma pro expli-

citni schéma tvar )
-
D— < —. 4.5
h? = 2 (45)
Tato podminka je urfitou nevyhodou tohoto schématu - zhustovanim prostorové sité
se vyrazné zmensuje prostorovy krok a tedy zvysuje vypocetni narocnost. Naopak

vyhodou schématu je pomérné jednoducha implementace.

4.1.1 Presnost vypoctu

Abychom ovérili presnost numerické metody, pouzijeme tzv. Experimentdlni rdd
konvergence (EOC) podle [10]. Vyuzijeme toho, ze u rovnice vedeni tepla mame
k dispozici analytické feseni odvozené v sekci 3.1.2, a budeme ho porovnavat s jeho
numerickou aproximaci. EOC dvou siti wy,, wp; pak ziskdme jako

In EG)

EOCZJ _ l E®) : (46)

kde EY znadf maximum z chyb v ¢asovych uzlech j-té sité, pficemz rozdil v k-tém
uzlu je, oznac¢ime-li analytické feSeni jako p(x,t), ziskan jako

n—1 2 4
By = (3 hluf = plkr,a+ jh)| )3, (4.7)
j=1

pripadné pomoci maximové normy jako

F., = max ‘uf —p(kt,a+ jh)‘. (4.8)
J

4.1.2 Rovnice bez pravé strany

Podivejme se nejprve na tlohu (4.1) bez zdrojového ¢lenu f(xz,t). Pfipomerime,
ze tvar analytického TeSeni pro takovou tlohu je

™n ™

pla,t) = icn exp{—p(l)%} sin ("), (4.9)
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kde C), znaci Fourierovy koeficienty pocateéni podminky
> ™
Pini = »_ Cpsin . (4.10)
k=1

Pro pfesnost budeme v téchto rovnicich volit pouze kone¢ny pocet s¢itancti. U kaz-
dého z vypoctl uvedeme v tabulce nastaveni toho vypoctu, ktery zobrazime v grafu,
v prislusnych EOC tabulkach pak ¢tenaf najde hustoty jednotlivych siti. Hustotu
casové sité budeme volit podle sité prostorové tak, aby byla splnéna podminka
(4.5).

Diferen¢ni schéma tlohy (4.1) bude mit tvar

ket ok, TPk k k
ui " =g+ ﬁ(ujJrl — 2uj + Uj—1)7 (411)
U’S = M1, Ulfvx = M2, U? = Uini(2;)-
Nastaveni vypoctu ¢. 1 Uloha (4.11)
Parametr Znaceni Hodnota Poé¢. a okr. podminky
Pocet s¢itancu m 3 =20
Koeficienty C1,Cy,C3 —0.4,0.3,0.7 po =0
Difuzni koeficient D 1 Uipi = Zi:l Cpsin Ttz
Pocet ¢as. kroku Nr 3200 Interval (0, 10)
Pocet prost. kroku Nx 100 Cas (0, 15)
0.751
0.50 o8
0.254 0.4
. 0.00 4 :‘z
2:_0'257 —.02
—0.50 - —04
—0.75 -0.6
—1.00 - -08
23 2 a 6 8 10 h
Obrazek 4.1: Po¢. podminka vypoctu ¢. 1 Obrazek 4.2: Graf vypoctu ¢. 1

V tabulce 4.1 vidime, ze v pripadé vypoctu ¢. 1 metoda konverguje s presnosti
druhého radu. Zaroven se na obrazku 4.2 potvrzuje princip maxima zminény v sekci
3.1.4 — funkce u(z, t) skutecné nabyva svého maxima v poc¢atecnim okamziku.

Ve vypoctu ¢. 2 se podivame, jak se zméni prabeh funkce zménou difuzniho koefici-
entu.

Mensi difuzni koeficient podle o¢ekavani zptisobi pomalejsi prubéh funkce wu(z,t),
jak je vidét na obrazku 4.4. Povsimnéme si zaroven v tabulce 4.2, Ze s nizsim di-
fuznim koeficientem se vyrazné snizily pozadavky na hustotu ¢asové sité plynouci
z podminky stability (4.5). V této tabulce také opét vidime konvergenci druhého
radu.
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Vypocet EOC

h Nx | Nr | max(Es) | max(E) || EOCy | EOC,
0.05 | 200 | 12800 | 0.0002 | 0.00010 [ 29010 | 2:0015
0.025 | 400 | 51200 | 0.00005 | 0.00002 || 2:0004 | 2.0003

Tabulka 4.1: EOC vypoctu ¢. 1

Nastaveni vypoctu ¢. 2

Uloha (4.11)

Parametr Zmaceni Hodnota Po¢. a okr. podminky
Pocet séitanct m 3 p1 =0
Koeficienty C1,05,C3 —0.4,0.3,0.7 o =0
Difuzni koeficient D 0.05 Uini = Y0 Oy sin T
Pocet cas. kroki Nrp 150 Interval (0, 10)
Pocet prost. kroku Nx 100 Cas (0, 15)
Vypocet EOC
h Nx | Np | max(E) | max(E.) || EOCy | EOC,,
o1 |100] 150 | cooos | ocoood | 1972 | LTSS
0.05 | 200 | 600 0.0002 0.0001 2.0020 1 2.0019
0.025 | 400 | 2400 | 0.00005 | 0.00002 | 20002 | 2:0005
Tabulka 4.2: EOC vypoctu ¢. 2
0.754
0.50 0.7
0.251 0‘2
_. 0007 o:o
.2:—0.25* -0,
—0.50 -0.
-0.751 0.
—1.00 -1,
23 2 4 6 8 10

Obrazek 4.3: Poc¢. podminka vypoctu ¢. 2

Obrazek 4.4: Graf vypoctu ¢. 2

4.1.3 Rovnice s pravou stranou

Uvazujme nyni v rovnici (4.1) funkei f(z,t), predstavujici zdrojovy ¢len. Diferencéni
schéma tulohy pak bude mit tvar

Dt
k+1 k k k k k
ui " =y + e (uj+1 — 2uj + uj_l) +T7f, (4.12)
ulg = 1 (kT), u’fVX = po(kT), u? = Uini ().
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Pridani pravé strany ovlivni také vysledny tvar analytického TeSeni

RS ™ t ™ ™
=3 [c exp{ =Dt + [ exp{~(C2D(t = 1) balr)dr] sin (o),
B (4.13)
kde f,(t) oznacujeme Fourierovy koeficienty rozvoje funkce f(x,t)
Z fu(t)sin Lm (4.14)

Uvazujme nejprve pro jednoduchost zdrojovy ¢len konstantni v ¢ase, navic s konec-
nym rozvojem

Z fnsin @ fn = konst. (4.15)
Muzeme pak jednoduse spocitat integral v (4.13) a ziskat tak tvar feseni

Ch, exp{—D(ﬂl—n)zt} + <7Tn> {; (1 —exp{ ( ln)QDt}>] sin(ﬂl—nx).

(4.16)

p(l‘,t) = il

Parametry vypoctu nastavime podle tabulky nize.

Nastaveni vypoctu ¢. 3 Uloha (4.12)
Parametr Zmaceni Hodnota | Poc¢. a okr. podminky
Pocet séitancu m 3 =20
Koeficienty ¢, 62, G5 =1, =1, =1 o =0
flaf27f3 17 171
Difuzni koeficient D 0.5 Uini = S0 _, Cy sin T
Pocet cas. krokt Nrp 1600 Interval (0, 10)
Pocet prost. kroki Nx 100 Cas (0, 15)

—— Poc. podm.
—— Zdrojovy ¢len

-
5 R

u(x,0), f(x)
o
(axn
o N & O ®

-1

|
N

-2

Obrazek 4.5: Nastaveni vypoctu ¢. 3

Obrazek 4.6: Graf vypoctu ¢. 3
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Vypocet EOC
h Nx | Nr | max(Es) | max(E) || EOCy | EOC,
0.05 | 200 | 6400 | 0.0020 | o0.0013 || 20007 | 2.0006
0.025 | 400 | 25600 | 0.0005 | 0.0003 | 2002 | 2.0002

Tabulka 4.3: EOC vypoctu ¢. 3

Tvar funkef w;,; a f(z) pro vypocet ¢. 3 je vyobrazen na obrazku 4.5, jeho vysledek je

druhého radu, chyby vsak priblizné o rad vzrostly.

Uvazujme dale zdrojovy ¢len zavisly na case. S ohledem na integral v rovnici analy-
tického TeSeni (4.13) ho budeme volit v takovém tvaru, abychom ho mohli analyticky
vyjadrit a vyhuli se tak jeho numerické aproximaci. Koeficienty f,(t) tedy volme na-
priklad jako

fn(t) = ncos (Kt) — flz,t) = i ncos (Kt)sin (WTnx) (4.17)

n=1

Tvar analytického feseni pak bude

pla,t) = né [On exp{—D(Wln)?t}

exp{—A\,Dt}n
A2 D? + K2

(exp{)\nDt}(AnD cos(Kt) + K sin(Kt)) — )\nD)] sin (?w),

(4.18)

2
kde jsme oznacili A\, = (%) . Vypocet nastavime podle tabulky nize.

Nastaveni vypoctu ¢. 4 Uloha (4.12)
Parametr Zmaceni Hodnota | Po¢. a okr. podminky
Pocet s¢éitancu m 3 w1 =20
Koeficienty 1, €, G5 —1 =1, =1 o =0

fn n- cos(%“t)
Difuzni koeficient D 0.5 Wipi = 22:1 Cpsin 'z
Pocet cas. krokt Nrp 1600 Interval (0, 10)
Pocet prost. kroku Nx 100 Cas (0, 15)

I v tomto pripadé v tabulce 4.4 vidime, ze fad konvergence explicitni metody je
ve vypoctu ¢. 4 druhého radu, chyba vsak oproti predchozim vypoctiim opét vzrostla,
zejména pak u nejridsi site.
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|

o

n
(¥'x)n

0 2 4 6 8 10
X

Obrazek 4.7: Po¢. podminka vypoctu ¢. 4 Obrazek 4.8: Graf vypoctu ¢. 4

Vypocet EOC

h Nx | Nr | max(E2) | max(E) || EOCy | EOCy
0.05 | 200 | 6400 | 0.0145 | 00004 || 20004 | 2:0004
0.025 | 400 | 25600 | 0.0036 | 0.0024 | 20001 | 2.00002

Tabulka 4.4: EOC vypoctu ¢. 4

4.2 Rovnice vedeni tepla ve 2D

V této ¢asti prevedeme tilohu (4.1) do dvou prostorovych dimenzi. Ziskdme tak ilohu

op(z,y,t)  _ (&plx,y,t) O*p(z,y,t)
=Dl T % + flzy,t) v x(0,T),

pl(x,y)eaﬂ = K p|t:0 = Pini- QC RQ

(4.19)

kterou pro jednoduchost budeme Tesit na ¢tverci, tj. Q = [a,b] X [a,b]. I v tomto
pripadé pouzijeme Eulerovu explicitni metodu a diskretizujeme €2 analogicky s jed-
norozmeérnou ulohou. Druhou derivaci podle y nahradime také stejné jako v jedno-
rozmérném pripadé centralni diferenci

3220(95, y,t) _ p?,i-l—l - 2p§,i + p?,i—l

2 4.2
o2 2 + O(h?), (4.20)

ve které jsme pouzili znaceni p(z;,y;, k1) = pfl Celkové jsme tak tulohu (4.19)
prevedli na

7D D
p?jl = pfz + ﬁ(P?H,z‘ - QP?,Z‘ +p§—1,i) + ﬁ(lﬁ,iﬂ - 2p§,i +p§7i—1) + Tffz‘- (4-21)

T Y

Budeme-li déle predpokladat, ze h, = h, = h, mtzeme tlohu (4.19) véetné podminek
zapsat jako

7D
P%Fl = pfz + ﬁ(p;?—&—lj + p?—l,i + pf,i+1 + p;i—l - 4p§,z‘> + Tf;fm
Phs = tiese(Yi, kT), Py = Hright (Ui, kT), (4.22)
p?,o - ,U/down(xﬁ kT)? p‘];':,NY - /’Ltop(xj7 kT)?

p?,j = Pini (%’» Yi)
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kde k € {0,...Np —1},5 € {1,...Nx — 1} ai € {1,... Ny — 1}. V podminkéch
jsou pak zahrnuty i vynechané krajni body.

Pro konvergenci explicitni metody je i ve dvou dimenzich nutné splnit podminku
stability, kterd v nasem pripadé bude mit tvar [46]

D— <= (4.23)

o |

-
2
Pristupme nyni k samotnym vypoctim. Uvazujme nejprve tlohu (4.19) bez pravé
strany. V prvnim vypoctu budeme dvé ze stran zahtivat na hodnotu 100, v druhé
pak bude teplota na okrajich zaviset na pozici. Tyto vypocty nastavime podle ta-

bulky Nastaveni viypoctu ¢. 1, resp. Nastaveni vipoctu ¢. 2, prubéh funkce p(x,t) ve
trech riznych casech je pak vyobrazen na obrazku 4.9, resp. 4.10.

Nastaveni vypoctu ¢. 1 Uloha (4.22)
Parametr Zmaceni Hodnota | Poc¢. a okr. podminky
Difuzni koeficient D 4 tieft = 0 Hright = 0
Zdrojovy ¢len f(z,t) 0 Hdown = 100 fite, = 100
Casovy krok T 6—14 Wips = 0

Pocet ¢as. kroki Np 12800 Cas (0, 200)
Pocet prost. kroki Ny, Ny 100 Oblast [0,50] %0, 50]

Teplota v Case t = 0.000 Teplota v case t = 12.500

50 Teplota v ¢ase t = 200.000

50 100
a5 45 45
40 40 40 80
35 35 35
30 30 30 60
>25 =25 >25
20 20 20 40
15 15 15
10 10 10 20
5 5 5
905 10 15 20 25 30 35 40 45 50 %0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0
X

o]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
X X

Obrazek 4.9: Reseni vypoétu ¢&. 1

Nastaveni vypoctu ¢. 2 Uloha (4.22)
Parametr Znaceni Hodnota | Poc¢. a okr. podminky
Difuzni koeficient D 4 Hieft = 100‘5111(1”—33/)‘ = [right
Zdrojovy ¢len f(z,t) 0 Hdown = 100’sin<1l3x)‘ = [ltop
Casovy krok T é Wip; = 0

Pocet ¢as. kroki Nr 12800 Cas (0, 200)
Pocet prost. kroki Ny, Ny 100 Oblast [0,50] x[0, 50]
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Teplota v ¢ase t = 0.000 Teplota v Case t = 12.500 Teplota v case t = 200.000

50 50 50 100

45 45 a5

40 40 40 80

35 35 35

30 30 30 60
=25 >25 >25

20 20 20 40

15 15 15

10 10 10 20

5 5 5

% 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 % 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 % 5 10 15 20 25 30 35 40 45 s0 O

X X X

Obrazek 4.10: Reseni vipodtu ¢&. 2

Ve tiretim vypoctu zahrneme do rovnice zdrojovy ¢len konstantni v case - funkce
f(z) bude reprezentovat ctvercovou obroucku predavajici teplo (f = 100) a vloze-
nou do stredu oblasti. Nastaveni tohoto vypoctu najde ¢tenar v tabulce Nastaveni
vypoctu ¢. 3, prubéh feseni pak na obrazku 4.11.

Nastaveni vypoctu ¢. 3 Uloha (4.22)
Parametr Znaceni Hodnota | Po¢. a okr. podminky
Difuzni koeficient D 4 fiefe = 0 Hright = 0
Zdrojovy ¢len f(x,t) Text Hdown = 0 ftop = 0
Casovy krok T é Win; = 0

Pocet ¢as. krok Nr 12800 Cas (0, 200)
Pocet prost. kroki = Ny, Ny 100 Oblast  [0,50] %[0, 50]

Teplota v ase t = 6.250 Teplota v ¢ase t = 62.500 Teplota v ¢ase t = 200.000

50 50 50

140

45 45 45

40 120
35

40 40

35 35

100

30 30 30

80

>25 >25 >25

20 60
15

20 20

15 15

40

10 10 10

5 5 5 20

0 0

0 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
X X X

Obrazek 4.11: Reseni vypodétu &. 3
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4.3 Allenova—Cahnova rovnice

V této sekci bude proveden rozbor numerického teseni jednorozmérné Allenovy-
Cahnovy rovnice ve tvaru

op Pp 1

9 _ 9P F b) x (0,T

L R IR TDPIUE) o
p|x:a = M1, p|m:b = W2, p|t=0 = Pini;»

jakozto zastupce nelinearnich rovnic. Tato rovnice se vyuziva k popisu prechodu
litek mezi dvéma skupenstvimi, podrobnosti ¢tenaf najde napi. v [2]. Clen Fy cha-
rakterizujici pusobici silu v nasem pripadé volime Fy=konst a funkci fo(p) jako
uz difve zminovany polynom

1

Jo(p) =p(1 —p)(p — 5)- (4.25)

Zbyvajici parametr £ v rovnici vyjadiuje sitku rozhrani mezi skupenstvimi.

Vypocet bude stejné jako v pripadé rovnice vedeni tepla proveden pomoci Eulerovy
explicitni metody, kdy diskretizujeme ¢asovy a prostorovy interval (podrobnosti viz
sekce 4.1) a parcidlni derivace v rovnici (4.24) nahradime dopfednou diferenci, resp.
diferenci centralni v pripadé prostorové derivace,

k+1 k
dp pi D
7('777 t) = )
2 k kg ok (4.26)
9, p(x f) = Piv1 — 200 + pia
022" h2 ’

kde pf zna& hodnotu funkce p v i-tém prostorovém a k-tém casovém bodé sité
vzniklé diskretizaci ulohy.

4.3.1 Vliv parametri ¢ a Fj

V nasledujicim vypoctu bude ukazano, jak volba parametri ¢ a Fj ovliviiuje vysledné
feseni. Diferen¢ni schéma fesené tilohy na (a, b)x(0,T), ze kterého snadno vyjadiime
itera¢ni vztah, ma nasledujici tvar

dt h2 g2l RA Y (4.27)
Py =, Phew = Mo, DY = Pini,

Nastaveni vypoctu volime tak, aby byly splnény nésledujici podminky:

« Byla splnéna podminka stability (4.5)
e Prostorovy krok byl mensi nez &

V prvnim vypoc¢tu nastaveném podle tabulky Nastaveni vypoctu ¢. 1 se podivame
na tvar TeSeni pro rtzna nastaveni £ bez ptisobeni silového c¢lenu Fj. Na obrazku
4.13 vidime, Ze se TeSeni ustdli v bodé x = 0.5 a zména parametru £ ovliviiuje sklon
feseni, ktery v modelu ukazuje tloustku rozhrani. Hodnoty funkce p =0 ap =1
pak indikuji dvé zminovana skupenstvi.
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Pridame-li ve vypoctu 2 (Nastaveni vypoctu ¢. 2) do rovnice silovy ¢len Fy, na ob-
razku 4.14 vidime, ze Teseni je z bodu x = 0.5 vypuzeno. Volba hodnoty Fy podléha
jistym omezenim - pro spravné chovani modelu je nutné, aby méla prava strana
rovnice (4.24) stédle tii kofeny. Z tvaru funkce f(p) (obrazek 4.12) je pak ziejmé,
ze musi platit

1 13

Fo < zmax{f(p)} (4.28)

< R
0.15 R
Obrazek 4.12: Tvar f(p)
Nastaveni vypoctu €. 1 Uloha (4.27)
Parametr Znaceni Hodnota Poc¢. a okr. podminky
Siika rozhranf ¢ 0.05—0.01-k, keb p =0
Silovy ¢len Fy 0 fo =1
Prostorovy krok h %’“ Dini = 0.5
Pocet cas. kroki Ny Tabulka 4.5 Interval (0, 1)
Pocet prost. kroku Nx Tabulka 4.5 Cas (0, 0.15)
§ | Nx| Nr

0.01 | 200 | 12500
0.02 | 100 | 3200
0.03 | 67 | 1400
0.04 | 50 | 800
0.05 | 40 500

Tabulka 4.5: Sité vypoctu ¢. 1 a 2
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Nastaveni vypoctu ¢. 2

Uloha (4.27)

Parametr Zmaceni Hodnota Poc¢. a okr. podminky
Sifka rozhrani 13 0.05—0.01-k keb =0
Silovy ¢len F, £ e =1
Prostorovy krok h %’“ DPini = 0.5
Pocet ¢as. kroku Nrp Tabulka 4.5 Interval (0, 1)
Pocet prost. kroki Ny Tabulka 4.5 Cas (0, 0.15)
1.24 Hodnota § 1.24
o =22 ol 7 —_—
0gq — 003 0.8 1
— 0.02
" 06— 001 n067
;: 0.4 ;: 0.4+ Hodnota §
= = 0.05
0.2 0.2 1 0.04
0.0 0.0 — 003
— 0.02
—0.2 1 —0.2 1 — 0.01
00 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 10
X X

Obrazek 4.13: Vypocet ¢. 1 Obrazek 4.14: Vypocet ¢. 2

4.3.2 Reseni ve tvaru postupné viny

Analyza Allenovy-Cahnovy rovnice je pro nas zajimava také z divodu, ze spravnym
nastavenim ni jsme schopni vyvolat feseni ve tvaru postupné vlny, coz je typické
pro siteni signalu v excitovatelném prostiredi. O TeSeni p fekneme, Ze je postupnou
vlnou, splnuje-li

p(z,t) = p(z — ct) = p(z), (4.29)

kde ¢ znaci rychlost pohybu ve sméru osy x. Proménna z = x — ct se pak nékdy
oznac¢uje jako vlnové proménnd [30].

Takové Teseni vyvolame nastavenim podle tabulky Nastaveni vypoctu ¢. 3 a jeho
prubéh je vyobrazen na obrazku 4.15.

Nastaveni vypoctu ¢. 3 Uloha (4.27)

Parametr Znaceni Hodnota | Poc¢. a okr. podminky
Sitka rozhrani 13 0.02 =1
Silovy ¢len a8 Z [y =0
Prostorovy krok h %" Pini =0
Pocet cas. krokt Ny 4000 Interval (0, 1)
Pocet prost. kroki N, 200 Cas (0, 0.04)
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1.4 Cas 1.4 Cas
—0 — 0
1.2 4 0.01 1.2 4 0.01
— 0.02 — 0.02
— 0.03 — 0.03
1.0 1 — 004 1.04 — 0,04
0.81 0.8 1
= =
% 0.6 7 061
r Y
0.4 4 0.4 4
0.2 0.2
0.0 0.0
-0.2 -0.21
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Obrazek 4.15: Vypocet ¢. 3

4.3.3 Konvergence reseni

X

Obrazek 4.16: Vypocet ¢. 4

K ovéreni presnosti a fadu konvergence pouzijeme opét experimentalni rad konver-
gence (viz str. 42), ktery porovnava numerickd feseni s feSenim analytickym. Jelikoz
ale v nasem pripadé nemame analytické feseni k dispozici, pouzijeme misto néj nu-
merické Teseni na velmi jemné siti.

Nejhustsi sit nastavime podle tabulky Nastaveni vypoctu ¢. 4 a budeme pocitat pres-
nost pro 4 rizné sité z tabulky 4.6, ve které poté vidime, ze metoda i v tomto pripadé
konverguje druhym tadem. Graf tohoto feseni je k vidéni na obrazku 4.16.

Nastaveni vypoctu ¢. 4

Uloha (4.27)

Parametr Znaceni Hodnota | Po¢. a okr. podminky
Sitka rozhrani 3 0.02 p =0
Silovy clen Fy 3—‘4‘2 po =0
Prostorovy krok h 2% Pini =0
Pocet cas. kroki Nrp 832000 | Interval (0, 1)
Pocet prost. kroki Ny 3200 Cas (0, 0.04)
Vypocet EOC
h NX NT maX(Eg) EOCQ
0.01 100 | 1000 | 0.0119 9 97
0.005 | 200 | 4000 | 0.0025 2'02
0.0025 | 400 | 16000 | 0.0006 '
0.00125 | 800 | 64000 | 0.0001 | 2%

Tabulka 4.6: EOC vypoctu ¢. 4

4.4 FitzHughtiv-Nagumuv model

V zavérecné casti této kapitoly i celé prace bude zkoumano chovani FizHughova-
Nagumova modelu (déle jen FHN) predstaveném v sekci 2.3. Tento model se v li-
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teratufe vyskytuje v ruznych modifikacich, pro nase vypoc¢ty budeme po vzoru [12]
pouzivat nasledujici tvar

2

ou(z,t)  a(f(w) — v+ L) + Dua u(x,t)7

v(z,t) D *v '
or TN T g

kde za f(u) budeme opét volit kubicky polynom f(u) = u(1 — u)(u — 0.5).

Ulohu (4.30) budeme i v tomto pifpadé fesit pomoci koneénych diferenci, kdy dis-
kretizujeme casovy interval s krokem 7 a prostorovy interval s krokem h podrobnosti
viz. sekce 4.1.

4.4.1 Uloha bez difuzniho &lenu

Budeme nejprve uvazovat rovnice v (4.30) bez difuzniho ¢lenu, tj. pro u = u(t),
v = v(t). Diferen¢ni schéma takové tlohy bude mit tvar

uM =uF 4 ra(uf (1 — uP) (Wb = 0.5) + 0" + Lew),
1’ =up;, V" = Vini,

kde u* = u(kt).

V prvnich dvou vypoctech se podivame, jak se model chova pti I.,; = konst. Oba
vypocty nastavime podle tabulky Nastaveni vypocti 1 a budeme ménit pouze hod-
notu externiho proudu, jehoz hodnotu najde ¢tenar v popiscich obrazka 4.17 a 4.18.
7 tvaru Teseni pak vidime, ze model hezky ukazuje jednu ze zakladnich vlastnosti
neuronu - existenci prahové hodnoty podrazdéni. Zatimco v prvnim vypoctu ne-
byl proud dostatec¢né silny na to, aby vyvolal excitaci, ve druhém vypoctu uz malé
zvyseni proudu excitaci vybudilo.

Nastaveni vypocta 1 Uloha (4.31)
Parametr Hodnota | Po¢. podminky

a 10* Uini = 0

% 0.2 Vins = 0
Casovy krok 7 5-107° | I Popisek
Pocet cas. kroki 400000 | Cas 20
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— u(t) — u(t)
1.50 i) 1.50 )
1.25 125
NN NN M\
1.00 1.00
= =
2075 | 2075
+J 4
5 5
0.501 0.50 1
0.25 1 0.25 1
0.001 [ 0.00 1
00 25 50 75 100 125 150 17.5 20.0 00 25 50 75 100 125 150 17.5 20.0
t t

Obrazek 4.17: Vypocet 1, I.,; = 1.104 Obrazek 4.18: Vypocet 2, I, = 1.105

— u(t) — ult)
1501 — wit) 101 — o)
1.25 0.8 1
100 \ \ \ \ N 061
Z 075/ Z o4l
} 0.50 } 0.2
L= <o SOORCARARRRANA
0001 0.2 1 \l
00 25 50 7.5 100 125 150 17.5 20.0 00 25 50 7.5 10.0 125 150 17.5 20.0
t t
Obrazek 4.19: Vypocet 3, Obrazek 4.20: Vypocet 4,
Iyt =1+ 0.1sin(t) Iyt = 0.1sin(5t)

V dalsich vypoctech uvazujme casové proménny proud. Konkrétné budeme volit
zdroj proudu volit jako periodicky. Nastaveni volime opét podle tabulky Nastaveni
vypoctu 1. Na grafech pak vidime, ze pri tomto nastaveni model ukazuje dalsi vlast-
nosti neuront, tzv. bursting (4.19) nebo spiking (4.20). Dalsi klasifikaci chovani lze
nalézt v [22]. Zaroven si muzeme v§imnout, Ze pii proménném proudu je pro model
podstatnéjsi proménlivost nez jeho velikost.

Pozndmka. Bursting neboli salvy lze vyvolat také volbou polynomu f(u) v (4.30)
jako f(u) = u(1l —u)(u — «), kde parametr o bude ¢asové zavisly, viz [43] nebo [12].
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4.4.2 Uloha s difuznim &élenem

Pro dalsi vypocty uvazujme tlohu (4.30) i s difuznimi ¢leny. Podle [47] je bézné,
ze pro aplikace v elektrofyziologii se difuzni ¢len uvazuje pouze u prvni rovnice
v (4.30). Diferen¢ni schéma tlohy s podminkami piejde na

Dt
uf“ :ué‘? + Ta(u;?(l - u?)(uf —0.5)+ vf + Lewt) + ﬁ(ufﬂ - QU;? + uf_l),
Uf“ =+ 7'(u;C — fyv]’?),
U? =Uing (ZE]‘), 7};‘) = Uini(xj)a (432)
ug :O7 ’U/]]CVX e 07
vy =0, v]’i,x = 0.

I v tomto pripadé pak musime volit casovy krok podle prostorového tak, aby byla
zajisténa stabilita metody (viz. sekce 4.1 a podminka (4.5)), opét se tak projevi
hlavni nevyhoda explicitni metody - nutnost volby malého casového kroku a tudiz
vyssi vypocetni naroc¢nost.

Parametry vypocti volime podle tabulky Nastaveni vypoctu 2, v jednotlivych pti-
padech pak opét budeme meénit pouze hodnotu proudu 7.

Nastaveni vypoctu 2 Uloha (4.32)
Parametr Hodnota | Po¢. a okr. podminky
a 10* Uini = 0 = Vi
Difuzni koef. D 1 up = 0 = uny,
Y 0.2 vy =0 = vy,
Casovy krok 7 2-107° - Popisek
Pocet ¢as. kroki 666666 | Cas 20
Prostorovy krok h 0.01 Interval (0,1)
—osn | 1] Vo

=
[N)
&
=
N
&

T T

iy 1.00 iy 1.00
2 2
Zo7s 2075
- -

) A

o o 4
2050 2050

0.00 - 0.00

o
N
w
o
N
w

Obrazek 4.21: Vypocet 5, Obrazek 4.22: Vypocet 6,
Iyt = 1.108 Iepr = 1.109
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Na obrazcich 4.21 a 4.22 vidime, ze pridani difuzniho koeficientu zvysi hodnotu
prahového proudu nutného k vyvolani excitace. Oproti verzi bez difuze pak pozo-
rujeme minimalni rozdily v chovani. Pti porovnani pribéhu funkei pti periodickém
proudu na obréazcich 4.23 a 4.24 pak pozorujeme jediny rozdil u vypoctu ¢.7 - oproti
¢tvrtému dochazi v kazdé salvé k jednomu pulsu navic.

] — u(0.5, 1) —— u(0.5, 1)
150 —— v(0.5, 1) 1.0 —— V(0.5 1)
1.251 0.81
ﬁf 1.00 \ \ \ ﬁ 0.6
2 2
2075 2 o4l
2 0.50 S
= > 021
0.25 1
| /and | NI WWWWW W
0001 -0.21 \/
00 25 50 75 100 125 150 17.5 20.0 00 25 50 75 10.0 125 150 17.5 20.0
t t
Obrazek 4.23: Vypocet 7, Obrazek 4.24: Vypocet 8,
Iyt = 14 0.1sin(t) Iezr = 0.1sin(5¢)

4.4.3 ReSeni ve tvaru postupné vlny

Na zavér se podobné jako u Allenovy-Cahnovy rovnice pokusime vyvolat feSeni
ve tvaru postupné vlny i v modelu FHN. Po vzoru [43] takové feSeni vyvolame
v modelu ve tvaru

2
au(ax{ t) = f(u) — U+ Leg + Dg;;7
821(;7;, t) — (Bu— ), (4.33)

fu) = u(l —u)(u - a),

coz je jedna z modifikaci vyskytujicich se v literature a k modelu, ktery jsme pouzi-
vali pro predchozi vypocty se lze dostat substituci. V [47] 1ze najit prehled nékterych
pouzivanych verzi a také schéma ukazujici prechody mezi témito variantami.

K tloze (4.33) na intervalu (a, b) pripojime Neumannovy okrajové podminky

Ju(a,t) 0 ou(b,t)

p— pu— 0

ox T Oz ’
ool t) i) (4.34)

oxr ox

I v tomto pripadé pak budeme pouzivat diference pro ndhradu derivaci. Abychom
si udrzeli f4d konvergence O(h?) i po aproximaci okrajovych podminek, rozsiiime
diskretizacni sit o jeden bod na kazdém konci (z_1 a xx,41) a okrajové podminky
nahradime centralnimi diferencemi

a t k__ .k
u(a, )_>u1 Uy

Ox 2h
4.35
ov(a,t) . o — ok (4:35)
oxr 2h
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a analogicky pro druhy okraj. Vzhledem k nulovosti podminek pak vidime, ze bude
platit

Uy = u-q,
L (4.36)
Ul - U—l

Celkové pouzité diferen¢ni schéma k tloze (4.30) pak bude

uf T =ub (b (1= ub) (uh = 05) + of + L) + l;;_(uﬁ?ﬂ —2uf +ub_y),
bt =oF 4 er(Bul — nb),
u? =Uini (), U? = Vini(;), (4.37)
uy =uly, U?szl = u?\/frla
" =k, VR 1 =k 41

Nastavme parametry tlohy podle tabulky Nastaveni vypocti 3.

Nastaveni vypoctu 3 Uloha (4.37)
Parametr Hodnota Po¢. podminky

o 0.1 Uini = 0.5 exp[—0.25(x — 5)?]
v 1 Vini = 0.2 exp[—0.25(z — 2)?]
€ 0.01 Prost. krok 0.25

g 0.3 Interval (0, 50)
Difuzni koeficient D 0.1 Cas. krok 0.08

Leat 0 Cas 400

Pocatecni podminky jsou voleny specificky, protoze uvazujeme nulovy externi proud
I..:+. Abychom tedy vyvolali netrividlni chovani, nastavime obé proménné jakoby
v nich vzruch uz vznikl. Tvar zvolenych funkci w;,;, vin; je vidét na obrazku 4.25.

0.51 — u(x,0)
v(x,0)
0.41
=)
%03
=
=)
x0.2
3
0.1
0.01
0 10 20 30 40 50

X
Obrazek 4.25: Tvar pocatecnich podminek
Podivame-li se na poté na prubéh funkeci u(zx,t),v(z,t) v raznych casech na ob-

razcich 4.26 a 4.27, vidime, ze ve formé vlny postupuji k pravému okraji naseho
intervalu.
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29

1.24

1.0

0.8 1

0.6

u(x,t)

0.4 1

0.2 1

éas

80

160
240
320
400

0.0

Obrazek 4.26: Prubéh funkce u(z,t)

10

50

v(x,t)

0.30

0.25 1

0.20

0.10

0.05

0.00

—0.05 1

-0.10
0

X

Obrazek 4.27: Prubéh funkce v(zx,t)

Ve druhém vypoctu proti sobé posleme dvé viny z okraji intervalu. Parametry
ponechame stejné jako v tabulce Nastaveni vypocti 3, zménime pouze pocatecni
podminky na

Uini = 0.5 exp|—0.25(z — 10)?| + 0.5 exp|—0.25(x — 40)?,

) ) (4.38)
Vini = 0.2exp[~0.25(x — 5)°] + 0.2exp|—0.25(z — 5)*].
Tvar téchto funkci je ukazan na obrazku 4.28.
0.5 — u(x,0)
— v(x,0)
0.4
Go3
=
B
X 0.2
>
0.1
0.0
0 10 20 30 40 50
X
Obrazek 4.28: Tvar pocatecnich podminek
. 0.30
1.2 1 Cas Cas
— 40 0.251 — 40
10{ — 80 &
— 140 0201 — 140
081 — 180 — 180
06l — 220 0151 ___ 55
= — 320 = — 320
Z 04] 4oo %X 0107 400
024 l / 0.05 1
0.0 | 0.00 4= e
: : . : -0.10 , :
o] 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

Obrazek 4.29: Prubéh funkce u(z,t)

X

Obrazek 4.30

X

: Prubéh funkce v(x,t)
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V grafech na obrazcich 4.29 a 4.30 pak pozorujeme, Ze protichiidné vlny se navzajem
vyrusi.

Na predchozich vypoctech jde dobre vidét vyznam jednotlivych funkci - obnovovaci
funkce v(z,t) zabranuje siteni vlny funkce u(x,t) na misto v tzv. refrakterni fazi
zminéné v prvni kapitole, ve které nelze vyvolat dalsi vzruch. Toto chovani bude
jesté 1épe vidét v nasledujicim vypoctu.

Zvolime-li poc¢éateéni hodnotu funkece v(x,t) nulovou a u;,; jako

Uini = 0.5 exp[—0.25(x — 25)2], (4.39)

muzeme na obrazcich 4.32 a 4.33 vidét, ze pri absenci v(z,t) se vlna zacne sifit
obéma sméry a v(x,t) se projevi vidy az po prichodu vilny. Ostatni parametry
vypoctu byly opét voleny stejné jako v tabulce Nastaveni vypocti 3.

031 — ux,0)
v(x,0)
0.4
=)
So3
>
g
x 02
=1
0.1
0.01
0 10 20 30 40 50

X

Obrazek 4.31: Tvar pocatec¢nich podminek

Cas

o

0.25
40
0.20 4 80
140
180
220

0.15

u(x,t)

0.10 ¥

v(x,t)

0.05

0.00

—0.05

T T T T —0.10 T T T T
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
X X

Obrazek 4.32: Prubéh funkce u(z,t) Obrazek 4.33: Prubéh funkce v(zx,t)

V poslednim vypocétu budeme uvazovat nenulovy externi proud
Lear(2, 1) = 0.2]c0s(0.08t)| exp(—0.25(z — 1)?). (4.40)
Nastavime posledni vypocet podle tabulky Nastaveni vypoctu 4.

Tvar feseni ve dvou cCasech je k vidéni na obrazcich 4.34 a 4.35. Na druhém obrazku
lze vidét, ze i pres periodicky proud vlny nevznikaji periodicky. Divodem je opét
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Nastaveni vypoctu 4 Uloha (4.37)
Parametr Hodnota Poc¢. podminky
« 0.1 Uini — 0
v 1 Ving = 0
€ 0.04 Prost. krok 0.25
o] 0.3 Interval (0, 50)
Difuzni koeficient D 0.1 Cas. krok 0.2
- (4.40) Cas 1000
Cas 280.0
1.2 4 — ulx, t)
vix, t)
—— Proud

1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

ol N l l ;
~J @ J Y

-0.2
0 lID 2ID 3I0 4ID 50
Obrazek 4.34: Tvar feseni a externiho proudu v ¢ase t=280
Cas 1000.0
1.2 4 — ulx, t)
vix, t)
104 —— Proud
0.8
0.6 1
0.4
0.2
TN~ ~J
-0.2
0 lID ZID 3‘0 4Il) 50

Obrazek 4.35: Tvar feSeni a externiho proudu v case t=1000

refrakterni perioda a rozdilné frekvence proudu a obnovovaci funkce v(x, t). Nalezeni
optimalniho nastaveni bude ptripadné obsahem dalsi prace.
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Jak uz bylo naznaceno v kapitole 1, poruchy ve spravném siteni vedou ke vzniku
srde¢nich arytmif [39]. Studium Sifeni vln je proto jednim z cili budouci prace.



Z.aver

Cilem prace bylo seznamit se se zdklady matematického modelovani v elektrokar-
diologii. Motivaci ke studiu této oblasti je mozné vyuziti matematickych modeli
ke zkoumani a lécbé kardiovaskularnich onemocnéni.

Nejprve byly struéné objasnény principy srdec¢ni ¢innosti, zejména pak pribéh ake-
niho potencidlu a jeho siteni skrz myokard. Tento potencial byl poté v nésledu-
jici ¢asti popsan matematicky a byl naznacen zpusob odvozeni dvou nejvyznam-
néjsich modeli v oblasti elektrofyziologie — Hodgkinova-Huxleyho a FitzHughova-
Nagumova. Modely popisujici siteni signalu patii mezi reakéné-difuzni rovnice.

Ty byly analyzovany v tieti kapitole. Jako prvni byla metodou separace proménnych
analyticky vyresena linearni rovnice difuze, ktera je ekvivalentni rovnici vedeni tepla,
a byla vyslovena tvrzeni zvand Principy mazima, ktera poskytuji odhady pro te-
Seni linearni tlohy. Dale byla predstavena alternativa téchto principii pro nelinearni
ulohy, tzv. invariantni regiony. Nelinedrni tloha byla dale prevedena do slabé for-
mulace, ve které byla pomoci Galerkinovy aproximace jednoznacné vytresena.

V zévérecné praktické ¢asti byla pouzita explicitni metoda kone¢nych diferenci pro nu-
merické feseni tloh. Obdobné jako predchozi ¢asti byla nejprve fesena rovnice vedeni
tepla a s vyuzitim analytického TfeSeni byl ovéren rad konvergence pouzité metody.
Rovnice vedeni tepla poté byla fesena také ve dvou prostorovych proménnych. Nésle-
dovalo Teseni nelinearnich tloh, zastoupenych Allenovym-Cahnovym modelem fazo-
vého prechodu a FitzHughovym-Nagumovym modelem akéniho potencialu. Pro obé
ulohy bylo nalezeno feseni ve tvaru postupné viny a v modelu akéniho potencidlu
byly pozorovany nékteré druhy chovani typické pro excitovatelné burnky.

Pti numerickém feseni zminénych tloh byla potvrzena velkd nevyhoda explicitni
metody spocivajici v pozadavku na velmi hustou diskretizaci, kterd vyrazné zvysuje
vypocetni naroc¢nost. V budouci praci proto bude potreba vyuzit nékterou z lep-
sich metod, i s ohledem na smérovani k reSeni tiloh ve vice dimenzich. Dalsim cilem
budouci prace bude matematicka analyza soustavy reakcéné difuznich rovnic, tvo-
fici zéklad FitzHughova-Nagumova modelu. Velmi vzdalenym cilem je pak vyuziti
poznatkll v praxi.
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