- 2 2 ¥ sz z .
CESKE VYSOKE UCENT TECHNICKE V PRAZE G f‘\o),. \_>

Fakulta jadernd a fyzikalng inZenyrska &LE e
Superpoissonovské stavy balancniho casticového
systému

Super-Poisson states of balanced particle system

Bakalarska prace

Autor: Jiri Nabélek
Vedouci price: Doc. Mgr. Milan Krbalek, Ph.D.

Akademicky rok:  2021/2022



Ceské vysoké uceni technické v Praze, Fakulta jaderna a fyzikalné inzenyrska

Katedra: matematiky Akademicky rok: 2021/2022

ZADANI BAKALARSKE PRACE

Student: Jifi Nabelek

Studijni program: Aplikace pfirodnich véd

Studijni obor: Matematické inZenyrstvi

Studijni zaméfeni: Aplikované matematicko-stochastické metody

Nazev prace (Eesky): Superpoissonovské stavy balanéniho &asticového systému

Nazev prace (anglicky): Super-Poisson states of balanced particle system

Pokyny pro vypracovani:

1)

2)

Provedte dikladnou bibliografickou resersi oblasti balan&nich Easticovych systéma (BCS)
a jejich aplikaci pfi modelovani dopravniho proudéni.

Pro generatory BCS, zavedené prostiednictvim repulzivniho silového ptisobeni, odvod'te
n&které omezujici podminky pro jejich statistické charakteristiky.

Dokazte, Ze nskteré varianty BCS nepFipoustsji superpoissonovské stavy.

Definujte a analyzujte BCS s generatorem z distribuéni rodiny GIG. Stanovte uzaviené
formule pro kompresibilitu a deflekci BCS s GIG-generatorem.

Stanovte podminky, za nichz je BCS s GIG-generatorem superpoissonovsky.

Detekujte superpoissonovské stavy v dopravnich datech a pokuste se tato data statisticky
popsat n&kterou ze zavedenych odhadovacich metod.



Doporuéena literatura:

1) L. Li, XM. Chen, Vehicle headway modeling and its inferences in
macroscopic/microscopic traffic flow theory: A survey. Transportation Research Part C:
Emerging Technologies 76, 2017, 170-188.

2) M. Krbalek, F. Seba, M. Krbélkova, Super-random states in vehicular traffic - detection
& explanation. Physica A 585, 2022, 126418.

3) S. Mitra, S. Washington, On the nature of over-dispersion in motor vehicle crash
prediction models. Accident Analysis and Prevention 39, 2007, 459-468.

4) V. Panek, Statistickd kompresibilita v systémech se stfedné dosahovymi potencidly.
Vyzkumny tkol FJFI CVUT 2021, 8kolitel doc. Mgr. Milan Krbalek, Ph.D.

5) M. Krbalek, Equilibrium distributions in thermodynamical traffic gas. J. Phys. A: Math.
Theor. 40 5813, 2007, 1-10.

6) M. Krbalek, M. Krbalkov4, 3s-Unification for Vehicular Headway Modeling. In ‘SPMS
2018 Proceedings, Dobfichovice 2018, 2018, 1-14.

Jméno a pracovisté vedouciho bakalafské prace:

doc. Mgr. Milan Krbalek, Ph.D.
Fakulta jaderna a fyzikaln& inZenyrskd CVUT v Praze, Trojanova 13, 120 00 Praha 2

Jméno a pracovisté konzultanta:

Datum zadani bakalarské prace: 31.10.2021
Datum odevzdani bakalafské prace: 7.7.2022

Doba platnosti zadani je dva roky od data zadani.

V Praze dne 21. fijna 2021

............... [

garant oboru

.................. VMo LA A
vedouci katedry




Podékovani:

Rad bych podékoval predevsim svému Skoliteli docentu Mgr. Milanu Krbélkovi, Ph.D., a to nejen za
velké mnoZstvi cennych rad a za poskytnuti velmi kvalitntho odborného zdzemi, ale také za trpélivost,
vstiicnost a pozitivni pristup po celou dobu nasi spoluprace. Diky patii i celé moji rodiné, predevsim
rodi¢iim za psychickou a materidlni podporu béhem celého bakalaiského studia.

Cestné prohldseni:
Prohlasuji, Ze jsem tuto praci vypracoval samostatné a uvedl jsem vSechnu pouzitou literaturu.

V Praze dne 7. Cervence 2022 Jifi Nabélek



Nadzev prdce:

Superpoissonovské stavy balan¢niho ¢asticového systému
Autor: Jifi Nabélek

Obor: Matematické inZenyrstvi

Zameéreni: Aplikované matematicko-stochastické metody
Druh prdce: Bakaldtska prace

Vedouci prdce: Doc. Mgr. Milan Krbalek, Ph.D.

Abstrakt: Prace pojednava o vlastnostech super-poissonovkych systémi a jejich detekci v dopravnich
datech. Uvodni &st price shrnuje zndmé poznatky stochastického modelovani dopravnich systémi. Sou-
Casti této prace je zavedeni modelu termodynamického plynu a balan¢nich ¢asticovych systémi. V hlavni
Casti prace jsou vysloveny a dokazany obecné vlastnosti repulzivniho balan¢niho ¢asticového systému a
nasledné i vlastnosti balan¢nich Casticovych systémi zadanych konkrétné generatorem z tfidy zobecné-
nych inverznich Gaussovych rozdéleni. Posledni ¢ast prace se zaméfuje na analyzu prostorovych svétlosti
a detekci super-poissonovskych stavii v naméfenych datech.

Klicovd slova: Vehicle headway modeling, balancni Casticové systémy, statistickd kompresibilita, zobec-
néné inverzni Gaussovo rozdéleni

Title:

Super-Poisson states of balanced particle system

Author: Jifi Nabélek

Abstract: This thesis discusses the properties of super-poisson systems and their detection in traffic data.
The introductory part of the thesis summarizes the known findings of stochastic modelling of traffic flow.
This thesis includes the introduction of a thermodynamic gas model and balanced particle systems. In the
main part of the thesis, general properties of the repulsive balanced particle systems and, consequently,
properties of balancing particle systems derived specifically by a generator from the class of generalized
inverse Gaussian distributions are stated and proved. The last part of the thesis focuses on the analysis
of spatial clearances and the detection of super-Poisson states in measured data.

Key words: Vehicle headway modeling, balanced particle systems, statistical compressibility, generalized
inverse Gaussian distribution



Obsah

Uvod

1 Obecné statistické vlastnosti dopravni mikrostruktury

1.1  Veli¢iny dopravniho makropopisu . . . . . . . . . . . . . .. ... ...
1.2 Veli¢iny dopravniho mikropopisu . . . . . . . . . . . ... Lo
1.3 Empirické pribéhy headway distribuci a jejich obecné vlastnosti . . . . ... ... ...
1.4 Tfida balancovanych hustot . . . . . . . . . .. ... ... L

Termodynamicky dopravni plyn

2.1 Definice dopravniho plynunatsecce . . . . . . . . . . . . ...

2.2 Rozbor obecnych vlastnosti silového potencidlu g(x) . . . . . . .. ... ... ..

2.3 Zavedeni a rozbor zdkladnich nezndmych vmodelu . . . . . . . ... ... . ... ...
2.3.1 Hamiltonidn termodynamického dopravntho plynu . . . . . ... ... ... ..
2.3.2 Stochastickd rezistivita a jeji interpretace . . . . . . . ... ... oL

2.4  Reseni modelu a7 k obecnému tvaru headway distribuce . . . . . . .. ... ... ...
2.4.1 Homogenni plyn s krdtkodosahovym potencidlem . . . . . . . .. ... .. ...

2.5 Rozbor obecného tvaru headway distribuce . . . . . ... ... ... ... . ......

Balancni casticovy systém jako matematicka realizace dopravniho modelu

3.1 Definice systému a zavedeni ndhodnych proménnych vmodelu . . . . . . . .. ... ..

3.2 Elementarni zndmé poznatky ateorémy . . . . . . . . . . . ... oo

3.3 Charakteristiky 1. a 2. druhu a jejich vlastnosti . . . . . . . ... .. ... ... ... ..
3.3.1 Charakteristiky 1.7adu . . . . . . . . . . ...
3.3.2 Charakteristiky 2. fadu . . . . . . . . ..o

3.4 Klasifikace ¢asticového systému podle drovné stochastické kompresibility . . . . . . . .
3.4.1 Kompresibilita poissonovského systému . . . . . . ... ... ... ... ....
3.4.2 Kompresibilita Diracova systému . . . . . .. .. ... oL
3.4.3 Klasifikace systému podle kompresibility . . . .. ... ... ... .......

Repulzivni varianty balan¢niho ¢asticového systému a jejich matematické zakonitosti

4.1 BCS srepulzivnim potencidlem . . . . . ... ...

42  Obecné vlastnosti repulzivntho BCS . . . . . . ... ...
4.2.1 Omezujici podminky pro statistické veli¢iny repulzivniho BCS . . . . . . . . ..
4.2.2  Mezni hodnoty ndhodnych veli¢in . . . . ... ... ... ... ... . ...

43 BCS zadany generdtorem ze tiidy GIG . . . . . . . . ... .. ...
4.3.1 Necentrdlni momenty GIGrozdéleni . . . . . . .. ... ... ... .......
4.3.2 Vlastnosti parametrizace GIGrozdéleni . . . . . . ... ... ... ... ....

6

10
11
12

15
15
15
17
17
18
19
19
20

22
22
24
24
25
26
27
27
28
29



4.4 Kompresibilita GIG rozdéleniproa e R* . . . . ... ... ... ... ... ... .. 41
4.5 Fazovydiagram . . . . . . . .. L e e e 41
4.6 Podminka superpoissonovskosti . . . .. ..o Lo 43
Superpoissonovské stavy v realnych dopravnich systémech 44
5.1 Datové vzorky a metody jejich akvizice . . . . ... ... .. ... ... ... .. ... 44
5.1.1 Unifikaéni procedura . . . . . . . . ... L 44

5.1.2  Vystup analyzy rozestupll . . . . . . . . . oo e e e 45

5.2 Detekce super-poissonovskych stavii v dopravnich systémech . . . . . . ... ... ... 51
5.2.1 Vypocet statistické rigidity systému . . . . . . . ... ... 52

5.2.2 Vypocet statistické kompresibility . . . . . ... ... o oL 52

5.2.3 Detekované super-poissonovské stavy . . . . ... ..o 52
Zavér 55



Uvod

Vehicle headway modeling je disciplina aplikované matematické statistiky, kterd se zabyva popisem
a vlastnostmi chovani fidi¢t v dopravé. Z porozuméni chovani fidicd s pochopenim dopravniho proudu
je mozné ziskat lepsi odhad rozmisténi vozidel na vozovce, 1€pe odhadnout kapacitu vozovky a predvi-
dat problematické useky dopravni komunikace. Tato disciplina déle nalézd svij uZitek pii projektovani
novych komunikaci nebo kfiZovatek a také mize byt v budoucnu kli¢ova v oblasti autonomniho fizeni
dopravy.

V dvodnich tfech kapitoldch jsou uvedeny zdkladni pojmy a postupy statistického modelovéani dopravy.
V prvni kapitole prace zavedeny potiebné zdkladni pojmy tykajici se popisu a vlastnosti dopravni mi-
krostruktury. Po zavedeni potfebnych pojmt jsou diskutovany empirické pribéhy headway distribuci
s naslednym zavedenim tfidy balancovanych hustot. V dalsi kapitole je predstaven model termodyna-
mického dopravniho plynu, ktery predstavuje jisté propojeni matematického modelovéini dopravy s obo-
rem termodynamické a statistické fyziky. V kapitole zkoumajici tento model jsou uvedeny vysledné
tvary hustot pravdépodobnosti pro prostorové svétlosti nékolika zakladnach variant systému. Celé feSen{
ovSem préice jiZ nezminuje. Posledni kapitola reSerSni ¢4sti shrnuje poznatky o balan¢nich asticovych
systémech. Zminénd kapitola ddle zahrnuje zavedeni modelu, vysloveni jeho elementarnich vlastnosti
a potfebné statistické charakteristiky 1. a 2. fadu.

Hlavni tviréi cast pojednavd o obecnych vlastnostech repulzivniho balancniho casticového systému.
V préci jsou vysloveny a dokdzdny omezujici podminky pro statistické veli¢iny a mezni hodnoty na-
hodnych veli¢in repulzivnich balancnich ¢asticovych systémi. Ddle prace zkoumad vlastnosti parame-
trizace GIG rozdéleni s cilem urcit nutné podminky pro parametry, aby byl umozZnén vznik super-
poissonovskych stavil v systému daném GIG rozdélenim. V zavérecné kapitole je rozebrdn postup ana-
lyzy dopravnich dat a ndsledné i jeji vystupy. Analyza dopravnich dat v této praci se zaméfuje na prosto-
rové svétlosti a na detekci super-poissonovskych stavii v dopravnich systémech.



Kapitola 1

Obecné statistické vlastnosti dopravni
mikrostruktury

Matematické modelovéani dopravy béZné pracuje s veli¢inami, které popisuji jednak vlastnosti jednotli-
vych Castic systému, a rovnéz i vlastnosti systému jako celku. VeliCiny rozdélujeme na veli¢iny doprav-
niho makropopisu, coZ jsou veli€iny charakterizujici dopravni tok jako celek. Naopak veli¢iny doprav-
niho mikropopisu vyhodnocuji vlastnosti jednotlivych ¢astic. Proved’me korektni zavedeni jednotlivych
veliCin.

1.1 Velic¢iny dopravniho makropopisu

Zékladni fazové proménné popisujici stav dopravniho souboru jsou:
1. Dopravni hustota p(¢, 1),
2. Dopravni intenzita I(¢, 1),
3. Priimérnd rychlost dopravniho proudéni V(¢, 7).

Abychom tyto veli¢iny mohli fddné definovat, budeme potfebovat nejprve zavést pojem vyhlazeny pocet
Castic [9].

Definice 1.1.1. Necht' funkce (1), @(7), ..., @y (7) znaci pozice bezrozmérnych vozidel v Case 7, kde
M € N je pocet sledovanych vozidel. Dile uvazujme, Ze sledovand vozidla jedou v jednom pruhu a Ze
plati a1(7) < ... < ay(r). Necht p(x | o) € €*(R) je libovolnd hustota pravdépodobnosti s nulovou
stredni hodnotu a smérodatnou odchylkou o. Pak vyhlazeny pocet Castic definujeme jako

M
NE7) = f D py-a@ | o)dy.

® k=1

Pozndmka. Za generujici hustotu pravdépodobnosti je v drtivé vétsing piipadt pithodné zvolit normalni
rozdéleni a pak definice vyhlazeného poctu ¢astic pfechazi do tvaru

M 2
C 1 _(y—zr ('r))
N 1) = f > —e T dy.
- o T

* k=1

e}



Definice 1.1.2. Necht' N(¢, 1) znaci vyhlazeny pocet Castic, pak dopravni hustotu p(¢, 1) a dopravni
intenzitu /(¢, ) definujeme jako

_ON(£,7)
= e

Pozndmka. Rovnice pro dopravni hustotu a intenzitu miZeme ekvivalentné zapsat ve tvaru

_('3N(§, T)

0§, 7) : o

» IE 1) =

M
o€ = ) pE - | o),
k=1

M M

d
0= D) a0 = Y u@p € - o).
k=1 k=1

kde v (7) predstavuje rychlost Castice k v Case T.

Pozndmka. Z predpokladu spojité diferencovatelnosti hustoty pravdépodobnosti do 2. fadu plyne zdmén-
nost derivaci N(&, 1), tzn.

do O*NE& 1) PNET  dl

o aéor  dreE  a¢
Rovnice (1.1) je alternativou rovnice kontinuity pro dopravni systémy. Veli¢iny dopravniho makropopisu
predstavuji zpiisob, jak charakterizovat vytizenost dopravni komunikace. V kapitole zabyvajici se analy-
zou dat vyuzijeme dopravni hustotu k pomyslnému rozdé€leni dat do skupin s podobnou hustotou, a tudiz
1 podobnymi rozestupy mezi vozidly.

(1.1)

1.2 Velic¢iny dopravniho mikropopisu

Klicové veliCiny pro popis dopravni mikrostruktury jsou ¢asovy a prostorovy odstup vozidel. Tyto veli-
Ciny jsou vystupem méfeni detektord na komunikaci.

Definice 1.2.1. Uvazujme soubor za sebou jedoucich vozidel na jednoproudé komunikaci, pak

1. Casovym odstupem vozidel rozumime ¢asovy interval mezi detekci pfednich, resp. zadnich ndraz-
nikl za sebou jedoucich vozidel.

2. Prostorovym odstupem vozidel rozumime prostorovou vzdalenost mezi pfednimi, resp. zadnimi
narazniky za sebou jedoucich vozidel.

Pii analyze naméfenych dat se spiSe vyuziva pojmu Casova a prostorova svétlost. Tyhle veli¢iny uz
na rozdil od Casového a prostorového odstupu nezahrnuji informaci o délce vozidla, které mize byt
proménlivé.

Definice 1.2.2. UvaZujme soubor za sebou jedoucich vozidel na jednoproudé komunikaci, pak

1. Casovou svétlosti rozumime ¢asovy interval mezi detekci zadniho ndrazniku prvniho vozidla a pred-
niho nérazniku druhého vozidla.

2. Prostorovou svétlosti rozumime prostorovy rozestup mezi zadnim ndraznikem prvniho vozidla
a prednim nédraznikem druhého vozidla v daném case.

Jako posledni veli¢inu definujeme okamzitou rychlost.
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Definice 1.2.3. UvaZujme soubor za sebou jedoucich vozidel na jednoproudé komunikaci. OkamZitou
rychlosti nazveme rychlost vozidla v daném cCase.

Pozndmka. V praxi se k méfeni dopravnich dat nejCastéji vyuZivaji dvousmyckové indukéni detektory.

Tyto detektory méii Cas prijezdu vozidla ve dvou blizkych bodech. Pak se za okamzitou rychlost bere
primérna rychlost mezi body méfent, tzn. (v symbolické roving)

"y prostorova vzdalenost mezi body detektoru
okamZita rychlost =

Casova délka prijezdu

1.3 Empirické priubéhy headway distribuci a jejich obecné vlastnosti

Uloha statistického popisu Easovych nebo prostorovych rozestupi vyZaduje pouZiti rozdéleni, jejiz vlast-
nosti by odpovidaly redlnému chovani fidi¢t pri jizdé. Pfi pevné dané hustoté dopravy je mald pravdé-
podobnost nadmémé velkych rozestupti. Stejné tak je mald pravdépodobnost velice malych rozestupt,
a to kviili snaze ¥idi¢t zamezit kolizi s jingym vozidlem. Ridi¢i pfizptisobuji rychlost své jizdy okolnim
vozidlim a udrZuji rozestup, ktery povazuji za bezpecny a ktery jim aktudlni dopravni vytiZenost komu-
nikace dovoli. Hledanou pravdépodobnostni funkci oznaéime g(r) : R* + R*. Jak jsme pravé nastinili,
tak budeme poZadovat, aby funkce klesala limitné v nekone¢nu k nule, tzn.

lim ¢g(r) = 0.
f—+00

Dale budeme potfebovat matematicky zapsat podminku malych pravdépodobnosti pro rozestupy jdouci
limitné k nule. Nebudeme poZadovat jako v piipad€ vyse, aby lim, o, g(r) = 0, ale zvolime o néco
siln€j$i podminku. Budeme poZadovat, aby funkce g(r) méla v bodé r = 0 tzv. platé.

Definice 1.3.1. O funkci g(x) : R — R fekneme, Ze ma platé v bodé€ ¢ € R, pokud pro kazdé m € Ny
plati, Ze
g9(x)
x—c (x —c)y"

Gamma rozdé€leni nemd v pocétku platd, coz je zpisobeno malou repulzivni silou zavedenou v pfislus-
ném fyzikdlnim systému. Abychom méli rozdéleni s nizkou pravdépodobnosti vyskytu malych roze-
stupti, bude potieba zvazit pouziti jiného rozdéleni (viz obrazek 1.3). Timto hledanym rozdélenim bude
zobecnéné inverzni Gaussovo rozdéleni, kterému se budeme podrobnéji vénovat v nésledujicich kapito-
lach.

11
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Obrézek 1.1: Porovnéni hustoty GIG a Gamma rozdélen{

Definice 1.3.2. Rekneme, Ze funkce g(x) : R — R je neposunné rozdéleni, pokud spliiuje

inf(supp(g)) = 0.

Neposunnosti rozdéleni zaruCujeme, Ze funkce g(r) nabyva kladnych hodnot pouze v (0, +0). Poslednim
potfebnym pozadavkem na funkci g(r) je, aby tato funkce byla spojita.

Definice 1.3.3. Obecnou headway distribuci rozumime spojité, neposunné rozdéleni g(x) : R — R
s platém v pocatku, tzn. pro x = 0.

Pozndmka. Je-1i inf(supp(g)) > 0, pak plati g(x) = O(x)g(x).

1.4 Trida balancovanych hustot

Pro zkouman{ a popis dopravnich systému bude uZitecné zadefinovat a pouZivat specifickou tiidu hustot.
Zavedenim této tfidy se omezime na hustoty, které mohou poslouZit k popisu distribuce svétlosti nebo
rozteci a které budou spliiovat definici obecné headway distribuce 1.3.3.

Definice 1.4.1. Ttidu funkci g(x) : R — R spliiujici axiomy:
1. Axiom kompletnosti: Dom(g) = R,
2. Axiom nezdpornosti: Ran(g) C RY,
3. Axiom castecné spojitosti: g(x) € PC(R),
4. Axiom integrability: g(x) € Z(R),
5. Axiom pozitivnosti nosice: supp(g) C RY,
6. Axiom balancovanosti: Existuje w > 0 tak, Ze plati:

a>w = lim g(x)e™ = +oo,
X—+00

a<w = lim g(x)e* =0,
X—+00
12



nazveme tiidou balancovanych hustot a ozna¢ime ji .

Pokud funkce g(x) : R — R spliiuje tzv. axiom balancovanosti, tak fikdme, Ze ma funkce g(x) balanco-
vany chvost.

Definice 1.4.2. Necht’ g(x) € 4. Balanénim indexem hustoty g(x) nazveme hodnotu w > 0, ktera spliiuje
balan¢ni vlastnost, tzn.
a>w = lim g(x)e™ = +oo,
X—+00

a<w = lim g(x)e* =0.
X—+00
Balan¢ni index hustoty g oznacime inb(g).

Lze si povsimnout, Ze tfida balancovanych hustot je podmnozinou tfidy elementarnich hustot 8 c 7.
Vyslovime dv€ podminky, které musi byt splnény, aby se funkce nachdzela ve tfidé balancovanych hustot.
Prvni véta bude pouze nutnou podminkou, ale druhd véta udava nutnou i postacujici podminku a tuhle
podminku budeme nazyvat balan¢nim kritériem.

Véta 1.4.3. Je-li funkce g(x) : R — R je balancovanou hustotou, pak plati
lim ¢g(x) = 0.
X—+00

Véta 1.4.4. Funkce g(x) : R — R je balancovanou hustotou pravé tehdy, kdyz je splnéno tzv. balan¢ni
kritérium
. Ing(x)
lim

x—>+00 X

eR™.

Po prokdzani kritérii pro balan¢ni ¢asticové hustoty miZeme pohodIné rozhodnout o rozsdhlosti této
tiidy. Ttida £ je uzaviena na zakladni operace.

Véta 1.4.5. Necht’ f(x), g(x) jsou libovolné funkce z tfidy balancovanych hustot %, pak pro Ya > 0
a VB € R plati:

1. f(x)+ ag(x) € A,

2. x%g(x) € B,

3. glax) € B,

4. f(x) - g(x) € A, pokud f(x), g(x) € Z(R),

5. V& < inb(f) : f*f(x) € B.
Dile pro indexy balancovanych hustot f(x), g(x) plati:
. inb(af) = inb(f),
2. inb(f + g) = min{inb(f), inb(g)},

[am—

3. inb (x*f) = inb(f),
4. inb (e#*f(x)) = inb(f) - B, pokud £ < inb(f),
5. inb(f - g) = inb(f) + inb(g),

6. inb(f(ax)) = a - inb(f).
13



Popularné feceno, v§echny balancované hustoty obsahuji ve svém predpisu vyraz e **, aby mohly splio-
vat axiom balancovanosti. MiZeme tedy zavést pojem jadro balancované hustoty a danou hustotu takhle
dostatecné popsat.

Definice 1.4.6. Necht’ g(x) € &£ ainb(g) = ». Funkci h(x) := g(x)e** nazveme balan¢nim jadrem hustoty
g(x).

Pozndmka. Priklady balanénich jader zdkladnich hustot:

Nézev hustoty Balanéni jadro hustoty = Parametricka oblast
Exponencidlni hustota A BO(x) A>0

Erlangova hustota O(x)x" neN

Gamma hustota O(x)x* a>-1
Polynomicka hustota @(x)% neN
Jednoparametrickd GIG hustota @(x)e™ =« B>0
Dvouparametricka GIG hustota ®(x)x“e‘€ B>0,eR
Superhyperbolicka hustota ®(x)x“e_x£7 B>0,deR,y>1

Tabulka 1.1: Tabulka zdkladnich balan¢nich jader.
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Kapitola 2

Termodynamicky dopravni plyn

Model termodynamického plynu je jednim se zdkladnich metodik popisu mikroskopickych vlastnosti do-
pravniho proudu. JiZ v pfedchozi kapitole jsme diskutovali, Ze nasi snahou bude nalézt hustotu, kterd by
aproximativné popisovala rozdéleni rozteci a svétlosti vozidel. Abychom mohli tvar této hustoty analy-
ticky odvodit, tak bude potieba pfevést model termodynamického plynu z termodynamické a statistické
fyziky na dlohu popisu dopravy.

2.1 Definice dopravniho plynu na dsecce

Jako idedlni dlohu si zvolme jednoproudou komunikaci bez jakychkoliv kfiZovatek nebo odbocek. Dale
modelujme jednotlivd vozidla na komunikaci jako mnoZinu Castic na dsecce. Tuto mnoZinu o N Casti-
cich (resp. o jejich lokace) miiZeme postupné oznacit jako x, X2, ..., xy. Toto poradi indexi bude v nasem
modelu vZzdy zachovano, jelikoz vozidla nemaji moZnost se predjizdét a tim ménit poradi na vozovce.
Kromé lokace ¢astic oznacme vy, v, ..., vy rychlosti jednotlivych Castic. JelikoZ nasSe pozorovani ome-
zujeme na volitelnou ¢ast vozovky délky L, budeme déle klast pozadavek na periodicitu okrajovych
podminek, které jsou timto dany jako:

xk+N(l‘) = xk(t) + L, vk+N(t) = l)k(l‘), (k =1,2, ,N)

Chovani jedoucich vozidel miZzeme dale charakterizovat pomoci tzv. socio-dynamickych sil ptisobicich
mezi jednotlivymi vozidly. Zavedenim té€chto sil budeme schopni charakterizovat snahu fidi¢t zabranit
stfetu s jingym vozidlem. Ddle ndm zminény popis umozni vyuZit nastroju statistické fyziky a vyuZzit
priblizeni pomoci modelu ¢asticového plynu k popisu situaci na dopravnich komunikacich.

2.2 Rozbor obecnych vlastnosti silového potencialu ¢(x)

Zaved’'me nejprve silu F(r), kterd je zavisla pouze na vzddlenosti mezi vozidly. Na tuto silu miZeme
z praktického hlediska kldst podminky na jeji limitni hodnoty. Nasledujici podminky koresponduji s pred-
stavou redlného chovani fidicu pfi jizdé:

1. F(r) je klesajici funkce.

2. S klesajici vzddlenosti bude naopak sila rtst nad vSechny meze, a to kvili snahy fidi¢t zamezit
srdZce, tzn.
lim F(r) = +oo.

r—0,
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s w2z

3. S rostouci vzddlenosti &astic bude sila, kterou mezi sebou pisobi, klesat k nule. Ridi¢i neberou
tolik v potaz velmi vzdalend vozidla, tzn.

lim F(r) = 0.

r—+o00

Zarover se silovym popisem mizeme zavést i silovy potencidl ¢(r). Stejné jako ve fyzikalnich discipli-
ndch plati mezi silou a silovym potencidlem vztah:

F=-Y(p).

Pokud uvazujeme pohyb vozidel na jednoproudové vozovce, ktery miZeme chéapat jako pohyb v jedno-
dimenziondlnim prostoru, pak se vztah mezi silou a silovym potencidlem redukuje na:

F(r)=—((11—(’: — ¢(r)=—j(jF(s)ds+c.

Zaved’'me zdkladni ¢lenéni interakénich potenciali: K popsdni vzdjemného plsobeni dvou vybranych

@(r) y Nizev potencidlu
—In(r) 1 logaritmicky potencial
{ljrl‘“y 0,1 mocninn?’/ p(ftenciél 3
- 2 hyperbolicky potencidl

%)771 (1,2) subhyperbolicky potencisl
L1y >2 superhyperbolicky potencidl
(r perhyp yp

Tabulka 2.1: Tabulka zdkladnich interak¢nich potencidlti.

vozidel jsme vyuZili potencidl, ktery se oznaCuje jako dvoutélesovy. Pomoci dvoutélesového potencidlu
muizZeme podobné jako ve fyzice vyjadrit celkovou potencidlni energii souboru jako:

N

N
U=>"ge=> > oulrio). 2.1
k=1

k=1 i€l

V heterogennich systémech se mohou potencialy liSit pro rizné dvojice vozidel, ale v Castéji uzivanych
homogennich systémech jsou tyto potencidly stejné, a tudiZ v jejich znaCeni budeme vynechdvat indexaci.
Pozastavme se jesté nad otdzkou dosahu zavedeného potencidlu. Ptdme se kolik pfedchozich vozidel

fidi¢ zohlednuje pfi svém rozhodovdni. Pro fidice je kliCové reagovat na nékolik nejblizsich vozidel.
Klasifikujme tedy potencidly do nasledujicich skupin:

1. Dlouho-dosahovy potencial: k-té vozidlo interaguje se vSemi ostatnimi vozidly.
2. Kratko-dosahovy potencial: k-té vozidlo interaguje pouze se dvéma nejbliz§imi vozidly.

3. Lokalné-dosahovy potencial: k-té vozidlo interaguje pouze s vozidly, které se nachazeji v jeho
okoli Uc(xy).

(3

4. Stiredné-dosahovy potencial: k-té vozidlo interaguje s nejbliz§imi m vozidly

V této praci se budeme zabyvat predevSim systémy popsanymi tfemi potencidly. Nasledujici tabulka
shrnuje nazvy prislusnych potencidld a jejich generatory. Systému s hyperbolickym potencidlem jesté pro
zjednoduSeni rozdélime na dvé varianty. V rdmci téchto variant systému budeme pocitat se zobecnénou
inverzni Gaussovu hustotu, kterou fadn¢ definujeme a budeme zkoumat v dalSich kapitolach.
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Nézev potencidlu Potencidl Generator Nézev distribuce

Bezinterak¢ni 0 AB(x)e ™ Exponencidlni
Logaritmicky —In(r) AB(x)xPe Gamma

AB(efe ™ GIG

ABO(x)x” e fer dvouparametricky GIG

Hyperbolicky
Logaritmicko-hyperbolicky

Rl= ==

Tabulka 2.2: Tabulka zdkladnich generatori systému.

2.3 Zavedeni a rozbor zakladnich neznamych v modelu

Pro odvozeni hustoty pravdépodobnosti rozdéleni termodynamického dopravniho plynu budeme (po-
dobné jako ve statistické fyzice) potfebovat zndt hamiltonidn H(v, r) systému, coZ pfedstavuje energe-
ticky popis systému.

2.3.1 Hamiltonian termodynamického dopravniho plynu

~es s

Celkovou potencidlni energii zkoumaného systému jsme jiZ urcili rovnici (2.1). Posledn{ chybéjici funkci
potfebnou k sestaveni hamiltonidnu je celkova kinetickd energie systému. Urcime ji podobné jako ve fy-
zikdlnich modelech termodynamického plynu. LiSit se bude v naSem chédpani klidového stavu systému.
Pro dopravni systémy to bude stav, ve kterém se vSechna vozidla pohybuji optimalni rychlosti. Systém,
ve kterém se vSechna vozidla pohybuji stejnou rychlosti a zdrovel maji stejnou hmotnost, nazyvidme
homogenni a vSechny ostatni systémy nazyvame heterogenni. DrZzme se prozatim popisu heterogennich
systémi. Ozna¢me my hmotnosti a vy rychlosti jednotlivych ¢astic. Déle necht’ wy, pfedstavuje optimalni
rychlost ¢astic, pak kinetickd energie systému je dana jako

N
T = ; % (0 — wy)? . 2.2)

Kombinaci rovnic (2.1) a (2.2) dostdvdme hamiltonidn systému v obecném tvaru

N N

my
H(ri1,m1,...,INN, V1,02, ..., UN) = Z > (ox — wi)* + Z Z Ori(rik). (2.3)
=1 k

k =1 i€l

Pro homogenni systémy lze vysledny hamiltonian zjednodusit, jelikoZ pro takovy systém zavadime op-
timélni rychlost w a identickou hmotnost vSech ¢4stic m. Tedy uvaZujeme, Ze

Vkefl,...,N}:wy =wA my =m.
Podobné budou schodné dvoutélesové potencidly plisobici mezi Casticemi, tzn.
V@i, k) e{l,....,N} x{1,....,N}: oi(r) = @(r).

Tim dostdvame hamiltonidn pro homogenni systém ve tvaru

N N

H = ;%(Uk—w)2+;z¢(”ik)-

=1 =1 i€l
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V dalsi iteraci zjednoduSovani se miizeme pii popisu dopravnich systémi omezit na kratkodosahovy
potencidl a hmotnost vSech Castic poloZit rovnou jedné, coZ umoziuje zapsat hamiltonidn v pomérné

jednoduchém tvaru
N 4 N
_ Lo 2
H—kzz;z(vk w) +;¢<rk).

2.3.2 Stochasticka rezistivita a jeji interpretace

Ve findln{ hustoté pravdépodobnosti rozdéleni ddle vystupuje veli€ina zvand stochastickd rezistivita .
UZ z ndzvu vyplyva, Ze hovofime o mife rezistivity systému vic¢i ndhodnému chovani. Pro lepsi pred-
stavu demonstrujme vyznam stochastické rezistivity v termodynamické fyzice. Zde je rezistivita z4visld
predevsim na termodynamické teploté 7' ¢asticového systému a je ddna vztahem

kde K predstavuje tzv. Boltzmannovu konstantu. Intuitivné se bude s klesajici teplotou ustalovat i poloha
¢astic. Kdybychom doséhli a7 teoretické absolutni nuly, tak by poloha Castic byla neménnd a mluvili
bychom o deterministickém stavu. Stochasticka rezistivita vii¢i ndhodnosti v systému s klesajici teplotou
tudiZ poroste do nekonecna, tzn.

lim B(T) = +oco.

T—>0’8 1)

Naopak se zvySujici se teplotou bude pozice ¢éstic v systému stdle vice ndhodné fluktuovat, tudiZ systém
bude daleko méné odolny vici ndhodnym jeviim. Pro systém s teplotou bliZici se nekone¢nu mluvime
o poissonovském systému, ktery se vyznacuje nulovou stochastickou rezistivitou, tzn.

lim A(T) = 0.
T—+oc0

Po kratkém rozebrani stochastické rezistivity v termodynamické fyzice se nyni vrat me k modelu do-
pravniho plynu. Stejné jako v termodynamice budeme podle stochastické rezistivity délit stavy systému
na

1. deterministické stavy: mira ndhodnosti systému je nulovd, neboli 8 — +oo,
2. sub-poissonovské stavy: mira ndhodnosti systému je konecna a nenulova, neboli 8 € (0, +0),
3. poissonovské stavy: mira ndhodnosti systému je nekonecnd, neboli 8 = 0.

Rezistivita v dopravnich systémech je zavisla na hustoté dopravy. Ackoliv tato zavislost je méné piimo-
¢ard nez v termodynamickych systémech, i tak 1ze ziskat pfedstavu o vyznamu této veliCiny v dopravé.
Pfi zvysujici se hustoté dopravy je fidi¢ nucen vice sledovat okolni vozidla a podle nich poptipadé pfi-
zptsobovat svou jizdu, ¢imz je zpisobena vétsi zavislost mezi pohyby jednotlivych vozidel a ndhodnost
systému klesd. Pfi houstnouci dopravé je na fidici, aby prijimal a vyhodnocoval vice vjemt, ¢imzZ je
na mozek fidi¢e kladena vétsi zatéz. S mnozstvim vjemu roste Cas potifebny k feSeni dopravnich situaci
a moznosti reakci fidice jsou mnohdy znaéné omezené. Tyto vSechny aspekty se promitaji do stochas-
tické rezistivity a tyto naroky na mozek fidice jsou Casto oznacovany pojmem mentalni stres. Mira men-
talniho stresu je popsdna stochastickou rezistivitou systému, kterd klesd se sniZujici se hustotou a stoupd
se zvySujici se hustotou.
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2.4 ReSeni modelu a7 k obecnému tvaru headway distribuce

s Yz

Z termodynamické a statistické fyziky zndme zdkladni tvar hustoty rozdéleni ¢astic. Do tohoto vztahu
dosazujeme za hamiltonidn rovnici (2.3), ¢imz dostavime obecny tvar hustoty pravdépodobnosti pro
model dopravniho plynu.
P, r) = _L_pron,
Zn(L)

Parti¢ni suma predstavuje normalizaéni podminku uréenou tak, aby integral hustoty pravdépodobnosti
pres cely stavovy prostor byl roven jedné. Omezenim se pouze na model kratkodosahového Casticového
plynu na kruznici délky L dostaneme upraveny tvar hustoty pravdépodobnosti, kde Diracova funkce
zajist'uje, Ze popisujeme rozlozeni ¢astic pouze na tsecce délky L, tzn. soucet rozestupl ¢astic musi byt
roven délce dsecky.

1
P(v,r) = me—ﬁ”“”)a (L~ 1Irl) O(r),

kde ||r||; = ZkN:] 1t je sit ovd norma vektoru.

2.4.1 Homogenni plyn s kratkodosahovym potencialem

Omezme se nyni znovu pouze na homogenni kratkodosahovy potencidl, coZ v praxi znamend, Ze fidi¢
pri vyhodnocovani situace na vozovce posuzuje pouze dvé okolni vozidla a Ze odliSnosti v hmotnosti
jednotlivych vozidel jsou zanedbatelné. Pak 1ze integraci pies ostatni proménné piimo ziskat hustotu
pravdépodobnosti pro rychlost k-tého vozidla. Jedna se o vypocet marginalni hustoty z hustoty sdruZené.

- _ Ae—Sw-w)?
q () = P, r)dv; ...dvg_y dogyr ... doy dr = Ae™2 .
RN JR2N-1

Jak vyplyva z tvaru hustoty pravdépodobnosti rychlosti, rychlost md normdlni rozdéleni se stfedni hod-
notou w a rozptylem [lg kde w uz jsme diive zavedli jako optimalni rychlost. MiZeme tedy ur¢it norma-
liza¢ni konstantu a zapsat hustotu ve findlnim tvaru.

qv) = ylﬁe‘g(”‘w)z.
2n

Déle zaméime na$i pozornost na uréeni pravdépodobnosti prostorovych svétlosti mezi vozidly v kon-
stantnim Case, coZ je jedna z klicovych veli¢in pro popis dopravniho systému. Podobné jako pfi ur¢ovani
hustoty pravdépodobnosti rychlosti, vypo¢teme i margindlni hustotu prostorovych rozestupti a to tak, Ze
provedeme integraci pres zbylé proménné.

P(r) = f P(v,r) dv = e P LI #G (L — 1K) ©(r).
RN

ZN(L)

Timto jsme se dostali aZ k obecnému tvaru hustoty pravdépodobnosti pro vSechny prostorové svétlosti.
Dals$im krokem bude urcit rozdéleni pravdépodobnosti pro konkrétni prostorovou svétlost, znacenou jako
.

1
g(r) = f P(r)d(ry,73,...,7N) = e P O (L — |Irll) O(r)d (7. 75, . .. 7y) =
RN—I ZN(L) RN—I
1 N ul
= @(rl)e—ﬁtﬁ(ﬁ)f e_’BZkﬂ‘p(rk)(S L—l”1 —Zrk ®(r2,r3,...,rN)d(rz,rg,...,rN).
Zy(L) RV —~
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Integral vznikly v posledni dpravé miZeme interpretovat jako parti¢ni sumu systému s poctem Castic
N — 1 na useku délky L — ry, tzn.

N

ZN_l(L—rl):f e_ﬁzlyﬂ‘/’(”)é L—rl—Zrk Oy, r3,...,rn)d (2, 13, ..., TN).
RN—l =

Hustotu pravdépodobnosti obecné prostorové svétlosti r 1ze tedy zapsat v kompaktnim tvaru pomoci
parti¢nich sum nésledovné.
Zy-1(L=1) o)
Zy(L) .
Vypocet rozdéleni prostorovych svétlosti pro jednotlivé potencidly nenf pfili§ pfimocary kvili Diracové
funkci vystupujici v particni sumé. Uvedeme si pouze feSeni pro jednotlivé varianty systému. VSechna
feSeni budou uvedena pro Skdlovanou verzi systému, kde poloZime L = N. Tento krok provedeme na tikor
obecnosti, ale umoZni ndm to vysledna feseni zapsat ve zjednoduSeném tvaru. Pro systémy sklddajici se
z velkého poctu ¢astic se ovSem negativni vliv tohoto kroku ztréci.

g(r)=0() (2.4)

1. BezinterakCni varianta systému o poctu castic N

1- =
N

o) =0 rfd.

2. Nerezistivni varianta systému o velkém poctu ¢4stic
g(r) = O(r)e™".
3. Systém s logaritmickym potencidlem o velkém poctu ¢éstic

B+ 1P Ba-B+Dr

o) = O0) L

Rozdéleni prostorovych svétlosti pro systém s hyperbolickym potencidlem bude predmétem dalsiho
zkoumadni, proto si jej v kapitole 4 rozebereme detailnéji i s odvozenim.

2.5 Rozbor obecného tvaru headway distribuce

V této kapitole kriatce nahlédneme na matematickou interpretaci obecného tvaru headway distribuce,
kterou jsme jiz urcili jako rovnost (2.4). V predchazejici kapitole jsme si jiZ nastinili, Ze obecné rozdéleni
prostorovych svétlosti g(r) musi splilovat podminky:

1. g(r) e C(RY),
2. g(r) € A,
3. g(r) ma v bodé r = 0 platé.

Zminéné podminky se opiraji o analyzu dat naméfenych pomoci indukénich dvojsmycéek. Namétend data
totiZ ukazuji, Ze je nutné, aby hledana distribuce méla v bodé r = 0 platé. Tato podminka zarucuje ex-
trémné nizkou pravdépodobnost malych rozestuplii mezi vozidly, coz odpovida chovani fidicd, ktefi se
vétsSinové malym rozestupim vyhybaji v zdjmu bezpecnosti. Za pevné dané hustoty dopravy musi dile
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Vv,

funkce g(r) klesat limitné k nule pro r — +oco. Pfi nizké hustoté dopravy je moZné pripustit vySsi prav-
dépodobnost pro vétsi rozestupy, ale i pfesto neni mozné dosahnout libovolné velkych rozestupi mezi
vozidly na dseku komunikace kone¢né délky. Nenulové hodnoty hustoty pravdépodobnosti g(r) ma déle
smysl definovat pouze na kladné poloose a taktéZ by se mélo jednat o spojitou funkci s oborem hodnot
Ran(g) C R].

Z rovnosti (2.4) také vyplyva obecny tvar balan¢nich ¢asticovych systémi, kterymi se budeme zabyvat
v dalsich kapitoldch. Nasim bodem zdjmu bude predevsim balancni ¢4sticovy systém s repulzivnim po-
tencidlem, jenz splituje vSechny vyse zminéné podminky a koresponduje i s modelem termodynamického
plynu. K obdrZeni zminé€ného balan¢niho ¢asticového systému s repulzivnim potencidlem z rovnosti (2.4)
je pouze potieba Sikovné zvolit potencidl systému. Touto problematikou se budeme zabyvat v kapitole 4.
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Kapitola 3

Balancni casticovy systém jako
matematicka realizace dopravniho modelu

Nasim cilem v této kapitole bude zformulovat matematicky popis dopravniho modelu jako alternativu
modelu termodynamického plynu z kapitoly predchozi. JiZ jsme poloZili zaklady zminéného alternativ-
niho popisu, a to v sekci 1.4.

3.1 Definice systému a zavedeni nahodnych proménnych v modelu

Uvazujeme podobné jako u termodynamického plynu systém bezrozmérnych castic umisténych na po-
lopfimce s referencni Céstici v pocatku. Jednotlivé proménné modelu povazujme za ndhodné veliCiny.
Na tyto veli¢iny budeme muset jeSté naklédst dalsi podminky, ale ty zminime pozdéji. Shriime v né-
sledujicich definicich tfi zdkladni popisy dopravniho modelu a znaceni ndhodnych veli¢in figurujicich
v popisech.

Definice 3.1.1. Méjme spocetnou mnozinu ¢astic umisténych na polopiimce M = {&y, &1, &2, ... }. Jed-
notlivé prvky mnoZiny M oznac¢ime za agenty modelu. Vzdédlenost mezi sousednimi agenty nazveme
rozte¢ a oznacime Ro, R1, Ry, . . ., kde (Ry)5) je libovolnd posloupnost nezdpornych, absolutné spoji-
tych, nezdvislych a stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in. Roztece jsou tedy dany vztahem:

R = péxs Ek+1)s

pro Yk € Ny, kde p je metrika méfici vzdalenost na pfimce. Hustotu pravdépodobnosti v§ech ndhodnych
veli¢in (Ry),5) budeme nazyvat generdtorem Césticového systému a oznacime ji symbolem h(x) (viz
obréazek 3.1).

R: R, Rs R4 Rs

N
N
N
N
NQ—
NO—

|

|

Obrazek 3.1: Znazornéni popisu pomoci rozteci

Definice 3.1.2. M¢&jme spocetnou mnozinu ¢astic umisténych na poloptimce M = {&, &1, &2, .. . }. Jednot-

livé prvky mnoZiny M oznac¢ime za agenty modelu. Vzdéalenost agenta od referencni ¢4stice & nazveme
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multirozte¢ a oznatime Xo, X1, X2, ..., kde (X;); % je libovolnd posloupnost nezdpornych, absolutné
spojitych, nezavislych a stejné rozdélenych nahodnych velic¢in. Multiroztece jsou tedy dany vztahem:

Xk = p(€o, Ek+1)s

vy s

pro Yk € Ny, kde p je metrika méfici vzdalenost na pfimce (viz obrdzek 3.2).

Xs
X4
X3
X2
X1
%i e
o 3 &2 &3 &4 &s

Obrazek 3.2: Zndzornéni popisu pomoci multirozteci

Definice 3.1.3. Méjme spocetnou mnoZinu ¢astic umisténych na polopiimce M = {&y,&1,&2,. .. }. Pak
zavadime systém ndhodnych velicin s parametrem L > 0, ktery popisuje pocet Castic leZicich na intervalu
(0, L) za referencni ¢4stici a nazyvadme ho intervalovd Cetnost. Intervalové Cetnosti s parametrem L > 0
znacime N;.

Za pomoci definovanych pojmi zavedeme tii varianty casticovych systémd. Jednotlivé varianty se budou
lisit v podminkach, které bude posloupnost rozte¢i muset spliiovat.

Definice 3.1.4. Obecnym Césticovym systémem rozumime posloupnost multirozteci (X);, , zavedenych
predpisem
N
Xi= > Ru,

m=0

kde Ro, Ri, Rz ... je libovolna posloupnost nezdpornych a absolutné spojitych ndhodnych veli¢in.

Definice 3.1.5. Nezdvislym Césticovym systémem rozumime posloupnost multirozteci (X);2,, zavede-

nych pfedpisem
k
X, = Z Rons
m=0

kde Ro, Ri, Rz, ... je libovolnd posloupnost nezdpornych, absolutné spojitych, nezavislych a stejné roz-
délenych nahodnych veli¢in. Hustotu pravdépodobnosti vSech ndhodnych veli¢in Ry, Ry, R», ... ozna-
¢ime h(x) a budeme ji nazyvat generdtorem casticového systému.

Definice 3.1.6. BalanCnim Césticovym systémem rozumime posloupnost multirozteci (X),?, zavede-

nych pfedpisem
k
Xy = Z Rons
m=0

kde Ro, R1, Rz, ... je libovolnd posloupnost nezdpornych, absolutné spojitych, nezavislych a stejné roz-
délenych nahodnych veli¢in. Hustotu pravdépodobnosti vSech ndhodnych veli¢in Ry, Ry, Ry, ... ozna-
¢ime h(x) € % a budeme ji nazyvat generatorem Casticového systému.
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Definice obecného 3.1.4 a nezdvislého 3.1.5 ¢asticového systému tvofi jisté mezistupné v zavedeni ba-
lan¢niho ¢asticového systému 3.1.6. Ve zbytku prace budeme pracovat pouze s balan¢nimi ¢asticovymi
systémy. Ddle lze predpokladat, Ze chovéni riznych fidici bude v mnoha situacich podobné, a proto bu-
deme déle uvaZzovat, Ze rozteCe a multirozteCe jsou stejné rozdélené nezavislé ndhodné veliciny (i.i.d.).

3.2 Elementarni znamé poznatky a teorémy

Vyslovme par zékladnich vlastnosti tykajicich se zavedenych proménnych balanéniho ¢asticového sys-
tému. Tyto vlastnosti uvedeme bez dikazu [10].

Véta 3.2.1. Necht' h(x) € 4 je generdtorem BCS, pak pro zavedeny popis plati:

Ro, R1, Ra, ... ~ h(x),

k k
Xi= ) R~ K h(x).
m=0 m=0

Véta 3.2.2. V balan¢nim ¢éasticovém systému h(x) € 4 plati:
1. E(Ry) = x
2. B(Xy) = (k+ 1)x kde % = p1(h)

Zavedli jsme tfi zplisoby popisu modelu a bude pro nds kliCové umét mezi témito popisy prechazet.
Zformulujme dvé nasledujici vety, které tuhle problematiku osvétluji.

Véta 3.2.3. Necht' (Xy); 5 je posloupnost multirozte¢i dané distribu¢nimi funkcemi (Gy); %, pak pro
popis pomoci intervalovych frekvenci plati

PINL =01 =1-Go(L),
PINL = k] = Gi-1(L) — Gi(L).
Véta 3.2.4. Necht’ P[N, = k] predstavuje popis pomoci intervalovych frekvenci. Pak pro posloupnost

rozte¢i (gx); %) a posloupnost multirozteci (Gy),; S, plati

k
Gu(x) = 1= ) PN, =ml,

m=0

k
dP[N, =
o) = -0(n Y =,
m=0

3.3 Charakteristiky 1. a 2. druhu a jejich vlastnosti

Zrekapitulujme si déle statistické charakteristiky, pomoci kterych budeme popisovat balan¢ni Casticové
systémy (ddle jen BCS) a jejich vlastnosti. Statistické charakteristiky lze rozdélit do dvou skupin na cha-
rakteristiky 1., resp. 2. fadu podle toho, jestli jsou odvozené od prvnich, resp. druhych momentt balan-
cované hustoty.
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3.3.1 Charakteristiky 1. radu

P

Definice 3.3.1. Méjme balan¢ni ¢asticovy systém, pak zavadime charakteristiky prvniho fadu jako:

1. Stfednf hodnota rozteci: E(Ry) = [, xh(x)dx.

2. Stfedni hodnota multirozteci: E(X}) = fR xgr(x)dx.
3. Trendova funkce: w(L) = E(Ny) = ZZ:(’) kPN = k].

Definice 3.3.2. Necht' X; ~ gx(x) jsou multiroztece balan¢niho ¢asticového systému. Pak funkci r(x) =
Yis0 9k(x) nazveme shlukovou funkei balanéniho ¢dsticového systému. Déle oznaéme s(x) = Y,/ kgi(x)
shlukovou funkci prvniho druhu.

Véta 3.3.3. M¢jme balanéni ¢asticovy systém. Pak plati
E(Xk) = (k + DE(Rp).

Véta 3.3.4. Necht' r(x) je shlukova funkce a s(x) je shlukova funkce prvniho druhu balan¢niho Casti-
cového systému. Pak funkce r(x) a s(x) jsou omezené a stejnomérné konverguji na kazdém uzavieném
intervalu (0, L).

Véta 3.3.5. Necht’ w(x) je trendova funkce a r(x) je shlukova funkce obecného balan¢niho ¢ésticového
systému. Pak plati

L
w(l) = f r(x)dx.
0

Uvedené charakteristiky miZeme pomérné jednoduse transformovat pomoci Laplaceovy transformace.
Ziskané Laplaceovy obrazy nam poslouzi k urceni dalSich vlastnosti BCS.

3.3.1.1 Laplaceova forma charakteristik 1. Fadu

Definujme si oznageni pro Laplaceovy obrazy generatoru a shlukové funkce BCS. Tohoto znadeni se
budeme drZet i nadéle v dalSich kapitolach.

Definice 3.3.6. Necht' i(x) je generdtor a r(x) je shlukova funkce balancniho ¢asticového systému, pak
oznac¢me Laplaceovy transformace danych funkci jako H(s) := L[h(x)] a R(s) := L[r(x)].

Diéle vyslovme zdkladni vlastnosti funkci H(s) a R(s).

Véta 3.3.7. Necht’ h(x) je generator a r(x) je shlukova funkce balan¢niho ¢asticového systému a H(s),
R(s) jsou jim prislusné Laplaceovy obrazy. Pak plati:

1. Rada 2120 9x(x) konverguje viude v R a na kazdém (0, L) navic stejnomérné.
2. Yx € R: r(x) > 0 anavic r(x) = O(x)r(x).
3. Vyroky A: w(L) = LnaR*, B: r(x) ~ ©(x) jsou ekvivalentni.

4. Vs> 0: |H(s) < 1.

5. R(s) = 1955

6. r(x) je omezend na R a lim, ;o r(x) = 1.
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3.3.2 Charakteristiky 2. radu
Definice 3.3.8. Mé&jme balancni ¢asticovy systém. Pak zavadime charakteristiky druhého fadu jako:
1. Rozptyl rozte¢i: VAR(Ry) = ua(h) — 1.
2. Rozptyl multirozteci: VAR(X}) = VAR(Z/;”:O Rn) = (k+ 1) VAR(Rp).
3. Frekvenéni rozptyl: O(L) = VAR(NL) = Z;;’B (k- E(L))2 PN, =k] = E(Ng) — w*(L).
4. Statistickd rigidita: A(L) = Y;5 (k — LY* P[Ny = k] = E(N?) - 2Lw(L) + L.

Véta 3.3.9. Necht’ w(x) je trendova funkce a r(x) je shlukova funkce obecného balan¢niho ¢asticového
systému. Pak plati
E(N?) = 2r(L) * (L) + w(L).

3.3.2.1 Laplaceova forma charakteristik 2. radu

Pro nase budouci zkoumani vlastnosti balan¢nich ¢asticovych systému bude klicovy Laplacetv obraz
statistické rigidity.

2 "(§) —
2R (s) N R(s) N 2sR (s) — R(s) N 3’
s s 52 53

L[A(L)] = L[END)] - 28[Lw(L)] + L[L*] =

se[AL)] = 2(1 = sR(s)) + 5° (2R2(s) + R(s) + 2R’(s)).

Dale dosad’me za R(s) = 1?1(1‘?3-) a upravme nasledovné

\ _ s=2 2%
s LA(L)] =2 + sH(s)1 ~H0) +2s 1-HG)

Pro obecny balan¢ni ¢4sticovy systém nemusi byt nalezeni stochastické rigidity snadnou dlohou, proto
se pokusime o jeji aproximaci. Funkce A(L) ma linedrni asymptotu, kterou zapiSeme jako yL + 6 a jeji
tvar spocteme pomoci Laplaceovy transformace.

s—=2 28 H (s) + Hz(s).
— H(s) (1 - H(s))?

SCYL+ 6] = ys+ 65> = s°¢[a(L)] =2 + SH(5)7

Zaved’me si nyni funkci B(s) := s32[A(L)] L s + 0% a prepiSme ji do Maclaurinova rozvoje druhého

fadu, tzn. B(s) = B(0) + BT@)S + BT@)SZ = xS + 052, Z této tivahy dostavame tvar linedrni asymptoty
funkce A(L).

’ 1 "
x=B©). 5=3800)

Linearni ¢len urcujici stoupani asymptoty funkce A(L) nazyvame stochastickou kompresibilitou a kon-
stantni ¢len nazyvdme deflekci. Zavér Gprav shrneme v definici stochastické kompresibility.

Definice 3.3.10. Kompresibilitou balan¢niho casticového systému rozumime linedrni Clen asymptoty
jeho statistické rigidity.

Pfi uvazovani pouze kratkodosahového potencidlu Ize kompresibilitu vypocitat z jednodussiho vztahu,
ktery vyslovime v nasledujici vét€ o kompresibilité a deflekci, viz [4].
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Véta 3.3.11. Ve skdlovaném balanénim ¢asticovém systému zadaném generatorem 4(x) je stochasticka
kompresibilita rovna rozptylu sousednich rozteci, tj.

x = p2(h) - 1.
Pro ptislusnou deflekci navic plati:

1
6= = (~4us(h) = 9po(h) + 95 (h) +6).

Linedrni asymptota stochastické rigidity je velmi dilezitou soucasti popisu Casticovych systémil, jeli-
koZ hodnota statistické rigidity systému se ke své asymptoté velice rychle pfimykd. K demonstraci této
vlastnosti vyuZijme Erlangovo rozdéleni.

20
—— Diracovo rozdéleni
Erlangovo rozdéleni pro n=2
— — — Asymptota Erlangova rozdéleni pro n=2
Poissonovo rozdélenf
15

=2 10}
<
0.5
00 C 1 1 1 1 1
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
L

Obrazek 3.3: Aproximace statistické rigidity Erlangova rozdéleni s parametrem n = 2 pomoci asymptoty
Na vyuzZiti kompresibility pfi popisu ¢asticovych systému detailnéji nahlédneme v nésledujici kapitole.

3.4 Klasifikace casticového systému podle urovné stochastické kompresi-
bility

Césticové systémy Ize rozdélit podle drovn& kompresibility na sub-poissonovské a super-poissonovskeé.
Jako referencni hodnoty pfi tomto rozdéleni ndm poslouZi kompresibilita Poissonova a Diracova sys-
tému. poissonovsky systém je povazovéan za nahodily systém, jelikoZ jednotlivi agenti v poissonovském
systému vibec neinteraguji (nazyva se také bezinterakénim BCS), tudiz nelze v takovém systému vy-
pozorovat jakoukoliv zavislost. Naopak Diractiv systém je systémem deterministickym, takZe nahodilost
tohoto systému je nulova. Timto jsme vytycCili pomysIné hranice a dale uréime hodnoty kompresibility
pro poissonovsky a Diractiv systém. Pro tyto systémy lze kompresibilitu ziskat pfimym vypoctem.

3.4.1 Kompresibilita poissonovského systému

Generdtorem poissonovského BCS (neboli bezinterakéniho systému) je dan exponencidlni funkce:

h(x) = A@(x)e™ ™,
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kde A € R*. Uréeme nejprve hodnotu normalizacni konstanty a parametru A pro $kdlovanou variantu
systému.

+00 1
uo(h) = f AB(x)e ™ Mdx = A f e Ydx = A< L= A=4
R 0
1 +00 A 1 1 |
,Ltl(h):f®(x)/lxe_ xdx:/lf xe Ydx=A—===-=1 = A=1.
R 0 2 2

Generétor Skdlovaného poissonovského BCS je ddn jako: h(x) = @(x)le™*, kde A = 1. Uréeme dile
druhy necentrdlni moment.

oo 20 2
wr(h) = fR O(x)Ax’e ¥dx = A fo x2e ¥dx = /lﬁ =7

Nasledné za pouziti véty 3.3.11 o kompresibilité a deflekci uréime kompresibilitu, kde dosadime 4 = 1:

2
x=5-1=2-1=1

3.4.2 Kompresibilita Diracova systému
Generitor Diracova BCS je dan jako:
h(x) = As(x — D)e™,

kde A € R*. Uréeme nejprve hodnotu normalizacni konstanty a parametru A pro $kdlovanou variantu
systému.

wo(h) = f AS(x — DeVdx = Ae ™Mo = Ade P 2 1 = A = e,
R

+00
i (h) = f 8(x — et xe™dx = f 8(x — Dxdx = x[,oy = 1.
R 0

Generétor $kdlovaného Diracova BCS je dan jako: hA(x) = 6(x — 1). UrCeme déle druhy necentralni
moment.

+00
w(h) = f 5(x — Detx?e ™ Mdx = f 8(x — Dx’dx = xPe=y = 1.
R 0

Nasledné za pouZiti véty 3.3.11 o kompresibilité a deflekci uré¢ime kompresibilitu, kde dosadime A4 = 1.
Odtud y = 0.
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Obrazek 3.4: Klasifikace systémd pomoci kompresibility na sub-poissonovské a super-poissonovské
stavy

3.4.3 Klasifikace systému podle kompresibility

Zavérem tedy je, Ze kompersibilita systému by se méla pohybovat mezi hodnotou 0 a 1. Z naméfenych
dat se ovSem ukazuje, Ze v dopravnim provozu nastdvaji i stavy s kompresibilitou véts$i nez 1 a je tedy
mozné dosdhnout vétsi kompresibility, neZ ma poissonovsky systém. Systémy spliiujici y > 1 nazveme
super-poissonovskymi a systémy s kompresibilitou v intervalu (0, 1) nazveme sub-poissonovské. Pro
systémy s hrani¢nimi hodnotami kompresibility, tj. pro y = 0, resp. ¥ = 1, budeme naddle pouzivat
oznaceni Diraciyv, resp. Poissoniv systém.

Pokud omezime nasi klasifikaci pouze na systémy s kratkodosahovym potencidlem, pak mtizeme z véty
o kompresibilité a deflekci (3.3.11) sestavit tabulku kompresibility pro zakladni tvary hustot.

Jednoparametrickd GIG hustota ®(x)e‘g
Dvouparametricka GIG hustota ®(x)x"e‘§

Nézev hustoty Balanéni jadro hustoty » Kompresibilita
Diracova hustota ox—1) 1 0
Exponencidlni hustota A O(x) 1 1
Erlangova hustota O(x)x" 1 ﬁ
Gamma hustota O(x)x? J

1

1
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Kapitola 4

Repulzivni varianty balancniho
casticového systému a jejich matematické
zakonitosti

4.1 BCS s repulzivnim potencidlem

Definice 4.1.1. Necht’ potencidl ¢(x) je spojitd funkce se spojitou prvni derivaci na (0, +o0) a dale necht’
plati:
¢'(x) <0, lim ¢ (x) = —oo, lim ¢ (x) = 0.
x—0t X—+00

Pak ¢(x) nazveme repulzivnim potencidlem [6].

N

V dalsi vété vyslovime a dokdZeme tvrzeni, Ze funkce g(x) s repulzivnim potencidlem je nutné funkce
z tfidy balancovanych funkci. To ndm umoZni zkoumat systémy s repulzivnim potencidlem bez nutnosti
vZzdy ovéfit, jestli se jednd o balanéni ¢4sticovy systém. Taky budeme mit moZnost vyuZivat jiZ dfive
dokazané vlastnosti BCS.

Véta 4.1.2. Necht’ ¢(x) je spojité diferencovatelny repulzivni potencidl na intervalu (0, +o0). Déle necht’
spliiuje podminky:

1. limy 400 ¢ (x) = 0,
2. limMy—4o0 % =0,
3. (AK > 0)(¥Yn e N)(Vx > 0) : e ™™ < Kx".
Pak plati:
1. lim,0, @(x) = 400,
2. @(x) € C(0, +c0),
3. AB(x)x%eP*We= ¢ B[], kde A > 0,0 €R,>0,1> 0.

Diikaz. Dokazme vlastnosti v potradi kopirujici znéni véty.
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1. Z podminek danych pro potencidl a charakteru funkce e* vime, Ze je splnéna nerovnost:
Vx>0:0<e ¥ < Ky
Z nerovnosti funkci a nezdpornosti funkce e ¥ plyne i nerovnost jejich limit, to jest

0< lim e™*¥ < lim K¥" = 0.
x—04 x—04

Z véty o limité seviené funkce plati:

lim e ¥™ = 0.
x—04

CoZ nutné znamend, Ze lim,_,q, ¢(x) = +oo.
2. Plyne piimo z piredpokladi véty.

3. Platnost tohohle tvrzeni ukdZeme ovéfenim axiomt definice balancované hustoty 1.4.1. Ukazme
tedy, Ze funkce g(x) = A®(x)x%eB*We~4* spliuje poradé axiomy definice.

1. Axiom kompletnosti:
Vx € R je funkce g(x) fadné definovand a z toho plyne Dom(g) = R.

2. Axiom nezdpornosti:
Funkce g(x) je pro Vx € R™ nulovd a pro Yx € R nabyvé pouze nezdpornych hodnot, tzn.
Ran(g) C R}.

3. Axiom c¢éstecné spojitosti:
Z 2. bodu diikazu vime, Ze ¢(x) € C(0, +o0) a z 1. bodu dikazu vime, Ze lim,_,g, ¢(x) = +oo.
Z téchto dvou vlastnosti plyne e #*® e C(R). Podobné jsou na R spojité i funkce e~** a x?.
JednodusSe si rozmyslime i limitn{ hodnotu funkce g(x) pro x = 0, coZ je jediny bod, kde by
mohla vzniknout nespojitost.

lim A@(x)x"e P¥We™* = 0.

x—04

Zéavérem je tedy implikace g(x) € C(R) = g(x) € PC(R).
4. Axiom integrability:

a!

VxeR} eV <] = f AB(y)x¥ePrWe gy < f AB(y)x%e Wdy = .
R R /1<1+1

Integral funkce g(x) se ndm povedlo shora omezit Lebesgueovsky integrovatelnou funkci.
Ze srovndvaciho kritéria Lebesgueova integralu pak plyne: g(x) € -Z(R).

5. Axiom pozitivnosti nosice:
Funkce g(x) je pro Yx € R™ nulov4, tzn. supp(g) C Rj.

6. Axiom balancovanosti:
UkédZeme, Ze pro w = A je splnén axiom balancovanosti:

a>1 = lim g(x)e™ = lim AO(x)x%e P*We@ VX = 4o,
x—+00

X—+00
<1 = lim g(x)e™ = lim A@(x)x%ePrMel@=D¥ = (,
X—+00 X—+00

K vypoctu limit jsme vyuZili vlastnost potencidlu ¢(x): lim,— 40 @(x) = 0.
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Definice 4.1.3. Balanc¢nim Casticovym systémem s repulzivnim potencidlem ¢(x) budeme rozumeét ¢as-
ticovy systém, jehoz generator je funkce

g(x) = AB(x)x%e PP
kde A, a, 5, A jsou libovolné parametry hustoty s omezenimi A > 0, € R,5> 0,4 > 0.

Povsimnéme si, Ze véta 4.1.2 ndm zarucuje, Zze GIG rozdéleni naleZi do tfidy balancovanych hustot.

4.2 Obecné vlastnosti repulzivniho BCS

4.2.1 Omezujici podminky pro statistické veli¢iny repulzivniho BCS

Na tdvod vyslovime tvrzeni o nékterych statistickych veli€indch repulzivnich balan¢nich ¢asticovych
systému (BCS), Tato tvrzeni nam nadale pfijdou vhod v dalsi kapitole, kde se na né budeme odvolavat
pfi dokazovani omezeni jednotlivych parametrit BCS zadaného GIG rozdé€lelnim.

Véta 4.2.1. Méjme g(x) € 4. Pak pro takovou funkci plati:

2ui41(g) < ps2(g) + pr(g).

Diikaz. Preved’me vSechny momenty funkce g(x) na jednu stranu nerovnosti a upravme.

0< f Fg(x)dx -2 f Flg(x0dx + f ¥ 2g(x)dx =
R R

R

= f ()c2 —-2x+ l)xkg(x)dx = f (x— 1)2xkg(x)dx.
R R
Funkce g(x) je z tiidy balancovanych hustot, takZe z definice
supp(g) CRj = VxeR; : g(x) =0.

Dile funkce (x — 1)? je kladna skoro viude v R a funkce x* je pro libovolné k € Z kladnd na celém R*.
Odtud pak plati:

—+00
(x — 1)’x*g(x) > 0 skoro viude v R* = f (x — D?*xFg(x)dx > 0.
0

Véta 4.2.2. Necht’ ¢(x) je repulzivni potencidl. Pokud & > inb(g), pak plati:

3 f g()dy > g(x),

pro Yx € R*.
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Diikaz. Uvazujme nerovnost

0> f AB(y)p (y)e P*We Wy, 4.1
R

Tato nerovnost nutn& plati z charakteru funkci z BCS a definice repulzivniho potencialu, tzn. ¢ (x) < 0
na intervalu (0, +00). Ozna¢me w = inb(g) a dosad’me tuto hodnotu za parametr A. Dale pokracujme v
Upravéach integrélu z nerovnosti (4.1) za pouziti metody per partes. Odtud

u=Ae v =g (yerV

—+00
"(Ne B o=l 1, — "(Ne PEWa—w g, = | -
0> fR AB(y)p (y)e P e™¥dy = fx Ap e ™ e™dy = 4 on - Le o)

1 e 1 1 w [
= [_ A_e—ﬁtp(y)e—wy] — f Awe™ —ePPWdy = —g(x) - — f Ae Ve PPy =
B x x B B B Jx

- ég(x)—% f gy = g0 <w f " gy,

SloZena z4vorka, vznikl4 po pouZiti metody per partes, md nulovou horni mez, jelikoZ limitni hodnota
dané funkce v nekonecnu je nulova, coz je dano predpoklady véty a vlastnostmi repulzivniho potenciélu.
Proto

lim e 9 =1A lim x*'e™® =0 = lim —éx““e_ﬁ“’(x)e_“’x = 0.
X—+00 X—+00 X—+00
Po tdprave zistane pouze dolni mez, kterou midZeme prepsat jako funkéni hodnotu funkce g vydélenou
parametrem . Dok4azali jsme nerovnost pro w < &, takZe nerovnost musi platit i pro libovolné & > inb(g),
¢ili

gx) <w f giydy < & f g(y)dy.

Cimz jsme ziskali dokazovanou nerovnost.
O

Véta 4.2.3. Necht’ ¢(x) je repulzivni potencidl. Pokud & > inb(g), pak &ue+1(g) > (k + Dur(g), kde g(x)
je BCS s repulzivnim potencidlem.

Diikaz. VyuZzijme nerovnost (4.1), kterd je znovu splnéna z charakteru funkei z BCS a predpokladu,
7e funkce ¢ (x) je zdpornd na intervalu (0, +co), coZ plyne pifmo z definice repulzivniho potencialu.
OznaCme w = inb(g) a dosad’'me tuto hodnotu za parametr A. Déle pokracujme v tpravich integralu
z nerovnosti (4.1) za pouZiti metody per partes.

+00
0> fAG)(x)‘p’ (x)xk+1e—;3‘/7()€)e—a))6dx — f A(p'(x)xk-f—le_ﬁ‘p(/f)e—wxdx -
R 0

| u=Axtee L F L IR Ll
u =Ak+1-wxe“ v= _ée—ﬁw(w .
" k 1 k+1 [F
+f Ak +1 - wx)x ef‘”xlée*ﬁ“’(x)dx = T Axke P g—wxqy_
0 0

w [ k+1 w
et AxfHlem@Xe PeDdy = ———11(g) — —ui1(g) =
B Jo B g
= (k+ Dw(g) < wpr+1(9).

33



SloZena zavorka vznikld po pouZiti per partes je nulovd, jelikoZ limitni hodnoty dané funkce v obou
mezich jsou nulové, coz je dano predpoklady véty a vlastnostmi repulzivniho potencialu. Proto

A
lim e =1 A lim e =0 =  lim —=xlePWewr =,

X—+00 X—+00 X—+00

A
lim e =0 A lim ¥*e™ =0 = lim ——x**le W0 = 0,
x—0, x—0, x—0,
Rozdélenim zbylého integralu miZeme ndsledné vzniklé integraly piepsat jako wi(g) a pi+1(g). Doka-
zali jsme nerovnost pro w < &, takze nerovnost musi platit i libovolné & > inb(g). Timto dostdvame
dokazovanou nerovnost

(k + Dur(g) < wpr1(g) < Eprr1(g).

4.2.2 Mezni hodnoty nahodnych velic¢in

Véta 4.2.4. M&me obecny generdtor BCS dany vztahem g(x) = A@(x)x¥e ##Me~1¥ a necht’ potencial
©(x) dale spliiuje podminky:

1. limy 400 (x) = 0 a lim,,0, @(x) = +oo,
2. @(x) € CH(0, +0),
3. ¢'(x) <0,

4. polg) =law(g) =1.

)a+l

Pak 1> @+ 1, u2(g) <2a A > @

P4

Diikaz. Dokazme nejprve tvrzeni, Zze 1 > a + 1, jelikoz v dalsi ¢asti dikazu bude potieba tohoto tvrzeni
vyuzit. VyuZijme nerovnost (4.1), kterd je znovu splnéna z charakteru funkci z BCS a z 3. pfedpokladu
veéty. Déle pokracujme v tpravach integralu z nerovnosti (4.1) za pouziti metody per partes, konkrétné

+00
0> f AB(x) (x)xH e PeMe=Axqy = f A (x)xH e P gy =
R 0

+00

u=Ax*tex v = ¢ (x)e P s

W= A+ 1-)xte™ v =—fe P

— [_Alxa+le—,3<p(x)e—/lx

0

+00 1 + 1 +00
+ f Ala + 1 — Ax)x%e P oePeWdy = d Ax¥e PP _
0 B B Jo
A [ +1 Pl +1 A
-= AxHle e Pe = 22y - g = e - L = A a+ L.
B Jo B B B B

SloZend zdvorka vznikld po pouZiti metody per partes je nulové, jelikoZz limitni hodnoty v obou mezich
jsou nulové, coZ je dano predpoklady véty a vlastnostmi repulzivniho potencidlu. Dale

lim e 9 =1 A lim x*'e =0 = lim —éx"“e_ﬁ""(x)e_/lx =0,

X—+00 xX—+00 X—+00

lim e =0 A lim x*'e™ =0 = lim —éx‘”le_ﬁ"’(x)e_’lx =0.

x—0, x—0, x—0,
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V posledni dpraveé jsme vyuZili 4. pfedpokladu véty. Timto jsme docilili prvni dokazované nerovnosti.

Vyslovme dale nasledujici tvrzeni, které plati z monotonie funkce e*.
Ve > 0,Vx € (0, +c0) ; x¥ePPWe ¥ 5 ¥ PelWe=(1tax 5 (4.2)
Ve > 0,Vx € (0, +00) : x7e PPt 5 e (Bravie 1 5 4.3)

Z véty o monoténii Lebesgueova integrdlu musi kromé nerovnosti (4.2) a (4.3) platit i nerovnosti mezi
integraly jednotlivych funkci. Pfi pevné zvolenych @ € R, 8 > 0, A > 0 a pro vSechna € > 0 plati

+00 +00
f x¥e Pre~ gy > f x¥e PrXe-(raxqy 5 (), 4.4)
0 0

+00 +00
f x¥e PrPe~ gy > f x¥e"Braee—dxqy 5 (), 4.5)
0 0

Z toho vyplyva, Ze uy(g) mize nabyvat nejvyssi mozné hodnoty pro co nejmensi piipustné parametry
B, A. V prvni Casti diikazu jsme dokdzali, Ze za danych predpokladi je 4 > @+ 1 a z definice repulzivniho
BCS je parametr 8 € R*. Uvazujme krajni pfipad ato 8y = 0 a Ay = e + 1. Pokud dokazované nerovnosti
plati pro tento pfipad, pak z nerovnosti (4.4) a (4.5) vyplyne dokazovand nerovnost. UrCeme nejprve
normaliza¢ni konstantu pro tento krajni piipad.

+00 +00
= f AB(x)x%e Poreoxqy = f AxePore=boxqy < f Ax"‘e_(“”)xdx:A—a! 1
R 0 0 (CZ + 1)(l/+
+1 a+1
a!

Zde dostavame dokazovanou nerovnost pro normalizacni konstantu. Nasledné provedeme podobnou
upravu pro druhy necentrdlni moment:

+00 +00 (a + 2)‘
fA@(x)x(z+26—,6'o<p(x)e—/loxdx :f Axa+26—ﬁo<p(x)e—/loxdx < f Axw+2€—(w+1)xdx —A— 7
R 0 0 (a, + 1)a+3
a+?2 1
= + y
a+1 a+1
kde jsme v poslednim kroku dosadili jizZ vypoctenou normalizacni konstantu. Déle je potieba zdtivod-
nit opravnénost dosazeni. Normalizacni konstanta totiZ roste s rostoucim @ zatimco u»(g) s rostoucim
@ klesa. Jiz ze ziskaného vysledku ux(g) = 1 + == je patrné, Ze u» klesd rychleji neZ A roste. Pro jiné

a+1
hodnoty 3, A budou nerovnosti zachovany diky nerovnostem (4.4) a (4.5).

O

4.3 BCS zadany generatorem ze tridy GIG

Zaved 'me nyni balanéni Casticovy systém s hyperbolickym potencidlem.

Definice 4.3.1. Zobecnénym inverznim Gaussovym rozdélenim (zkracené GIG = generalized inverse
Gaussian distribution) rozumime funkci tvaru

h(x) = AB(x)x%e Te
kde A, @, 5, 4 jsou libovolné parametry hustoty s omezenimi A > 0, € R,5> 0,1 > 0.

Pro pocatecni zjednoduseni budeme nejprve uvazovat systém s parametrem « = 0, jenZ nazveme jedno-
parametrickou GIG hustotou. AZ posléze nds bude zajimat i zobecnénd varianta GIG rozdéleni s para-
metrem « # 0, které nazveme dvouparametrickym.
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4.3.1 Necentralni momenty GIG rozdéleni

Nez se pustime do vycislovani necentralnich momentt, definujeme tfidu specidlnich, tzv. Macdonaldo-
vych funkei. Béhem poditani jednotlivych momentt pro GIG rozdéleni budeme potiebovat fesit modifi-
kace integralu

f AO(0)x%e YoM dx. (4.6)
R

Tento integral nemd analytické feSeni, takZe jej budeme zapisovat pravé pomoci Macdonaldovych funkci.

4.3.1.1 Macdonaldovy funkce

s vz

Definice 4.3.2. Macdonaldovou funkci fadu a € R rozumime funkci K,(x) zavedenou predpisem
+00 2
XK (x) = 27! f ylewmedy, (x > 0).
0

Reseni integrilu (4.6) je pak

2t gt BYF
fRA@)(x)x e fe iy = ZA(/—l) Kar1 (2B1).

Pro tuto tfidu funkci uved’me jesté rekurentni vztahy
2a , a
Ka1(x) = Kas1(x) = =— Ka(x), Ko(x) = =Kq-1 (x) = ~ Ka(), 4.7
’ ’ a
Ka-1(x) + Kge1(x) = 2K (%), Ky () = =Kar1(x) + 2 Ka(x), (4.8)
jez budou dulezité pri snaze zjednodusit nékteré vyrazy.
4.3.1.2 Systém s jednoparametrickym GIG jadrem
Jak jsme jiZ zminili v tabulce 1.1, jadro jednoparametrického GIG rozdéleni je dano vztahem:
_B
g(x) = AB(x)e" ~,
coZ znamend, Ze jednoparametrickou GIG distribuci miizeme zapsat nasledovné:
h(x) = A®(x)e~ e,

Pfed samotnym ur¢enim druhého necentrdlniho momentu bude potfeba nejprve prejit ke Skdlované va-

riant¢ balan¢niho ¢asticového systému, tzn. k varianté systému spliiujici uo(h) = u1(h) = 1. Vyjadreme
tedy nejprve normalizacni konstantu $kdlované varianty jednoparametrického GIG rozdéleni

Ho(h) = fA@(x)e_fe_”dx = Af " e feVdx = 24 \/§K1 @ \/ﬂ_/l) 1
R 0

L
2VBK1(2\BA)
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Nésledné podobnym postupem s dosazenim za normalizacni konstantu uréime $kdlovaci podminku pro
A. Tato podminka je tvaru:

u1(h) f Vi ®(x)xe_ge_ﬂxdx f ' xe‘ge_ﬂxdx
1 = _— X = X =
= 2VBK1(2 VB 2VBK1(2 VB Jo
Va KB = VBK22VBD 1
2f&@f1'1 VIKIC\BY
Timto se dostdvdme ke Skdlované varianté jednoparametrického GIG rozdéleni:
\/Z B
h(x) = ————0(x)e” xe” .
2VBK1(2 VBA)
Urc¢eme dale hledany druhy necentrdlni moment:
\/z 2 B
w(h) = f — ___@)x’e e Mdx = f e Ydx =
r 2 VBK1(2VBA) 2\/_K1(2\/_)

Vi o2 )K(N—) B K32 VB
" 2\BKI2 VD) ’ K12 NBD'

Posledni vyraz upravime za pomoci dosazeni rovnice vzniklé z prvniho momentu a rekurentniho vztahu

(4.7) pro Macdonaldovy funkce. Odtud pak

p2(h) =

BE;2NBD _ pKiICVBD + 55 Ko VB /3( 2 K2(2\/_))

1+ =
AKQ\BD) A K1(2\/_) " VB K2 NBD

_ﬁ(l 2(\/BK2(2\/ﬁ7))) _ﬁ(ﬁ+2)_ﬂ+2

=S |1+ (B =2 ===
VA K1 (2+/BA) A\ B Pl

Nasledné, pokud uvazujeme balan¢ni Casticovy systém s kratkodosahovym potencidlem, miZeme vyuZit

vétu 3.3.11 o kompresibilité a deflekci a urcit kompresibilitu jednoparametrického GIG rozdéleni

_B+2
T

- 1.

4.3.1.3 Systém s dvouparametrickym GIG jadrem

V tabulce 1.1 bylo zminéno, Ze jddro dvouparametrického GIG rozdéleni je ddno vztahem:
h(x) = AB(x)xe™%,
coZ znamena, Ze jednoparametrickou GIG distribuci mtiZeme zapsat nasledovné:
h(x) = AO(x)x%e Fe M,

Pfed samotnym urc¢enim druhého necentralniho momentu bude potieba nejprve znovu prejit ke Skalované
varianté balan¢niho ¢asticového systému, tzn. k varianté systému spliujici yo(h) = p1(h) = 1. Vyjadifeme
tedy nejprve normalizacni konstantu $kdlované varianty dvouparametrického GIG rozdélen{

@ a+l

[ rotowete g an (B L)
#O(h)_LA(a(x)xe eﬁdx—ZA(/l) Ka+1(2‘/ﬂ7)_1 = A_(ﬂ) 2Ka+1(2\/,3_/1).
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Nésledné podobnym postupem s dosazenim za normalizacni konstantu uréime $kdlovaci podminku pro
A. Tato podminka je tvaru:

a+l

; ()
i (h) = fA@(x)x‘”]e_xe_’lxdx = —f e se Mdx =
R 2Kq+1 (2VB1) Jo

1\ 2 1 o3 B Ka+2 (2‘/_)
-(3) KQH(Z\/[%_/I)(B) Koa (2B = \\;__K(m(z\/_)

Timto se dostdvame ke Skdlované varianté dvouparametrického GIG rozdéleni:

(5) "
2K,41 (2 VB2

Urcéeme dale hledany druhy necentrdlni moment:

!
=1.

h(x) = O(0)x%e e,

B [ o
w(h) = f AO(x" e e Mdy = — B f x"*2e xeMdx =
2Ka+1 (2 VBA) Jo

_ @) (ﬁ)‘” (245 ),BKa+3(2\/_)
Kor1 (2VB) \4 o AKas1(2VB)

Posledni vyraz upravime za pomoci dosazeni rovnice vzniklé z prvniho momentu a rekurentniho vztahu
(4.7) pro Macdonaldovy funkce. Odtud pak

ﬂ Ku+3(2 \/ﬁ_/l) ﬁ a/+1(2 \/_) + 2(a+2)K +2(2 \/_) é (1 + a + 2 K(1+2(2 \/ﬁ_/l)) _

=2 _F -
o = K NBD A TR 2 VB Kort CNBD

—é(l a+2v_KHx2J_U ﬁwﬂ+a+2)_ﬁ+a+2
B NAKan@VBD) A\ B ) a4

-2
Nasledné, pokud uvazujeme balan¢ni Casticovy systém s kratkodosahovym potenicdlem, miZeme vyuZit
vétu 3.3.11 o kompresibilité a deflekci a urcit kompresibilitu dvouparametrického GIG rozdéleni

B+a+?2
A

X = -1.

4.3.2 Vlastnosti parametrizace GIG rozdéleni

Véta 4.3.3. Necht' g(x) = AO(x)x%eB*We=4* kde ¢(x) je hyperbolicky potencidl. Necht’ dale uo(g) =
u1(g) = 1. Pak plati nasledujici nerovnosti:

l.a+B-1+2>0,
2. a+F-1+1<0.

Diikaz. DokaZme nejprve prvni a aZ ndsledné druhou nerovnost.
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1. Prvni vlastnost mezi parametry vyplyva z nerovnosti us(g) > 1. Tu dokdZeme za vyuZiti véty 4.2.1.

p2(9) > 2u1(g9) — po(g) =2 -1 =1.
Kdy?Z si nyni rozepiSeme tvar druhého necentrdlniho momentu pro GIG distribuci, dostaneme do-
kazovanou nerovnost, nebot’

B+a+2

) = a+p-1+2>0.

1 <n(g) =
2. Upravme nejprve integrdl z nerovnosti (4.1) pomoci metody per partes takto

—+00
fAQ(Xﬁﬂ/ (x)xa/+le—ﬁ‘ﬁ()€)e—/lxdx — f AQO, (x)xa/+le—ﬁga(x)e—/lxdx —
R 0

1 +00
— [_A_xa+le—ﬁgo(x)e—/lx] +
B 0

u=AxHle—x v o= w'(x)e—,&p(x)
u = Ala+1 - /lx)x"e‘/lx v = _ée—ﬁso(X)

oo 1 +1 (*®
+ f Ala + 1 — Ax)x%e ™ —ePPWdy = ¢ AxTe e Pelo_
0 B B Jo
SR (RS O P ¥ S L
B Jo B B

Dale ukdzeme, Ze pro GIG rozdélenf plati nerovnost
-1> f AB(x)p (x)x2H e P dxq .
R

1

Dosad me za hyperbolicky potencidl ¢(x) = | a za jeho derivaci ¢ (x) = —xl—z. Zjevné plati

—1>- f AG(X)xa_le_ée_de el< f A@(x)x“‘le_ée‘“dx.
R R
K dikazu vyuZijeme modifikace nerovnosti 4.2.1, jejiz platnost si ukaZzeme:
f AB(" e R e > 2 f AB(x"e fe M dx - f AB()x*H e v e dx.
R R R
Prevedeme vsechny integrdly na jednu stranu nerovnice a upravime takto
0< [[A0e (st = 2¢+ e e tar = [ AOLY(1 - w2 e
R R

Z. charakteru funkci vystupujicich v integrdlu miZeme s jistotou fict, Ze integral musi byt nutné
kladny, jelikoZ integrovand funkce nemuiZze byt na celém R\{1} nulovd, tak ani nemdZe nastat
rovnost. CimZ jsme tuto nerovnost dokdzali a z ni ndm plyne:

fA@(x)x"_le_fe_’lxdx>2fA®(x)x"e_€e_/lxdx—fAG)(x)x‘”le_ie_de:
R R R

=2u0(9) —pi(g) =2-1=1
Nyni jsme ukazali, Ze pro GIG rozdéleni plati:

a+1

A
BB

-1> f AB(x)p (x)x*H e ey =
R

= a+f-1+1<0-

Vyndsobeni nerovnice parametrem S je mozné bez problémi, jelikoZ definice GIG rozdé€leni pro
tento parametr neptipousti zdporné hodnoty.
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O

Véta 4.3.4. Necht' g(x) = AO(x)x%e P*We= 3 p(x) = % je potencidl Skdlované GIG distribuce, pak je
funkce A(B) rostouci pro S8 € (0, +00).

Diikaz. RozepiSme si podminku Skédlovatelnosti GIG distribuce

VB Koz (2VB)
VAKq (2VBT)
Z vlastnosti Macdonaldovy funkce vime, Ze je tato funkce rostouci jednak s rostoucim argumentem a také

rostoucim parametrem «. VyuZijme teorii implicitnich funkci a spocitejme derivaci funkce A(5) zadanou
implicitni rovnici vyse

|
=1

\/_ Ky (2 \/_)
\/_ Ka+1 (2 \/_)
OF (B,A(B))

’ _ B
AB) =~ OFBAPB)
oA

F(4,p) =

Upravme nejprve nasledujici vyraz za pomoci rekurentnich vztaht (4.7) pro Macdonaldovy funkce. Od-
tud

Ko2(y(x) 0Koy 5y aK(H— 6y
( Ka+21 [(763) ) dy *guKart — Ko 75" 9y o
Ox K§+1
3 (_Ka+1 - %Ka+2) Kor1 — Kos2 (_Ka+2 + %Ka+1) @ B
= 5 =
Ka+l dx
20+ 3 K, 0 2a+ 3 0 ,
~1- ‘”2+( “*2) Y ( 1- Kopa + Kim) V=K, 4,
y  Kevi \Kes1) ) 0x y Ox P
(y+2(x)

V piedchozich dpravich jsme vyraz # Ko (o) Pro x = 2 vBA, ktery je funkci proménnych B a A, oznadili

jako K, p.4. OvSem hodnotu K, g, lze ur¢it z implicitni rovnice, tzn. Ko, = VTE Spocitejme déle
parcidlni derivace funkce F a dosad’me do nich za K, g 1. Odtud pak

OF (B3, A(B)) a+1 a+1 A
#=—1— Kaﬁﬂ-i_Ké,,B,/l:_l_ + —,
B /2 B B
OF(B,AB)) B a+4 B a+2 A
Rl i A < +K2,,|==-1- +2.
oA P 2B Rapat Kopa) =3 5 B
Hledanou derivaci tedy uréime jako:
i - “1-h g ) aep-a+l .
(ﬁ)__é(_l_a_+2+4)__B'a+ﬁ—/1+2> '
1 B B

Findlni nerovnost jsme urcili z nerovnosti dokdzanych ve vété 4.3.3 a z nerovnosti 4 > 0, kterou ndm
udédva definice GIG rozdé€leni. Timto jsme ukézali, Ze je funkce A(5) rostouci. O
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Pro demonstraci platnosti vét 4.3.3 a 4.3.4 jsme provedli numericky vypocet k nalezeni hodnot funkce
A(B). Vysledek vypoctu je vyobrazen na obrazku 4.1.

a= —2 a=1

Obrazek 4.1: Numericky spocitané hodnoty funkce A(53)

4.4 Kompresibilita GIG rozdéleni pro « € R*

Snadno ovéfime, Ze potencidl ¢(x) = )lc Skalované distibuce GIG spliiuje predpoklady véty 4.2.4 a Ze pro
GIG rozdéleni tedy plati yp < 2 pro @ > 0. Omezme nase Gvahy pouze na model s kratkodosahovym po-
tencidlem. Z véty 3.3.11 o kompresibilité a deflekci ur¢ime kompresibilitu GIG rozdé€leni pro nezdporny
parametr « ve tvatu

x=m-1<1.

Z této nerovnosti plyne, Ze GIG rozd€leni pro a > 0 nemiZe popisovat super-poissonovské stavy.

Zkoumejme tedy po zbytek kapitoly, jak se GIG rozdéleni chova pro zaporné hodnoty parametru « a jaka
je fyzikalni interpretace této skutecnosti. Upravme jadro GIG rozdéleni nasledovné

B (—Inx@+?
x%eTx =¢ (~tnx+5) = @(x) = —Inx? +[—3.
X
Touto dpravou jsme ziskali silovy potencidl. Spoct€éme ddle pomoci vztahu F(x) = —3—f pro vypocet sily
ze silového potencidlu silu ptisobici mezi jednotlivymi ¢dsticemi, tj.
d @ @
de__@ P pm=2%+5.
dx x  x? x  x?

Kdybychom uvazovali pouze kladny parametr «, znamenalo by to, Ze mezi Casticemi plsobi pouze od-
pudivé sily. Z namétenych dat lze ukazat, Ze super-poissonovské stavy v dopravnim provozu opravdu
vznikaji. Pravé jsme ukazali, Ze takovy stav lze popsat pouze zdpornym parametrem «, COZ znamend, 7e
se v dopravé misty mezi jednotlivymi vozidly vyskytuji i pfitazlivé sily.

4.5 Fazovy diagram

V predchéazejici kapitole ve vété 4.3.3 jsme ukdzali omezeni pro parametry Skdlovaného GIG rozdéleni.
Nasim cilem bude zobrazit zdvislost klasifikace BCS na parametrech «, 8. Projdéme nejprve hodnoty
41



parametrt, které ma vibec smysl uvazovat, jelikoz z dokdzanych vét budeme schopni tuto mnoZinu
omezit.

Z definice GIG rozdéleni 4.3.1 vime, Ze parametr A musi byt kladné &islo. TaktéZ jsme dokézali, Ze pro
GIG rozdéleni plati nerovnosti:

1.
a+B-1+2>0 = a+B+2> 4,

a+f-1+1<0 = a+p+1< A

= a+f+1l<A<a+p+2.

Z prvni nerovnosti a vlastnosti 4 > 0 z definice GIG rozdéleni miZeme fict, Ze @ + 8 > —2, coZ ndm
omezuje mnozinu hodnot parametrd, kterou budeme uvazovat. Bez splnéni téhle nerovnosti neni mozné
GIG rozdéleni skalovat.

vvvvvv

vime, Ze pro GIG rozdéleni g(x) = AO(x)x* e_ée‘“ plati:
a+pB+2 +a+2 a+pB+2 1
SOEBYR g =E AL
a+pB+2 A a+pB+1 a+pB+1

Dale za piedpokladu, Ze pocitime s kratkodosahovym potencidlem, mizeme z véty 3.3.11 uréit omezen{
kompresibility GIG rozdéleni.

_a+,3+2_ < _ﬂ+a+2_ <a+/3+2_ B 1

Ta+pr2 AT T Ta+B+1 0 a+p+ 1]
Rozeberme mozné hodnoty vyrazu ﬁ pro @ € R7, protoZe varianta s kladnym parametrem « jiz
byla diskutovdna v kapitole 4.4, kde jsme uk4zali, Ze pro tyto hodnoty s jistotou mluvime o systému
sub-poissonovském.
Necht’ je tedy @ € R™, pak plati:

1. Pro a + 8 > 0 miZeme s jistotou fict, Ze kompresibilita daného systému je mensi nez 1, a tedy se
jednd o subpoissonovsky systém.

2. Pro @ + B € (-1, 0) uz miZe kompresibilita nabyvat hodnot vyssich neZ jedna a dany systém mtize
byt i superpoissonovsky.

3. Pro a + B € (-2, —1) nelze z nerovnosti vyse odhadnout kompresibilitu systému.

Ukdzali jsme, pro které hodnoty parametrd jsme schopni jednoznacné rozhodnout o stavu systému. Pro-
blematické hodnoty jsou: a + 8 € (—=2,0) a pro urCeni stavu systému s t€émito parametry budeme muset
séhnout po numerickych metodach. Pro konkrétné zvolené hodnoty @, 8 nalezneme normalizacni kon-
stantu A a hodnotu A(B) tak, aby bylo splnéno wuo(g) = wui(g) = 1, tzn. abychom ziskali Skdlovanou
verzi systému. Nasledné, pokud znovu uvazujeme kratkodosahovy potencial, miZzeme z véty 3.3.11 urcit
kompresibilitu jako: y = uz(g) — 1. Timto postupem miZeme vykreslit graf 4.2, ktery ukazuje, pro jaky
vybér parametri ziskdvame super-poissonovsky systém s GIG rozdélenim. Do grafu jsou déle zaneseny
piimky, které demonstruji vySe zminéné omezeni pro parametry super-poissonovskych systémd.
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Obrazek 4.2: Fazovy diagram kompresibility systému

4.6 Podminka superpoissonovskosti

Shriime dosud ziskané poznatky o podminkach pro super-poissonovské stavy. Pro vznik super-poissonovského
stavu musi parametr @ nabyvat pouze zdpornych hodnot (viz kapitola 4.4). Déle musi byt z kapitoly

4.5 splnéno, Ze a + B € (-2,0). O parametru A(B8) muZeme fict, Ze se nachdzi v omezeném intervalu
AB) e (@ +B+ 1,a + B+ 2) adle definice 4.3.1 musi tento parametr byt kladny.
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Kapitola 5

Superpoissonovské stavy v realnych
dopravnich systémech

Pro méfeni rozestupt a rychlosti vozidel v dopravnim proudu existuje vice metod. Nékteré jsou pomérné
narocné na analyzu vystupni dat, napr. pii pofizeni video zdznamu komunikace je pak potfeba vyuZit
metod zpracovédni obrazu. Déle lze k méfeni pouZit i ultrazvukové nebo infracervené senzory. Pokud
je cilem analyzovat rozsdhlou mnoZinu dat, je nejvhodnéjsi pouzit k méfeni dvousmyckové indukéni
detektory.

Indukéni smyckové detektory se umist'uji pod vozovku a indukuji magnetické pole, které je po pra-
jezdu vozidla poruSeno, a tim se vytvoii datovy zdznam. Pod vozovku se takové detektory umist’'uji dva
s uréitym rozestupem, aby bylo mozné urcit i primérnou rychlost vozidla v daném dseku mezi detektory.

5.1 Datové vzorky a metody jejich akvizice

5.1.1 Unifika¢ni procedura

Dopravni proud se v urcitych situacich vyznacuje znaCnymi nehomogenitami. BéZné se provadi tfistup-
fova unifikacni procedura, kterd ndm umozni data roztfidit podle hustot, abychom zabranili michan{
vzorkid s rozdilnymi statistickymi vlastnostmi. V dal$ich podkapitolach shrneme ¢asti unifikaéni pro-
ceduru v poradi, ve kterém tyto kroky i provedeme.

5.1.1.1 Vzorkovaci faze

Cely datovy soubor, ktery obsahuje L datovych zdznamd, rozdélime na mensi podmnoziny o M za-
znamech. Abychom dosdhli homogenity v té€chto podmnoZzindch, tak volime M vzorkii zaznamenanych
chronologicky. Zavddime tedy mnoZiny

Si={(rtiovel) ERY th=i-M+1,i-M+2,...,i-M).
proie{jeNy:j< ﬁ}, kde proménné ry, ty, vk, Iy predstavuji informace o k-tém vozidle a to poradé

jeho délku, Cas prijezdu detektorem, primérnou rychlost a jizdni pruh. Pro analyzu dat v této praci
pouZijeme M = 50.
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5.1.1.2 Skalovaci faze

RozteCe, popripadé svétlosti vzorkid v jednotlivich podmnozinach S; preskalujeme, abychom zarucili,
Ze jejich stfedni hodnota bude rovna jedné. Skdlovanou veli¢inu ziskdme jako

w-M

Y=< ——
szESi Tk

kde z; € S je prvek podmnoZiny a zavedeme novy systém podmnozZin celého souboru S;= {yr 1z € S}

5.1.1.3 Segmentacni faze

Pro kazdou $kalovanou podmnoZinu S; vypocteme hledané faizové proménné. V této analyze dat budeme
pocitat intenzitu a hustotu provozu.

5.1.2 Vystup analyzy rozestupu

Pomoci Unifika¢ni procedury jsme spocitali hustotu a intenzitu jednotlivych vzorkl. Grafické znazornéni

této zavislosti pro 1. jizdni pruh miiZete vidét na obrazku 5.1 a pro vSechny jizdni pruhy na obrazku 5.2.
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Obrazek 5.1: Graf zavislosti intenzity na hustoté pro jednotlivé vzorky pro 1. jizdni pruh
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Obrazek 5.2: Graf zavislosti intenzity na hustoté vzorku

Budeme chtit porovnavat pouze vzorky naméfené za podobnych podminek, aby se systém dal povazovat
za homogenni, coZ je pro analyzu rozestupu klicové. V téchto piipadech se omezime na zpracovani
rozestuptl pfi hustoté v urCitém rozmezi. Bez tohohle omezeni bychom porovnavali rozestupy pii velmi
odliSnych hustotich dopravy a ziskdvali bychom rozestupy s velmi odlisSnymi hodnotami. Jako piiklad
vezmeme datové vzorky s hustotou p € (17.5,20). Priklad vybéru prvki znazoriuje obrazek 5.3.
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Obrazek 5.3: Graf zavislosti intenzity na hustoté vzorktl se zndzornénim vybranych prvki.

Déle pro hustotni pdsmo p € (17.5,20) vykreslime histogram. Pro histogram navic jest€ provedeme nor-
malizaci, aby obdrzeny vystup predstavoval hustotu pravdépodobnosti. Histogram pro 1. jizdni pruh v na-
Sem piikladu je vykreslen na obrazku 5.4. Histogram proloZime GIG rozdélenim, abychom na redlnych
dopravnich datech demonstrovali, Ze GIG rozdéleni je vhodné rozdéleni pro popis hustoty pravdépodob-
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nosti prostorovych a casovych svétlosti. K tomuto dcelu jsem vyuZil funkci knihovny LsgFit.jl jazyku
Julia, ktera hleda nejlepsi mozné proloZeni jako minimum souctu stfednich kvadratickych odchylek.

[l Prun: 1

Hustota pravdépodobnosti

Normalizované roztece

Obrazek 5.4: Histogram normalizovanych rozteci s proloZzenim GIG hustotou v 1. jizdnim pruhu z do-
pravnich dat o hustoté p € (17.5,20)

Vv

Proved’me analogicky proces i pro ostatni rozmezi hustoty. Pfi niZ§ich hustotdch dopravy budeme volit

rozmez{ analyzovanych prvku kratsi nez pro hustoty vyssi. Na ndsledujicich grafech budeme demonstro-
vat histogramy pro jednotlivé jizdny pruhy téiproudové komunikace.
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Obrézek 5.5: Histogram reprezentujici zdvislost hustoty pravdépodobnosti vyskytu Skédlovanych rozteci
(osa y) na hodnotach $kalovanych rozte¢i (osa x) v 1. jizdnim pruhu z dopravnich dat o riizné hustotg.
Jednotlivé histogramy jsou proloZeny GIG rozdélenim.
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Obrézek 5.6: Histogram reprezentujici z4vislost hustoty pravdépodobnosti vyskytu Skédlovanych rozteci
(osa y) na hodnotach $kalovanych rozte¢i (osa x) v 2. jizdnim pruhu z dopravnich dat o riizné hustoté.
Jednotlivé histogramy jsou proloZeny GIG rozdélenim.
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Obrézek 5.7: Histogram reprezentujici z4vislost hustoty pravdépodobnosti vyskytu Skédlovanych rozteci
(osa y) na hodnotach $kalovanych rozteci (osa x) ve 3. jizdnim pruhu z dopravnich dat o rizné hustoté.
Jednotlivé histogramy jsou proloZeny GIG rozdélenim.



Pro ovéfeni kvality proloZeni dopravnich dat GIG rozdélenim spocitejme rozdil redlnych dat od GIG
rozdéleni pomoci sit’ové a Euklidovské metriky. Pro dopravni data i GIG rozdéleni nejprve uréime em-
pirickou distribu¢ni funkci a budeme méfit vzdédlenost pro tyto dvé kfivky. Intervaly hustot, pro které
budeme vzdalenost pocitat, zachovame stejné jako pfi vykreslovani prostorovych svétlosti. Jednotlivé
vzdalenosti budou reprezentovany pomoci sloupcového grafu 5.8. MiiZeme si predevsim povSimnout,
Ze v 2. jizdnim pruhu pro p € (75, 80) vznika vyrazné vyssi odchylka mezi daty a proloZzenim nez pro

Yy

ostatn{ intervaly hustot (obrdzek 5.8). Vyssi odchylka je zpiisobena absenci dat pro dané hustotn{ pasmo.
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Obrazek 5.8: Odchylka histogramu z redlnych dat a prolozené GIG distribuce v zavisloti na hustoté
dopravy. Grafy v prvnim sloupci poéitaji odchylku pomoci sit'ové metriky a grafy v druhém sloupci
pocitaji odchylku pomoci Euklidovské metriky

5.2 Detekce super-poissonovskych stavi v dopravnich systémech

Systém nazyvdme super-poissonovsky, pokud hodnota jeho kompresibility piekro¢i hrani¢ni hodnotu
jedna. Kompresibilitu systému uréime ze statistické rigidity, coZ vyplyva primo z prislusné definice.
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5.2.1 Vypocet statistické rigidity systému

Statistickou rigiditu spoc¢itdme piimo z definice 3.3.8.

+00

A(L) = Z(k—L)ZP[NL =k]. G.D
k=0

Vzdy je potieba pro fixni délku intervalu L urcit hodnotu intervalové frekvence. Vyberme dopravni data
z pevné zvoleného intervalu hustot a ur€eme primocarym vypoctem hodnotu multirozteci. Nasledné na
pomyslnou dsecku s vyznadenymi multirozteCemi za sebe poloZime intervaly délky L. Na jednotlivych
intervalech ziskame rozdilné pocCty agentti, a pravé tento pocet oznacujeme jako intervalovou frekvenci
NL.

Uvedeny postup naznacime je$té v tabulce 5.1. Ozna¢me S y jako mnoZinu multirozteci a K jako pocet
méfeni v mnozing S x. Statistickou rigiditu ur¢ime jako:

Poradi intervalu Pocet vozidel v k-tém intervalu Kvadratickd odchylka poctu
délky L délky L vozidel od délky intervalu
k n (n— L)?
k=1 n =#xeSyx:xe(0,L) (n1 — L)?
k=2 n=#xeSyx:xe(L,2L) (ny — L)?
k=3 ny=#xeSyx:xe 2L, 3L)) (n3 — L)?
k=K ng =#xeSx:xe(K-1L,KL)) (ng — L)?

AL) = £ 28 (ng — L)

Tabulka 5.1: Tabulka zndzortiujici schéma vypoctu statistické rigidity.

K
1
AL) = — - L)%
(L) Kk;(nK )

rovna jedné, tzn. stfedni pocet Castic na intervalu délky L musi byt Cislo blizké hodnoté L.

5.2.2 Vypocet statistické kompresibility

V systémech s pevné danou hustotou dopravy budeme postupné urcovat linedrni asymptotu statistické
rigidity. Z definice kompresibility 3.3.10 vime, Ze kompresiblita je ddna jako linearni ¢len asymptoty
statistické rigidity. Budeme tedy v systémech s pevné danou hustotou dopravy postupné urCovat line-
arni asymptotu statistické rigidity, abychom nésledn¢ mohli detekovat super-poissonovské stavy (stavy

vV s

s kompresibilitou vyssi nez jedna).

5.2.3 Detekované super-poissonovské stavy

Spocitanou statistickou rigiditu prostorovych rozestupii pro pomaly (1. jizdn{) pruh znazoriiuje obrazek

5.9. Rychlé zmény statistické rigidity pro vyssi hodnoty L ovliviiuje mnoZstvi dat pro dany hustotn{
interval.
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Obrazek 5.9: Statistick4 rigidita pro vybrané hustoty dopravy v 1. jizdnim pruhu

Proved’'me analyzu statistické rigidity pro jednotlivé hustoty dopravy. Jako referencni data zvolme data
z pomalého pruhu (1. jizdni pruh) a rychlého pruhu (3. jizdni pruh). Jak lze vidét na obrazku 5.10,

vV

statisticka rigidita v pomalém pruhu dosahuje niZ8ich hodnot nez v pruhu rychlém.

Pomaly jizdni pruh Rychly jizdni pruh

35 35
— — - Poisson(iv systém — — - Poisson(iv systém
L p € (10,11) L p€(10,11)
30 —— pe (15,17) 30
p € (20,22)
| |—— pe(30.32) |
25 b€ (40,45) 25
20 t 20 t
= =
< 15 < 15
10 10
5 5 F
0 [V
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

Obrazek 5.10: Porovnan{ statistické rigidity pro vybrané hustoty dopravy v 1. a 3. jizdnim pruhu

vV s

Zaméime se nakonec na dopravni data o pevné dané hustoté s kompresibilitou vyS$si nez jedna, tzn. na
super-poissonovské systémy. UkaZzme obrazek 5.11 statistické rigidity z rychlého (3. jizdniho) pruhu o
dopravnich hustotdch o hustotich p € (10, 45).
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40 40

— — -Poisson(v systém — — - Poisson(v systém
—— pe(10.0,12.5) —— p€(20.0,25.0)
p € (12.5,15.0) p€(25.0,30.0
—— e (15.0,17.5) —— p€(30.0,35.0)
30 p € (17.5,20.0) 30 p € (35.0,40.0)
—— p € (40.0,45.0)

— 20 |

10 10

Obrazek 5.11: Statisticka rigidita pro vybrané hustoty dopravy ve 3. jizdnim pruhu

Udglejme jesté srovndni statistické rigidity prostorovych a &asovych rozestupii. Casové rozestup nejsou
na rozdil od prostorovych zatiZzené systematickou chybou. Data o prostorovych rozestupech ndm totiz
méfeni neposkytne piimo a je potieba je dopocitat. Prostorové rozestupy pocitdme jako ¢asovou svétlost
vyndsobenou priimérnou rychlosti vozidla pfi prijezdu detektorem, pfi¢emz predpokladdme, Ze vozidla
udrzuji stalou primérnou rychlost. Na obrazku 5.12 vidime podobnych zavér jako v ¢lanku [11].

1o Prostorove rozestupy 1o Casové rozestupy
— — Poissondv systém — — - Poisson(v systém
—pe(L2) —pe(l2)
g L p€e(4,5) s L —— p€e (4,5)
— pe(11,12) ——pe(11,12)
—— pe(25,26) —— pe(25,26)
—— pe (67,68) —— pe (67,68)
—— pe(81,82) —— pe(81,82)
6 -

A(L)

Obrazek 5.12: Porovnani statistické rigidity prostorovych a ¢asovych rozestupti pro vybrané hustoty v
pomalém jizdnim pruhu

Pravé zptisob poclitani prostorovych rozestupii zptisobuje, Ze detekujeme super-poissonovské stavy ve
vice pfipadech nez u ¢asovych rozestupt. Shriime, pfi kterych hustotach jsme v jednotlivych jizdnich
pruzich detekovali super-poissonovské stavy, pricemz jsme se pfi analyze zaméfili predevSim na rychly
jizdni pruh, ve kterém jsme primarné predpokladali vznik téchto stavii:

1. jizdni pruh: p € (1,2),p € 4,5), p € (11,12), p € (25,26), p € (30, 32)
2. jizdni pruh: p € (1,2), p € (4,5), p € (25,26)
3. jizdni pruh: pro hustotni pdsma v intervalu (1,45)
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Zaver

V reSer$ni Casti prace jsme shrnuli dilezité pojmy pro disciplinu matematického modelovéani dopravy
a klicové statistické charakteristiky spojené s touhle disciplinou. V kapitole 1 jsme uvedli obecné vlast-
nosti dopravni mikrostruktury vcetné zavedeni veli¢in dopravniho makropopisu a mikropopisu. V ka-
pitole 2 jsme diskutovali model termodynamického dopravniho plynu. Zminili jsme feSeni modelu az
k obecnému tvaru headway distribuce. V kapitole 3 jsme shrnuli poznatky o balan¢nich casticovych
systémech, zavedli jsme model BCS a vyslovili jeho elementarni vlastnosti a potfebné statistické cha-
rakteristiky 1. a 2. fadu.

V kapitole 4 jsme nahlédli na nové teoretické poznatky oblasti tykajici se repulzivnich potenciald. Véty
ukazujici mezni hodnoty statistickych veli¢in pro repulzivni BCS ndm umoznily vyslovit tvrzeni pro
BCS zadany generdtorem ze tiidy GIG, Ze super-poissonovské stavy mohou nastat pouze pro systémy s
parametrem a € R™. Tuhle skutecnost jsme ndsledné fyzikdlné interpretovali, coZ nds dovedlo k zdvéru,
Ze v super-poissonovskych stavech vzniklych v dopravnim systému nemohou pisobit mezi vozidly pouze
odpudivé sily, ale nutné zde plsobi i sily pritazlivé. Popularné feceno se v té€chto super-poissonovskych
stavech objevuji fidiCi, ktefi se snazi dojet pfedchozi vozidlo. V posledni ¢asti kapitoly 4 jsme za po-
moci numerickych metod nalezli mnoZinu parametrt «, 8 dvouparametrického GIG rozdé€leni, které maji
kompresibilitu vy$si neZ jedna, tzn. jednd se o super-poissonovsky systém s generdtorem z tfidy GIG.
Vysledky numerické metody jsme pro jistou mnozinu a, 8 podloZili nerovnostmi omezujicimi hodnotu
statistické rigidity.

V zédvérecné kapitole jsme se zaméfili na analyzu dopravnich dat naméfenych pomoci dvousmyckovych
induk¢nich detektorti. V analyze jsme ukazali, Ze hustota pravdépodobnosti prostorovych svétlosti 1ze
aproximovat GIG rozdélenim. Ve druhé casti kapitoly 5 jsme spocitali statistickou rigiditu a rozhodli
jsme, pro kterd hustotni pdsma mohou v jednotlivych pruzich vzniknout super-poissonovské stavy. Za-
vérem zkoumadni hodnot statistické rigidity pro dopravni data je, Ze nejvySsi hodnoty statistické rigidity
vznikaji v rychlém jizdnim pruhu pro hustoty dopravy v intervalu p € (20,40). Z prostorovych svétlosti
jsme detekovali super-poissonovské stavy ve vSech jizdnich pruzich, pficemZ v rychlém jizdnim pruhu
tyto stavy vznikaly pro nejvétsi interval hustot.
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