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Abstrakt: Grafy a Markovské fetézce je mozné reprezentovat pomoci matic. Jednou z nejbéznéjSich
forem reprezentace pro grafy je Laplaceova matice. Tato priace o ni ddva uceleny piehled a nachdzi
Laplaceova spektra nékolika zakladnich typd graft. Déle shrnuje zakladni obecné spektrdlni vlastnosti
Laplaceovy matice a normalizované Laplaceovy matice pro neorientované grafy, jejich vzdjemny vztah
i vztah s matici pfechodu z teorie Markovskych fetézct. Dale se prace vénuje aplikaci danych matic,
primérné ve spectral clusteringu. Vedle toho definujeme novou Laplaceovu matici pro orientované grafy
a ovéfujeme jeji vlastnosti. VSe je na konci ukdzano formou numerické simulace na tiech grafech.
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Abstract: Graphs and Markov chains can be represented by matrixes. One of the most common represen-
tations is the Laplacian matrix. This thesis summaries knowledge about the Laplacian matrix and prove
Laplacians of some particular graphs. Then it summarises the basic generic properties of the Laplacian
matrix and the Normalized Laplacian matrix of unoriented graphs, their relations and their relation with
the Transition matrix from Markov chain theory. Then we consider the application of these matrixes,
especially in spectral clustering. In the thesis, we also analyze the new Laplacian matrix for oriented
graphs and proves its properties. Everything concludes in the form of numerical simulation on three
particular graphs.
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Uvod

Laplaceova matice je spoletné s matici sousednosti zdkladnim zpisobem, jak popsat graf formou
linedrn{ algebry. Laplaceova matice nese v podstaté stejnou informaci jako matice sousednosti a graf je
obéma maticemi jednoznacné popsan. Pokusime se zjistit jaké informace ndm muze pifinést zkoumani
spektra Laplaceovy matice. Také budeme analyzovat vyhody Laplaceovy matice oproti matici soused-
nosti.

Rada redlnych problémii je popsdna teorii grafti a linedrni algebra nabizi jednoduchy zpisob jak
je reprezentovat v pocitaci. V klasickém matematickém modelovani miize byt pfikladem modelovani
difuze na grafu, popis molekul v organické chemii, ¢i analyza elektrickych obvodd. V informaénich
technologiich pak pati{ grafy a ndhodné prochazky na nich k zdkladiim celého fungovani webu. Jako
piiklad miZeme uvést webové vyhledavace, jako Google, které vyuzivaji ndhodné prochdzky na grafech
k fazeni vysledkl vyhleddvani. OvSem najdeme je i v fad¢ dalSich aplikaci, napiiklad vyhleddvani nej-
rychlejsich cest za pomoci genetickych algoritmt, bez kterych by nefungovaly moderni navigace. Jako
posledni vyznamnou aplikaci grafi, kterd vyZaduje jejich reprezentaci v pocitaci, miZeme uvést strojové
udeni a préci s "big data". Casto zde zkoumdme d&leni velkych datovych soubord na clustery, napiiklad
v socidlnich sitich. DalSi vyuZiti je pak napfiklad strojové uceni v evoluéni teorii her.

Bakalarska prace se skldda z n€kolika ¢asti. V prvni, spiSe kompilacni, ¢asti zadefinujeme klasic-
kou Laplaceovu matici na neorientovanych grafech. Budeme zkoumat jeji vlastnosti a provedeme jeji
zdkladni spektrdlni analyzu. Déle pak nalezneme a dokdZeme Laplaceova spektra pro konkrétni grafy:
uplny graf, kruZnice, cesta a hvézda. Pro stromy uddme prehled o jejich vlastnostech a na zavér podka-
pitoly uvedeme Kirchhoffovu vétu. Poté budeme provadet pfipravné prace pro spectral clustering, zde
zadefinujeme algebraickou konektivitu a Fiedlertiv vektor.

V druhé ¢4sti, tvofené spise vlastnim vyzkumem, se pokusime o vhodné zadefinovani Laplaceovy
matice pro orientované grafy. Poté ovéfime, jestli ma stejné vyhodné spektralni vlastnosti jako klasicka
Laplaceova matice pro neorientované grafy. Tyto vlastnosti porovndme s jinymi maticemi popisujici ori-
entované grafy. Budeme se snaZit zjistit, jestli tato definice fesi problém clusteringu 1épe nez, v soucasné
dobé béZny, postup vyuZivajici symetrizaci orientovaného grafu. Ten mé problém v tom, Ze nerozliSuje,
jestli mezi vrcholy existuje orientovand hrana jednim, nebo oba sméry. To miize vést k nepfesnostem,
které si ve Ctvrté kapitole ukaZeme.

Ve tieti ¢asti pak budeme zkoumat normalizovanou Laplaceovu matici. Zaméfime se na jeji vztah
k Markovskym fetézcim, Laplaceové matici pro ndhodné prochdzky a matici pfechodu. Vyslovime a
dokdZeme véty, které propojuji spektrum normalizované Laplaceovy matice s matici pfechodu. Jednu
podkapitolu vénujeme vztahu mezi spektrem normalizované Laplaceovy matice a rychlosti konvergence
ke staciondrni distribuci pfislusného Markovského fetézce.

2 v 2 Yy

Ve ¢tvrté ¢asti se zamefime na jednu konkrétni aplikaci spektra Laplaceovy matice, konkrétné spectral
clustering. Zde se pokusime vysvétlit jeji propojeni s algebraickou konektivitou a Fiedlerovym vek-
torem. Poté vysvétlime blizkost tohoto problému pro normalizovanou Laplaceovu matici a klasickou
Laplaceovu matici. Na zavér aplikujeme spectral clustering na tfi grafy. Na prvnim ndzorn¢ ukaZzeme
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fungovani metod. U druhého piikladu porovndme vysledky spectral clusteringu pfi pouZiti Laplaceovy
matice a normalizované Laplaceovy matice. Déle spoCitdme i abstraktni Laplaceovu matici a srovname
jejf vysledky s vysledky Laplaceovy matice a normalizované Laplaceovy matice. Poté spocitdime abs-
traktni Laplaceovu matice pro graf upraveny do slabé souvislého, nebo rovnou nesouvislého tvaru. Na
posledni orientovany graf pak aplikujeme novou abstraktni Laplaceovu matici, na symetrizaci pak uZi-
jeme klasickou Laplaceovu matici a provedeme standardni spectral clustering pro dva clustery. Nasledné
budeme diskutovat rozdily vysledka.
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Kapitola 1

Laplaceova matice

1.1 Zaklady teorie grafi

Na zacatku si vyjasnime uréité pojmy z teorie grafG [14]. V prvni Cdsti prace budeme uvazovat
neorientované grafy G, jako usporddané dvojice (V, E) s tim, Ze V je neprdzdna mnoZina vrcholl a E
je mnoZina hran jako dvoubodovych podmnozin V. Ctendf si neorientovany graf miiZe predstavit jako
body (vrcholy) pfipojené ¢drami (hranami). Neni téZké rozmyslet, Ze je to pomérné dobrd aproximace
rady systémi z redlného svéta. Napiiklad silni¢ni sit’ si miizeme predstavit jako neorientovany graf, kde
silnice budou hrany a kfizovatky vrcholy. Samoziejmé i z tohoto pfikladu by nds hned mohlo napadnout,
Ze by bylo dobré do grafu n¢jakym zplisobem zakomponovat i dalsi informace. Napiiklad jestli je silnice
jednosmérnd, ¢i obousmérnd, nebo jak je dlouhd, coz budeme fesit v dalSich odstavcich. Mnoho Etenafi
muze znat (hlavn€ z anglofonnf literatury) obecnéjsi definice pojmu neorientovany graf. Pak bude nase
definice pfibliZzné odpovidat tomu co se pii obecnéjsich definicich oznacuje jako prosty neorientovany
graf bez smycek. Jako v budeme oznacovat prvky mnoZiny V a e = {x,y} budeme oznacovat prvky
mnoziny E. Velmi Casto ndm piijde vhod fici, jestli mezi dvéma konkrétnimi vrcholy v;, v; existuje
hrana, tedy pokud pro

vi,v; €V i {v, v} €EE,

s Mz

oznacime takové vrcholy jako pfipojené. Velkd Cdst teorie Laplaceovy matice se d4 vybudovat s jis-
tymi obtiZzemi i pro nekonecné grafy. My ovSem budeme v této praci uvazovat jen grafy konecné. Tak
oznacujeme neorientované grafy s kone¢nou kardinalitou mnoziny V.

Nyni se dostaneme k definovani urCitych pojmi, které budeme v praci uZivat. Stupném vrcholu
neorientovaného grafu oznacime pocet hran grafu obsahujicich vrchol v, tedy

deg(v) ={e€ E:veel.

Jak jiz vime z dvodu, tato prace se bude tykat i ndhodnych prochédzek na grafech. Kdybychom pouZili
predchozi ilustracni priklad se silnicni siti, je moZné si ndhodnou prochazku predstavit jako kdybychom
se chtéli jen tak projet a budeme ndhodné jezdit po okoli. Samoziejmé se nabizi otdzka jak viibec popsat
trasu, kterou jsme jeli a kde jsme skondili. Na neorientovanych grafech k tomu pouZijeme pojem sled,
coZ je posloupnost vrcholi vy, ...v;, pro kterou plati, Ze mezi kaZdymi dvéma po sobé jdoucimi vrcholy
je hrana, tedy

Vi e {2, ,]} : {I)i_l,l)[} eE.

Dilezita vlastnost, kterou budeme v rdmci Laplaceovy matice zkoumat, je souvislost. Neorientovany
graf je souvisly pravé tehdy, kdyZ pro kazdé dva vrcholy z V plati, Ze mezi nimi existuje sled. Pro fadu
11



12 KAPITOLA 1. LAPLACEOVA MATICE

definic ¢i dikazd budeme taktéZ potfebovat pojem podgraf. Tak oznaCujeme neorientovany graf, ktery
z puvodniho neorientovaného grafu vznikl odebranim né€kterych hran nebo vrchold. Stejné tak miZzeme
zadefinovat pomérné logicky pojem propojenost, kdy dva vrcholy budou propojené pravé tehdy, kdyz
mezi nimi existuje sled. Graf je taktéz mozné rozdélit na vice grafa za podminek, Ze je beze zbytku
rozdélime na vice disjunktnich podmnoZin, které stale spliiuji definici neorientovaného grafu. Jinymi
slovy, graf miZeme rozdélit jen v piipad€, Ze ndm nezbude néjakd hrana bez vrcholu. Je tedy zjevné,
Ze to bude pouze v piipadé, Ze pro vSechny vrcholy kazdé disjunktni podmnoZiny bude platit, Ze nejsou
propojené s jakymkoliv vrcholem z jiné podmnoZziny.

V druhé &4sti textu budeme uvaZovat orientované grafy. Tedy opét dvojice (V, E), kde E je mnoZina
orientovanych hran jako podmnoZina V X V. Prvky mnoZiny E budeme oznacovat e = (x,y) s tim, Ze
e vychazi z x a prichdzi do y. KdyZ se vratime k prikladu se silni¢ni siti, tak jsme timto dokazali do
pojmu graf zakomponovat orientaci. Tedy pro silni¢ni sit’ uzZ umime zavést jak obousmérné silnice, tak
jednosmérné silnice. Pro kazdy orientovany graf G = (V, E) je moZné najit neorientovany graf G = (V, E’)
jako jeho symetrizaci s tim, Ze najdeme symetrickou mnoZinu hran jako

E' ={{x,y};(x,y) € EV (y,x) € E}.

Symetrizace v podstat€ znamend, Ze z grafu vymaZeme informaci o orientaci. Jestlize je mezi dvéma
vrcholy hrana jednim ¢i obéma sméry fekneme, Ze je mezi nimi neorientovand hrana. Z toho by nas mohlo
napadnout, Ze v uréitém smyslu jsou neorientované grafy jen specidlnim piipadem grafii a zdroven mize
neorientovany graf pro urcité ptipady substituovat graf orientovany. Jejich vztahu se Casto vyuziva praveé
v Laplaceové matici, protoZe je obtiZzné pfijit s uZiteCnou definici Laplaceovy matice pro orientované
grafy. Pojmy definované pro neorientované grafy je mozné zobecnit i do grafl orientovanych. Prvn{
vyznamnou zménu udélame v definici souvislosti, kdy ndmi definovanou souvislost na neorientovanych
grafech nazveme silnou souvislosti na grafech orientovanych. Jako slabou souvislost nazveme situaci
kdy symetrizace daného grafu je souvisla podle definice pro neorientované grafy. Dale pak definujeme
stupenl orientovaného grafu jako dvouprvkovy vektor obsahujici deg,,,(v) a deg;,(v) s tim, Ze

deg,,v)=l{e€ E: v, €V :e=(v,vy)}
je pocet vychdazejicich hran z v a
deg;,(v) =l{e € E: Jv, € V : e = (vp,0)}]

je pocet pfichdzejicich hran do v.

V &asti vénované normalizované Laplaceové matici a Markovskym fetézciim budeme potfebovat
obohatit nasi definici G = (V, E) tak, abychom mohli pfifadit riznym hrandm rizné pravdépodobnosti.
To udélame tim zptsobem, Ze kazdé hrané e € E prisoudime vihu w(e) € R*. To se béZné formalizuje
formou vahové funkce w : E — R*. Takovyto graf pak nazyvdame vaZeny neorientovany graf, ¢i vazeny
orientovany graf. V této prici vSak pouze zminime vdZené neorientované grafy. Kdybychom si to opét
méli predstavit jako silnicni sit’. Nyni jsme obohatili nasi definici naptiklad o délku jednotlivych silnic
mezi kiiZzovatkami. Mnoz{ ¢tendfi se mohli setkat s odli§nou definici, kdy jiZ na zacatku je definovdn
graf, ktery pfipousti rovnobézné hrany. Tedy, Ze mezi dvéma vrcholy muze existovat vice neZ jedna
hrana. Hrany poté funguji jako vahy. Vysledny efekt je ovSem, pfi nasi aplikaci, naprosto stejny. Hlavné
ve spojitosti s aperiodi¢nosti Markovskych fet€zci budeme potfebovat, aby graf byl aperiodicky. Na to
prvni potfebujeme znét pojem kruZnice, tak graf nazvu pokud pro jeho mnoZiny V a E plati, Ze

V=AL2,. . kKbANE={{i,i+1}i=1,...k—=1} U {{1,k}}.
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V pftipade, Ze v grafu najdeme vSechny podgrafy, které spliiuji definici kruznice a zjistime, Ze nejveétsi
spole¢ny délitel délky téchto kruZnic je jedna, nazveme graf aperiodickym. Délkou kruznice myslime
pocet jejich hran.

Umluva: V situacich, kdy je z kontextu jasné o jakém grafu mluvime, budeme v diikazech &i vysvét-
livkach pouzivat pouze pojem "graf". Nebude-li feceno jinak, ¢i nebude-li z kontextu zcela ziejmy jiny
ucel daného pismene (napf e v exponencidle), tak pismenem G budeme obecné oznaCovat rizné grafy, v
jejich vrcholy, V piislusnou mnoZinu vrchold, e jejich orientované ¢i neorientované hrany a E piislusnou
mnoZinu hran. Pismenem k pak budeme zpravidla oznaCovat pocet vrcholti daného grafu.

1.2 Definice a zakladni vlastnosti

Nyni budeme definovat Laplaceovu matici za pomoci matice stupiiovitosti a matice sousednosti. Pro
lepsi pochopeni budeme ndzorné ukazovat tvorbu jednotlivych matic pro graf H z obrdzku 1.1.

Obrézek 1.1: Neorientovany graf H

Nasim cilem bude sestavit matici, kterd jasné a jednoznacné popisuje konecny a neorientovany graf.
Zacneme definici matice stupnovitosti, ktera nim uda stupné vrchold.

Definice 1.2.1. Necht’ G je neorientovany graf s k vrcholy. Matici stupriovitosti D € RFK grafu G definu-
jeme
b {deg(vi), kdyzi= j

“ o, Jjinak.

Pro nés graf H tedy mame nasledujici matici stupnovitosti.

20000
02000
DH)=[0 0 3 0 0
00020
0000 1



14 KAPITOLA 1. LAPLACEOVA MATICE

Je nutné si uvédomit diivody a dopady poZadavku neorientovanosti. Stupeti orientovaného grafu je
totiz dvouprvkovy vektor, tedy tato definice jde velmi té€Zko zobecnit do orientovanych grafti, coz pozdéji
uvidime. Vzhledem k tomu, Ze aplikace ve kterych bychom potfebovali vyuZit Laplaceovu matici jsou
Casto orientované grafy je toto nejslabsi misto celé definice, které se pokusime fesit.

Budeme pokracovat matici sousednosti, kterd ndm popise, jak konkrétné jsou dané vrcholy pfipojené.

Definice 1.2.2. Necht’ G je neorientovany graf s k vrcholy. Matici sousednosti A € R* grafu G definu-
jeme
3 I, kdyZ{vi,vj}€E
M {0, Jjinak.

Nyni se mtizeme podivat jak vypadd matice sousednosti pro nas graf H.

A(H) =

S O = = O
SO = O
S = O = =
—_ O = O O
S — O O O

Samoziejmé si miZzeme vSimnout, Ze by ndm pro jednoznacny popis bohaté stacila matice sousednosti.
Jak ovSem pozdéji zjistime, tak z fady diivodii ndm v definici matice, kterou popisujeme graf, pfijde vhod
i matice stupnovitosti.

AZ budeme matici sousednosti zobectiovat do orientovanych grafi, tak dvouprvkové mnoziny jedno-
duse nahradime uspofddanymi dvojicemi. Kdybychom potiebovali v normalizované Laplaceové matici
pfidat vdhy jednotlivym hrandm, nahradime jednicky v matici sousednosti vdhami w piislusici jednot-
livym hrandm. Z toho také vidime, pro¢ je matice sousednosti tak oblibend pro reprezenzaci grafi v
pocitacich. Mimo pripadd, kdy bychom se v definicich opravdu vyrazné vzdalovali od ptivodnich mys-
lenek teorie grafl (napf. multihrany, které v této praci ani nedefinujeme), se nam vzdy podafi jednoduse
zobecnit matici sousednosti tak, aby graf jednoznacné popsala.

Umluva: Kvili velmi Castému pouzivani téchto pojmi budeme, nebude-li feCeno jinak, pismenem D
po zbytek prace oznaCovat matici stupniovitosti. Pismenem A budeme pak oznacovat matici sousednosti
pro piislusny graf.

Nyni se konecné dostdvame k definici Laplaceovy matice. Jak jsme jiZ zminili, k jeji definici vyu-
Zijeme matici stupniovitosti a matici sousednosti. V piipadé, Ze bychom k matici stuptiovitosti pricetli
matici sousednosti, ziskali bychom bezznaménkovou Laplaceovu matici. Ta se ov§em pro nase aplikace
nehodi. Naopak klasickou Laplaceovu matici ziskame tim, Ze od matice stupiiovitosti matici sousednosti
odecteme.

Definice 1.2.3. Necht’ G s k vrcholy je konecny neorientovany graf. Necht’ D je jeho matice stupriovitosti
a A matice sousednosti. Matici L = D — A nazveme Laplaceovou matici grafu G.
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Tedy pro nds graf H mame ndsledujici Laplaceovu matici.

2 -1 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
LH)=|-1 -1 3 -1 0
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 1

Laplaceova matice md tedy na diagondle pocet vrcholt, ke kterym je dany vrchol pfipojen a mimo
diagondlu —1 na mistech pripojenych vrcholi. Nabizi se otdzka, pro¢ je matice pravé Laplaceova. Di-
vodem je spojitost s Laplaceovym operatorem. Jednou z moZnosti, jak 1épe porozumét tomuto vztahu, je
matice incidence, kterou se budeme zabyvat pozdé&ji. Dalsi moznosti je diskrétni Laplacetiv operator na
grafech [5].

Véta 1.2.1. Necht’ G je neorientovany graf a i, j jsou indexy jeho vrcholii. Necht’ g : V — R a L je
Laplaceova matice G. Pak pro vsechna i plati, Ze

k
(Lg)i = Y (9 - 9)), (1.1)
j~i

kde symbolem j ~ i myslime soucet pres vSechny vrcholy mezi kterymi existuje hrana.

(Lg); nazveme Diskrétnim Laplaceovym operdtorem. Ze se jednd o ekvivalentni definici Laplaceovy
matice je zfejmé. Na nediagondlnich pfipojenych prvcich vznikne —1. Na diagondle pak pocet hran
piislusicich danému vrcholu.

Nyni se dostdvdme k samotnému propojeni s klasickym Laplaceovym operdtorem na funkci g

g 0d%g ﬁzg]
Vig=|—2+—+.+—]|.
J (6}% axg ox2

Budeme vychazet z Laplaceovy rovnice V2g = 0, jeji feseni je dle [15] ekvivalentni variaénimu problému
Dirichletovy energie

1
H(g) = 5 f Vgl
Q

kde Q je oteviend podmnoZina R", tu pro diskrétni verzi nahradime mnoZinou hran. Stejné tak gradient
muZeme nahradit numerickou derivaci, coZ vede na diskrétni verzi

k k
H(g) = Z(gx 9,)° = Z(g,—Zg,gﬁgj)—%Z Z 9ig; + Zgj)—
i=1 Jj~

eeE J~i j=1
k k
= >.9:-),99;=9"Dg-g"Ag=g"Lg,
i=1 ~i

kde e = {x, y}. Tedy mame dv¢, pro dalsi dikazy ddlezité, rovnice
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1
oLy =73 D (959, (1.2)
ecE
H(g) = ¢’ Lg, (1.3)
druhou rovnici miZeme prepsat na
Lg = H(g)g,

coZ je rovnice pro vlastni ¢isla Laplaceovy matice L.

Definice 1.2.4. Necht’ B je libovolnd ¢tvercovd matice, pokud
a)Vi:|Bii|l > Xisj|Bijl ANV j:|Bjjl > Xix;|Bijl, pak B nazvu silné diagondlné dominantni matici,
b)Vi:|Biil = Xisj|Bijl ANVj:|Bjjl > Xizj|Bijl, pak B nazvu slabé diagondlné dominantni matici.

Véta 1.2.2 (Zakladni vlastnosti Laplaceovy matice). Necht’ G je konecny neorientovany graf a L je jeho
Laplaceova matice, pak

a) L je symetrickd,

b) soucet kazdého rddku a sloupce matice L je 0,

c) L je singuldrni,

d) L je slabé diagondlné dominantni matice.

Diikaz. a) Graf je neorientovany, tedy pokud existuje hrana mezi v; a v}, tak existuje i hrana mezi v; a v;.
Matice L je tedy symetricka.

b) Graf je neorientovany, tedy deg(v;) se musi rovnat poctu napojenych hran. Tedy z definice matice
D a A je zfejmé, Ze se v kazdém sloupci a fadku odectou na nulu.

¢) Z predchoziho bodu vyplyva, Ze soucet vSech fadku je 0, tedy matice musi byt singularni z Frobe-
niovy véty.

d) Z bodu b) vyplyva, Ze soulet vSech fadkd a sloupct je 0. Z definice L plyne, Ze piesné polovina
souctu prvkl v absolutni hodnoté bude v diagondlnim prvku. To je z definice slabé diagondlni matice.

O

1.3 Spektralni analyza matice sousednosti

Nynf kratce shrneme zdkladni spektralni vlastnosti matice sousednosti. MiZeme si v§imnout, Ze ma-
tice sousednosti m4 jisté vyhody oproti Laplaceové matici, napiiklad miiZe reprezentovat grafy se smy¢-
kami. Smycka je rozSiteni nasi definice grafu, kdy u vrchold v; roz§ifime mnoZzinu dvouprvkovych mno-
Zin E i o jednoprvkové mnoziny. Ty budeme reprezentovat jako {v;}. Diivod, pro¢ nedava smysl zavadét
matice. A to, Ze soucet vSech fadk i sloupcti je 0. Tato absence se dd ovSem pro fadu vyslednych apli-
kaci pomérné jednoduse nahradit. Napiiklad tim, Ze vytvofime novy vrchol, ktery bude pripojen jen k
vrcholu. ktery mél ptivodné smycku, ¢imz v podstaté smycku vytvorime. To je zobrazeno na obrazku
1.2.
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Obrizek 1.2: Reseni problémi se smyc&kou

Definice 1.3.1. Necht’ G je konecny neorientovany graf a A je prislusnd matice sousednosti. Adjencnim
spektrem grafu G nazveme spektrum matice A.

Umluva: BéZné se vlastni ¢isla matice sousednosti oznacuji jako vlastni ¢isla grafu. Stejné se ovSem

s ¥

Casto oznacuji i vlastni ¢isla Laplaceovy matice daného grafu. Vzhledem k tématu této prace tedy terminy

7 X7 non

"vlastni ¢isla grafu”, "vlastni vektory grafu"a "spektrum grafu"vyhradime pouze pro Laplaceovu matici.

Definice 1.3.2. Necht’ G je konecny neorientovany graf a A je prislusnd matice sousednosti. Adjencnim
charakteristickym polynomem grafu G nazveme

pa(t) = det(lt — A),
kde I je matice identity.

Z definice matice sousednosti plyne nékolik zjevnych vlastnosti. Vzhledem k tomu Ze A je redlnd
a symetricka, tak adjen¢ni vlastni ¢isla jsou redlnd. Ze stejného divodu je i algebraickd a geometricka
ndsobnost adejncnich vlastnich ¢isel stejnd. Z toho taktéz plyne i to, Ze A je diagonalizovateln4.

Mohli bychom nalézt i dalsi vlastnosti spektra matice sousednosti a je mozné nalézt literaturu tim se
zabyvajici. V této podkapitole jsme vlastnosti spektra matice sousednosti jen kratce zminili za icelem,
abychom pozdéji vidéli vyhody matice Laplaceovy. VSimnéme si, Ze napiiklad matice A zjevné neni

obecné pozitivné definitni, ¢i pozitivné semi-definitni. To by se ndm pro spektrilni analyzu velmi hodilo.

1.4 Spektralni analyza Laplaceovy matice

V této podkapitole prvni zadefinujeme Laplaceovo spektrum. Poté budeme dokazovat jeho zdkladni
spektralni vlastnosti. UZ vime, Ze Laplaceova matice je symetrickd a singularni, a Ze soucet jejich fadkut
a sloupcu je nula. Zacneme samotnou definici spektra Laplaceovy matice.

Definice 1.4.1. Necht’ G je konecny neorientovany graf a L je pfislusnd Laplaceova matice. Spektrem
grafu G nazveme spektrum matice L.

Definice 1.4.2. Necht’ G je konecny neorientovany graf a L je prislusnd Laplaceova matice. Charakte-
ristickym polynomem grafu G nazvu
pi(t) = det(It - L),

kde I je matice identity.
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Stejné, jako v piipadé matice sousednosti, mdme nékolik zjevnych vlastnosti. Vzhledem k tomu Ze
L je redlnd a symetricka, vlastni Cisla jsou redlnd, algebraicka a geometrickd nasobnost vlastnich cisel
je stejnd a L je diagonalizovatelnd. Z vlastnosti redlnych a symetrickych matic taktéZ plyne, Ze vlastni
vektory L budou ortogondlni. Nyni se dozvime jeden z divodi pro¢ jsme se v definici tolik snazili, aby
soucet vSech radkd a sloupcti byl roven nule. Plyne z toho totiZ, Ze hned vime nejméné jedno vlastni ¢islo

a vlastni vektor Laplaceovy matice.

Véta 1.4.1. Necht’ G je konecny neorientovany graf s k vrcholy. Necht’ L je p¥islusnd Laplaceova matice,
A; jeji viastni Cisla a X; vlastni vektory L s tim, Ze i € {1,....,k}. Pak 2y = 0 a pfislusny viastni vektor
X, =(1,.., DT,

Diikaz. L je z véty 1.2.2. singularni. To ze zdkladl linedrni algebry znamena, Ze alespoii jedno vlastn{
¢islo musi byt nulové. Z toho, Ze A = 0 plyne, Zze LX = 0X. Dle pfedchozi véty 1.2.2. je soucet vSech
fadki roven nule. Tedy (1, ..., 1)7 je vlastnim vektorem.

O

Ditivod pro¢ jsme nyni oznacili 0 jako A se dozvime pozdéji. Zatim si to odiivodnime tim, Ze se jedna
o nejmens$i vlastni ¢islo v absolutni hodnoté.

Nyni se dostdvame k jiZ zminéné matici incidence. Vyraznou zménou oproti predchozim definicim,
které vyzadovaly pouze ocislovani{ vrcholil bude, Ze nyn{ je tieba ocislovat i hrany. Vzhledem k dGvodim,
které se dozvime az v podkapitole o orientovanych grafech zavadime matici incidence, ktera se lis{ od

toho, s ¢im se mohli Ctendfi zatim setkat jako s matici incidence a orientovanou matici incidence.

Definice 1.4.3. Necht’ G = (V, E) je konecny neorientovany graf. Necht' V = {vy, ...,ux} a E = {ey, ..., e;}.
Zvolme pevné e = {vy,v,}, kde j € {1,..,1} s tim, Ze m,n € {1,..,k} a zdroveri m < n. Matici Incidence
M e R* nazveme matici, kde

M, ; =+1
Mo sy =—1
M, ; =-1
My =+1
M; = Oproig¢{m,n}
Mgy = Oproi¢{m,n}

To pro nas graf H znamen4 ndsledujici matici incidence.

1 1 0 0 0 -1 -1 0 0 0
-1 0 1 0 0 1 0 -1 0 0
MH)=| 0 -1 -1 1 0 0 1 1 -1 0
0 0 0 -1 1 0 0 0 1 -1
0 0 0 0 -1 0 0 0 0 1

U této definice se na néjakou dobu zastavime. Jako prvni si uvédomime, Ze naSe definice neni iplné
jednoznacna, z divodu, Ze m < n neni dobfe definovdna. Zavedeni orientace je totiZ ponechano zcela na
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nasi libovili. Matice incidence kazdého grafu tak neni nezdvisla na zvoleném Cislovani m a n. Ve sku-
te¢nosti jsme tedy zavedli 2! matic. Hned v dal§f vété zjistime, Ze vzhledem k aplikaci matice incidence
to neni ddleZité.

Jako druhé je op€t nutné upozornit na to, Ze toto neni standardni definice matice incidence pro neori-
entované grafy, ani Zddna jeji verze. Ve standardni definici se totiZ zpravidla s¢itd jen pres jednu orientaci.
My naproti tomu s¢itdme pres obé orientace. To umoziiuje snadné zobecnéni na orientované grafy. Pro
neorientované grafy ma tak nase definice dvojnasobny pocet sloupct oproti standardni definici. Pro vy-
slednou aplikaci v Laplaceové matici se bude od standardni teorie liSit vznikem %

Jako tfeti je dobré se opét vratit ke vztahu Laplaceovy matice a Laplaceova operdtoru. Matice inci-
dence by se totiZ dala interpretovat jako "derivace"grafu. Poté nebude pfili§ prekvapivé, cemu se rovna
g

Véta 1.4.2. Necht’ G je konecny neorientovany graf, L je pFislusnd Laplaceova matice a M prFislusnd
matice incidence, pak

1
L= EMMT. (1.4)

Diikaz. Prvni krétce zanalyzujme definici 1.4.3., neni t€Zké poznat a miZeme to videt i na matici M(H),
Ze pro neorientované grafy bude mit matice M nésledujici tvar

M= [—MO Mo] : (1.5)

cozZ odpovid4 dvéma orientacim, které jsme u kazdé neorientované hrany mohli zvolit.
Zacneme prvky, kdyz i = j. Necht’ n je poCet hran G pak

n n n
T T 2 2
MMy =" MMl = MMy =y M2 = > M2, =" 1 =2deg). (1.6)
=1 =1 =1 ecV ecv;
Zamysleme se, pro¢ se nim v poslednim rovna se rovnice (1.6) objevila dvojka. Je to zptisobeno tim, Ze
sCitdme pres ob¢ orientace, tedy kazda hrana tam bude reprezentovédna dvakrit.
Nyni budeme uvazovat i # j, kde ovSem plati, Ze mezi i a j je hrana.

n n
MMy =" MuM[; = > MyMjp =" Moy Moy, = =2. (1.7)
I=1 I=1 eeV

Opét se zamysleme nad poslednim rovna se rovnice (1.7). Musime si uvédomit, Ze opét s¢itdme pies obé

orientace. Tedy pfipojeni obou vrcholl se propise dvakrat.
Je zfejmé, Ze kdyZ i # j a zdroven mezi i a j nenf hrana, tak je matice na téchto mistech nulova. Tedy

po sloZeni s predchozimi vysledky mame MMT = 2L.

O

Z vlastnosti ndsobeni matic tedy vidime, Ze je irelevantni, jakou orientaci jednotlivym hrandm ne-
orientovaného grafu pfifadime. Rovnost (1.4) tedy nemusi spliiovat pravé jedna matice k X 2/ a mimo
trividlnich piikladi tomu tak ani pro Zadny graf nebude. Nam ovSem pro diikaz silnych spektralnich
vlastnosti staci znét jen jednu takovou matici.

Véta 1.4.3. Necht’ G je konelny neorientovany graf a L je p¥islusnd Laplaceova matice, pak L je pozi-
tivné semi-definitni.



20 KAPITOLA 1. LAPLACEOVA MATICE

Diikaz. Pokud zname rovnici (1.4), mohli bychom tuto vlastnost oznacit za zjevnou. Pro nazornost si ji
ovSem ukdZeme. % midzeme z rovnice (1.4) samoziejmé zanedbat. PouZijeme definici vlastnich ¢isel

AiX; = LX;

proi € {1, ..., k}. To pfepiSeme na

A= XI'LX; = XTMMTX; = (MTX)"MTX; = |MTXi|? > 0,

Vzhledem k tomu, Ze z véty 1.4.1. vime, Ze A4; = 0, tak L je pozitivn€ semi-definitni a ne pozitivné
definitni.
O

Touto vétou jsme se dostali k jednomu z hlavnich divodi zavedeni celé teorie Laplaceovy matice.
Pro pozitivné semi-definitni matice totiZ mdme efektivni numerické algoritmy, schopné najit vlastn{ ¢isla
dané matice. Nezdporna vlastni ¢isla ndm také oteviraji fadu aplikaci. Napiiklad pozdéji rozebirany
spectral clustering. Déle to samozfejmé ospravedliiuje, pro€ jsme jiZz diive zacali oznacovat 4; = 0,
protoZe se vZdy bude jednat o nejmensi vlastni ¢islo Laplaceovy matice. Nyni se ov§em budeme vénovat
nésledku dalsi dilezité vlastnosti Laplaceovy matice a to, Ze soucet vSech fadki a sloupct je roven nule.
Spolu s ortogonalitou vlastnich vektord Laplaceovy matice nim to umoziuje ziskat informace i o prvcich
ostatnich vlastnich vektorl L.

Véta 1.4.4. Necht’ G je konecny neorientovany graf a L je prislusnd Laplaceova matice. Necht’ A; jsou
jeji viastni Cisla a X; = (x;1, ..., Xix) prislusné vilastni vektory. Pak pro kaidé X;, které neprislusi A = 0,
plati

Zk:x,‘7j =0. (18)

=1

Diikaz. Jiz jsme dokdzali, e (1, ...,1)T je vlastnim vektorem. Dile vime Ze X; jsou ortogondlni. Tedy
vSechny vlastni vektory jsou kolmé na vektor (1, ..., 1)7. Tedy skalarni soucin prvkl vlastnich vektort
(x1,.¢) a (1, ..., DT je roven 0. Z &ehoz nam plyne tvrzeni véty, tedy 2.jx;=0.

O

Tedy mimo vektoru (1, ..., 1), nebo obecné vektort, které piislusi 2 = 0 jsou soucty vsech jejich
prvkt rovny nule. To 1ze Casto v dikazech vyuzivat a je to dal$i vyhoda oproti pouZivani pouze matice

sousednosti. V dalsi ¢asti podkapitoly se budeme zabyvat vztahy mezi souvislosti neorientovanych graft
a jejich spektry. Za¢neme tim, jak vlastné€ bude vypadat Laplaceova matice nesouvislého grafu.

Lemma 1.4.5. Necht' G je konecny neorientovany graf. Necht' L je prislusnd Laplaceova matice a G,
i € {1,..., j} jsou nepropojené souvislé grafy, ze kterych se sklddd G. Pak je mozZné vrcholy G preznacit
tak, aby Laplaceova matice G byla blokové diagondlni s tim, Ze jednotlivé bloky piivodni matice L jsou
Laplaceovy matice jednotlivych grafii G;.
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Diikaz. Vrcholy grafu miiZzeme libovolné pfeznacit. Necht’ k; je poCet vrcholl pro kazdé G;. Samoziejmé

Zjl ki =k,
i=1

kde j je poCet nepropojenych souvislych grafti a k poet vrcholi G. Nyni preznac¢ime vrcholy G tak, Ze
vrcholy Gy oznacime 1, ...k, vrcholy G, oznaCime ky + 1, ..., ky + k3 a tak budeme pokraCovat azk G ;. Z
predchozi rovnice jasné plyne, Ze tim postihneme vSechny vrcholy dané matice.

Po nasem preznaceni vrcholi vezméme prvnich k; sloupct a k; fddkd matice L. Vzhledem k tomu,
Ze vrcholy grafu G| nemaji napojeni s Zddnym dalSim vrcholem mimo G; je zfejmé nasledujici. Pro
kaZzdy radek i sloupec bude platit, Ze mimo prvnich k; hodnot daného sloupce nebo fddku budou vSude
nuly. Toto miZeme udélat pro kazdé G;, tedy L je blokova matice tvaru

Ly 0 O --- 0 0]

0 L2 0
=0 o (1.9)

. t. c. t. t. 0

0 Lj—l 0

0 0 - 0 0 L

kde L; jsou submatice odpovidajici vrcholiim piislusnych G;. Takovéto submatice maji na diagondle
stupenl vrcholu pivodni matice a prvky mimo diagondlu znaci sousednost v ramci G;. Jedna se tedy o
Laplaceovy matice danych souvislych grafd G;.

O

Vlastnosti v tomto lemmatu by néktefi oznadili aZ za zjevné, ov§em jsou pro dal$i dikazy velmi di-
lezité. Ale ted’ se jiZ vydame vstiic spektralni analyze s tim, Ze zacneme zkoumat spektrum pro souvislé
grafy. UkdZeme si totiZ, Ze pro souvislé grafy bude mit spektrum pouze jedno nulové vlastni Cislo.

Véta 1.4.6. Necht’ G je konecny neorientovany graf a L je pFislusnd Laplaceova matice, pak G je souvisly
pravé tehdy, kdyz algebraickd ndsobnost A = 0 je rovna jedné.

Diikaz. Zacneme diikazem, Ze pokud je G je souvisly, pak je algebraickd nasobnost A = 0 rovna jedné.
Zacneme tim, Ze vezmeme druhé nejmensi vlastni ¢islo Ap. Déle si uvédomime, Ze prislusny vlastni
vektor X, musi byt kolmy na vektor (1, ..., 1)7. Poté vyuZijeme diskrétni Laplacelv operator (1.1)

k
(Lx); = Doxai = ) (2= X2 ). (1.10)
i~
Zjevné vidime, Ze
k
Dli— 0?20, (L11)

i~j
Jak jiz vime, (1, ..., 1)” nemizZe byt vlastnim vektorem pro A,. Tedy musi existovat n&jaké {v;, v i} € E
pro které plati, Ze x;; se nerovnd x; ;. Samoziejmé se nabizi otdzka co se stane, kdyZ mezi v; a v; neni
hrana. Poté mezi nimi musi existovat alespon posloupnost vrchold, které jsou spojeny hranou. Kdyz tuto
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posloupnost nazveme sled, tak vidime, Ze tato podminka je splnéna z definice souvislosti. To implikuje,
7e

k
2
Z(Xz,,‘ - XQ,]') > 0.
i~j

A tedy viechna vlastni &isla L mimo toho pfislusictho vektoru (1, ..., 1)

graf souvisly.

Pokracujeme tim, Ze pokud je algebraickd nasobnost A = 0 jedna, pak je graf souvisly. Dlikaz ukazme
sporem. Budeme tedy piedpokladdat, Ze nas graf G se skladd z dvou nepropojenych grafii G| a G,. To by
ovSem znamenalo, Ze dle lemma 1.4.5. mizeme graf rozd€lit na dva grafy s tim, Ze Laplaceova matice
grafu G vypada nasledovné

musi byt nenulové, pokud je

Lo
L—[O Lz], (1.12)

kde L; a L, jsou Laplaceovy matice G| a G,. Budeme predpoklddat, Ze G ndleZi vrcholy vy, ..., v; a G
nalezi vrcholy vj41...vk.

Dle véty 1.4.1 plati, Ze kazda Laplaceova matice ma alespoii jedno vlastni ¢islo rovno nule. Mtizeme
tedy jednoduSe nalézt dva vektory X a X’, které budou nezavislymi vlastnimi vektory L,

X = (X1, ooy Xiy Xig 1y o x0). = (1,..., 1,0, ..., 007, (1.13)
X' = (X e Xy X s e X7 =(0,..,0, 1, o, DT (1.14)

i+1°
¢imZ jsme ukazali spor, protoZe algebraickd nasobnost 4 = 0 neni jedna.
O

V rovnici (1.10) a (1.11) miZeme opét videét dikaz pozitivni semi-definitnosti Laplaceovy matice.
Tedy vidime, Ze kdybychom se pokusili zadefinovat jinou Laplaceovu matici a chtéli zachovat dilezity
pfedpoklad pozitivni semi-definitnosti, je jednou z moZnosti zajistit, aby se rovnala néjaké formé dis-
krétniho Laplaceova operatoru. Nyni si ukdZeme, Ze algebraickd nasobnost nuly pfimo odpovidad poctu
nepropojenych grafi.

Véta 1.4.7. Necht’ G je konecny neorientovany graf a L je pFislusnd Laplaceova matice. Necht’ se G
sklddd z nepropojenych souvislych grafit G;, kde i € {1, ..., j}. Pak algebraickd ndsobnost A = 0 je rovna
Jj.

Diikaz. Zacneme dikazem, Ze algebraickd ndsobnost je vétSi nebo rovna j. Vyjdeme z lemmatu 1.4.5.
s tim, ze kazdému G; prislusi Laplaceova matice L;. Z toho lze stejnym zpiisobem jako v diikazu véty
1.4.6. zjistit, Ze mame alespon j linearné nezavislych vlastnich vektord X;, které spliuji, Ze LX; = 0 pro
vSechna i. Tim je dokdzéna prvni nerovnost.

Mame tedy alesponi j vlastnich vektort, kterym pfislusi 4 = 0, nyni dokdZeme, Ze vektory X; jsou
jediné vlastni vektory naleZici A = 0, opomeneme-li linedrni kombinace X;. Nyni pfeznacime vrcholy G
stejn€ jako v lemmatu 1.4.5. Tedy vrcholy G| oznacime 1, ...k1, vrcholy G, oznacime k; + 1,....k; + kp
a tak aZ k G;. Vlastni vektory X; odpovidajici jednotlivym G; budou vypadat stejné jako v diikazu véty
1.4.6. Pro vétsi prehlednost je tentokrat zapiSeme v maticovém tvaru, pro matici vlastnich vektorti X =
X7, XD)
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X}T— 1.,1 0,..,0 0,..,0 0,..,0 0,..,0
. 0,..,0 1,..,1 0,..,0 0,...0 0,..,0
x=| |z 0,.:.,0 0,..,0 . . - : (1.15)
: 0,..,0 0,..,0 . . I,..,1 0,..,0
xr
i1 10,...,0 0,..,0 ... o,..,0 0,..,0 1,..,1

Rovnice (1.12) tedy fika, Ze pro kazdé G; bude mit vektor X; jednicky pro sloupce L, které odpovidaji
vrchollim daného grafu G; a vSude jinde nuly.
Nyni vyjdeme z rovnice (1.9), kterou prendsobime libovolnym vlastnim vektorem

Xm = (-xm,l PREXY] -xm,k] PREXT] -xm,kza seey seey eeey -xm,kj_1 9 ooy -xm,k) = (Im,l’ seey Im,j)’

to ndm dév4 nasledujici rovnici

(L 0 o .- 0 0]. B - . [0]
1 Im,l Lllm,l .
0 L, "~ - 0 In2 Lolnp
x, = | © _ - _ (1.16)
0 : :
0 Y Ly 0 I i Lj 1Ly, j-1 :
] | Im - ] le .
o 0 -~ 0 0 Lt s 0]

Tim se ndm ovSem hledéni pfislusnych vlastnich vektori X, rozpad4 na j rovnic tvaru

Lil,; = 0.

To jsou ovSem naSe rovnice pro X;. Tim jsme dokazali, Ze X; jsou vSechny linedrné nezdvislé vlastni
vektory L, které piislusi 2 = 0. Tim jsme dokazali, Ze algebraickd nasobnost A = 0 je prave j. O

Zamysleme se jesté jednou nad tim co jsme ziskali. Mdme Laplaceovu matici, kterou neni tézké
ziskat a jeji vlastni Cisla, které neni obtiZné numericky spocitat, protoze Laplaceova matice je pozitivné
semi-definitni. Ddle vime, Ze algebraicka ndsobnost nuly odpovidd po¢tu nepropojenych grafii. Tedy

problém ovéfeni souvislosti grafi je fakticky vyfeSen.
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1.5 Spektra vybranych grafa

Nyni si zvolime nékolik konkrétnich tiid graft, konkrétné tplny graf, kruznici, cestu, hvézdu a strom.
U prvnich ctyfech ukdZzeme Laplaceovu matici a nalezneme spektra. U stroml pak zminime nékteré
vlastnosti a nékteré dokazeme.

1.5.1 Uplny graf

Definice 1.5.1. Neorientovany graf Ky nazveme tiplny, prdvé tehdy kdyZ

Vv
V=A1,2,.,k} NE = (2)

Obrizek 1.3: Uplny graf

k-1 -1 -1 -1 -1
-1 k-1 -1
-1
L(Ky) =
-1
-1 oo k=1 -1
-1 -1 1 -1 k-1

a viastni ¢isla Ky jsou 11 = 0 a Ay, ..., A = k s algebraickou ndsobnosti k — 1.
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Diikaz. Uplny graf je souvisly, z ehoz dle véty 1.4.1. plyne, Ze existuje pravé jedno A; = 0. Vyjdeme z
definice vlastnich Cisel

X = LX;.

V Uplném grafu z kaZzdého vrcholu vede pravé k — 1 hran, z predchozi matice L(Ky) lze vidét, Ze

k k
() A S i
/l,xj (k l)x] le kx] X; le

=1 =1

I#j I£j

Dile x/; doplni v 3, x] Eleny pro které j # [, z tehoZ vznikne

k

I i
/l,xj —kxj le.
=1

Z véty 1.4.4. ovSem jiZ vime, Ze Zj xj = 0, coZ znamena, Ze

i i
/ll-xj = kxj,

z ¢ehoZ plyne, Ze A; = k a po dosazeni do definice kX; = LX; proi € {2, ..., k}
o

Z tvaru vlastnich ¢isel dplného grafu je také vidét jedna zajimava vlastnost algebraické konektivity.
Velmi Casto totiz roste s velikosti grafii. To ov§em neplati u normalizované Laplaceovy matice.
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1.5.2 Kruznice

KruZnici jsme jiZ jednou definovali, ale pro pfipomenuti.

Definice 1.5.2. Neorientovany graf Cy nazveme kruznici pravé tehdy, kdy?Z

V=A{L2,. . KENE={{i,i+1}i=1,...k—= 1} U{{1,k}}.

Obrazek 1.4: KruZnice

Véta 1.5.2. Necht’ Cy je kruZnice s k vrcholy. Jeji Laplaceova matice L je pak:

[2 -1 O 0 —1]
-1 2 -1 0 O

0 -1

L(Cp) =
0
0 O 2 -1
-1 0 -1 2|
a vlastni ¢isla Cy jsou:

2 -1
/lm=2—2cos(%)

prom € {1, ..., k} s algebraickou ndsobnosti pro vSechna vlastni ¢isla, mimo A, = 2, rovnou dvéma.

Diikaz. Kruznice je souvisla, z ¢ehoZ dle véty 1.4.1. plyne, Ze existuje pravé jedno 4; = 0. Vyjdeme z
¢lanku [13]. Odhadneme feSeni v nasledujicim tvaru pro m > 1:
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k

kde j € {1,...,k}. Na toto feSeni pak aplikujeme Laplaceovu matici a algebraickymi dpravami se ji
pokusime vyjadfit.

= oo =0

(Lzm)(j) = 2exp(2m(mT_l)j) _ exp(2ﬂi<m - kl)(j - 1)) ) exp(Zﬂi(m - kl)( j+ 1))

2rim — 1)j 2ri(m — 1) —2xi(m — 1)
= exp — (2—exp(T — exp —

= zu()) (2 —2cos (@)) .

Nyni uZ jen vyuZijeme definici vlastnich ¢isel

AmzZm = Lzp.

Z cehoz plyne, 7e

An = 2—2COS(M)

k

pro m > 1. KdyZ si uvédomime, Ze pro m = 1 mdme

/1m=2—2005(?)=2—2=0,

coz odpovida A, tak miZeme napsat, Ze m = {1, ..., k}.
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1.5.3 Cesta

Definice 1.5.3. Neorientovany graf P nazveme cestou, prdavé tehdy kdy?

14

(L,2,.., k) ANE={{i-1,ii=1,..,k}.

Obrazek 1.5: Cesta

Véta 1.5.3. Necht’ Py je cesta s k vrcholy. Jeji Laplaceova matice L je pak:

[1 -1 O 0 O]
-1 2 -1 0 O

0 -1

L(Py) =
0
0 O 2 -1
0 O 0 -1 1
a viastni ¢isla Py jsou:

-1
/lm:2—200s(7$)

prom = {1, ....k} s algebraickou ndsobnosti 1.

Diuikaz. Pro diikaz si staci uvédomit, Ze cestu ziskdme odebranim jedné hrany z kruznice. Tedy dikaz
bude naprosto stejny jako ve vété 1.5.2. Jen tentokrat pouZijeme feSeni ve tvaru

mi(m — l)j)

() = CXP( T
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1.5.4 Hvézda

Definice 1.5.4. Neorientovany graf S\ nazveme hvézdou pravé tehdy, kdyZ

V={L2,.,kbANE={{1,i};i=2,...k}.

Obrazek 1.6: Hvézda

Véta 1.5.4. Necht’ Sy je Hvézda s k vrcholy. Jeji Laplaceova matice L je pak:

k-1 -1 -1 -1 -1
-1 1 0 0 0
-1 0

L(Sk) = 0
-1 0 .10
-1 0 0 0 1

a vlastni ¢isla Sy jsou:
A =0, =kady,.., 41 =15 algebraickou ndsobnosti k — 2.

29

Diikaz. Hvézda je souvisla, z ¢ehoz dle véty 1.4.1. plyne, Ze existuje pravé jedno A; = 0. Dale vyslovime

ocividnou hypotézu, ze A = k. Té nalezi vektor
Xp=(k-1,-1,...,-1).
Nyni vyndsobime vektor X; s matici L. Vysledkem je

K> =k, —k, ...,—k) = kX.
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s Vs

Tim jsme ovéfili, Ze LX; = kX;. Ukdzali jsme tedy, Ze k je vlastni ¢islo. Dale budeme uvazovat od¢itan{
sloupcti matice po dvou:

Le; —eiv1) = e; — €41,

z ¢ehoZ plyne, Ze e; — e;41 je vlastni vektor s vlastnim ¢islem 1. Tim jsme nasli dalSich minimalné k£ — 2
linearné nezavislych vlastnich vektori. Zname tedy vSech k vlastnich ¢isel, a tim jsme nalezli spektrum
L.

O

1.5.5 Strom

Jako posledni rozebereme spektralni vlastnosti stromil. Na rozdil od predchozich typi grafi zde ne-
ziskdme obecné spektrum, ani obecny tvar Laplaceovy matice. Strom je totiZ vyrazné obecnéjsi definice,
nez predchozi grafy. Je tedy znam pouze obecny tvar spektra extremdlnich pripadid stromu, tedy hvézdy
a cesty.

Laplaceova matice ma ovSem vyrazné aplikace v oblasti stromt, dokonce se s nimi poji i jedna z
jejich prvnich aplikaci v rdmci elektrickych obvodi. Proto se pokusime alespon ukédzat néjaké vlastnosti
spekter stroml. Zacneme tim co vlastné strom je.

Definice 1.5.5. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. G pak nazvu stromem prdvé tehdy,
kdyZ pro kaZdy podgraf plati, Ze neni kruZnict.

Obrazek 1.7: Strom

Na obrazku 1.7 mizeme vidét graf stromu. At vybereme jakykoliv vrchol a piejdeme z néj do jiného
vrcholu cesta se ndm rozvétvi do dal§ich moZnosti kam jit. JestliZze nepouZijeme dvakrit jednu hranu,
tak se do vychoziho vrcholu nevratime. Z tohoto divodu jsou stromy velmi popularni v teorii Markov-
skych fetézcu, ale napiiklad i kombinatorické teorii her, nebo Feynmanovych diagramech. Abychom si
uveédomili, jak vypada Laplaceova matice stromu, je dobré pochopit, jak funguji stupné vrchold stromu
[22].
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Véta 1.5.5. Necht’ G je strom s k vrcholy, pak pro aritmeticky primér stuprii vrcholii deg,,, kde
k

deg(vi)
deg, = ), =
i=1

plati, Ze

deg, < 2. 1.17)
Diikaz. Staci si uvédomit jak vypada strom, pak mame stupen vrcholu

C2k-1) 5 2
“ ko k’
z ¢ehoz je ziejmé, Ze prumér deg, musi byt vZdy mensi nez dva.

deg

O

Tato vlastnost samoziejmé neni pfili§ prekvapivd, kdyZ si uvédomime jak vypadd graf stromu. Pro
pochopeni nasledujici vlastnosti je nutné zadefinovat pojem Laplaceova energie.

s ws

Definice 1.5.6. Necht’ G je konecny neorientovany graf s k vrcholy. Necht’ A; jsou jeho viastni ¢isla a
deg, priimérny stuperi vrcholu, pak Laplaceovou energii E nazvu

k
Ep= )" |4 - deg,|
i=1

Nyni tedy k samotné vlastnosti Laplaceovy matice stromu.

Véta 1.5.6. Necht’ G je Strom a deg, priimérny stuperi jeho vrcholii, pak pro nejméné polovinu jeho
viastnich Cisel A; plati, Ze
Ai <deg, <2

Diikaz. Tuto nerovnost rigorézné dokazovat nebudeme. Samotny rigorézni diikaz je mozné najit [8].
Diikaz je ovSem velmi technicky a dlouhy.
Ptesto se, pro pochopeni, pokusime alespoii heuristicky danou vétu vysvétlit ve slabsi verzi

/1,'<2.

Prvni se zamyslime, co nam vlastné fika véta 1.5.5, o Laplaceové matici. Samoziejmé fikd, Ze primér
prvki na diagonale bude mensi neZ dva. Pokud vime jak vypadaji béZzné grafy stromit, miZe toho byt
dosazeno tak, Ze bude na diagondle velké mnoZstvi jedni¢ek. Mimo pfipadd, kdy vezmeme cestu, ¢i strom
takového typu, Ze velka ¢ast podgrafli bude cesta. OvSem i vrcholy takovychto posloupnosti budou mit
stupen pfisluSnych vrcholi mensi nez dva.

Z kapitoly o algebraické konektivité¢ vyplyva spojitost mezi vlastnimi ¢isly a "propojenosti”grafu.
Jednou ze snah o formalizaci pojmu "propojenost”je pravé Laplaceova energie E;. Zkusme se zamyslet,
jaké dva stromy by mohli byti "nejpropojenéjsi”. Dva oCividni kandidati jsou extremdlni pripady, tedy
cesta a hvézda. Ovsem kdyZ vyjdeme z véty 1.5.4., tak u hvézdy je ziejmé, Ze vétu 1.5.6. spliuje. Opét
1z véty 1.5.3. a znalosti chovéni funkce kosinus vyplyva, Ze nejméné polovina vlastnich ¢isel je mensi
nez dva. To je jedna ze zdkladnich mySlenek celého diikazu. Bylo by nutné dokdzat a vyuzit, Ze pravé
cesta je strom s nejmensi Laplaceovou energii.

O
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Na zdklade¢ této véty jde dovodit [8], Ze u stromil se kterymi se béZné setkdvame v aplikacich, existuje
jen nékolik velkych vlastnich ¢isel a zbyld jsou velmi mald. Jako extremdlni pfipad miZeme ukéazat
hvézdu, jeji spektrum také pouZijeme v dalsi véte.

Véta 1.5.7. Necht’ G je strom s k vrcholy a A; jsou jeho viastni &isla, pak

max A; <k.
i€{l,...k)

7 ¥z

Diikaz. Dle véty z [7] vime, Ze hvézda ma vétsi nejvetsi vlastni ¢islo nez jakykoliv jiny strom se stejnym
poctem vrcholl. Ve spojeni s vétou 1.5.4. z toho trividln€ plyne tvrzeni véty.
O

Laplaceova matice ma vyraznou aplikaci v otdzce koster grafu. Vyvrcholenim jeji aplikace je Ki-

vvvvvv

koster kterd ptislusi grafu [11].

Definice 1.5.7. Kostrou grafu G = (V, E) nazvu jeho libovolny souvisly podgraf G’ = (V, E’), ktery je
zdroveri stromem.

Véta 1.5.8 (Kirchhoffova véta). Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf a ng je pocet koster
grafu G. Necht’ L je jeho Laplaceova matice, A;...Ay jsou Laplaceova vlastni ¢isla a 11 = 0, pak

k
ng = l_[/li.
i=2

Diikaz. Véta se béZn€ dokazuje na zakladnim kurzu teorie grafti (véetné FJFI), proto ji nebudeme znovu
dokazovat. Priddme odkaz na origindlni dikaz [12].
O

1.6 Algebraicka konektivita

Nyni v kratkosti teoreticky zadefinujeme algebraickou konektivitu a Fiedleruv vektor [6]. Vic se
tomuto tématu budeme vénovat v podkapitole o clusteringu Markovskych feté€zcd a kapitole o spectral
clusteringu, kde se oba pojmy hojné vyuZivaji.

Definice 1.6.1. Necht’ G je konecny neorientovany graf a L je prislusnd Laplaceova matice. Algebraic-
kou konektivitou A nazvu druhé nejmensi vlastni cislo matice L a prislusny vlastni vektor X, nazvu
Fiedlerovym vektorem.

Jak si pozdéji ukdZeme, pfi vhodné zadefinovaném L je moZné pro nékteré aplikace podminku neo-
rientovanosti vypustit. Stejné tak si ukdzeme, Ze algebraickd konektivita funguje i pro normalizovanou
Laplaceovu matici.

Véta 1.6.1. Necht’ G je konecny neorientovany graf a L je pFislusnd Laplaceova matice, pak G je souvisly
pravé tehdy, kdyZ A1, # 0.
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Diikaz. V podstaté jen jina formulace véty 1.4.6.

Nyni si uvédomime, co vlastné pocitime, kdyz hleddme algebraickou konektivitu.

Véta 1.6.2. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. Poté vypocet algebraické konektivity Ap
Jje ekvivalentni problému:

Ay = min Z (x; — xj)z.

i Xxi=0Ax#0

(i, )eE
Diikaz. Vyjdeme z Courant-Fischerovy véty [10]:
. xTLx
Ay = min T
x o xlx

T

Dale si uvédomime, Ze kvili kolmosti miZzeme jmenovatele vypustit, protoZe x' x = 1. Poté provedeme

nékolik dprav

xTLx = Z XiLijxj= Z XiLijxj = Z (xl-2 + x? —2xixj) = Z (xi — xj)2

(@.p=1 @.n=1 (i.))EE (i.))EE

Poté si musime uvédomit, Ze s¢itime pies kolmé X. Tedy vyuZijeme podminku }; x; = 0.
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Kapitola 2

Laplaceova matice pro orientované grafy

2.1 Ruzné definice Laplaceovych matic pro orientované grafy

Ackoliv existuje pomérné dobra teorie k Laplaceovym maticim neorientovanych grafti, o oriento-
vanych grafech toho bylo napsdno velmi mélo. Laplaceova matice nachédzi své aplikace z velké Casti v
oblastech, kde se vyuzivaji orientované grafy. VétSinou v praxi byva s orientovanym grafem provedena
symetrizace, kterou je zménén na graf neorientovany. Toto mé ov§em vyznamny problém, protoZe cely
postup zcela ignoruje jestli je mezi vrcholy orientovand hrana v jednom ¢i obéma sméry. To mtize vést
k chybdm jako napfiiklad v Piikladu 3 v pozdé¢jSich numerickych simulacich. Byvé to uvddéno i jako
problém v aplikacich [3].

V této Casti se pokusime zkonstruovat Laplaceovu matici L pro orientovany graf tak, aby méla néjaké
vyuzitelné vlastnosti. Jako kritérium zaddme, aby méla podobné vlastnosti jako klasickd Laplaceova
matice na neorientovanych grafech.

Jako prvni si vysvétlime problémy, kterym budeme Celit pfi zobecnéni Laplaceovy matice pro neori-
entované grafy.

Matice sousednosti A pro orientovany graf
Zobecnit naSi definici matice sousednosti do orientovanych grafii je trividlni, staCi nahradit {v;, v;}
usporddanou dvojici (v;, v;). OvSem zde jiZ vidime nékteré problémy. Matice A nebude v obecnych pii-

padech symetricka a tedy ani L nemuZe byt symetrickd. Z ¢ehoz plyne, Ze vlastni ¢isla nemusi byt redln4,
ani kladn4, algebraicka a geometrickd nasobnost se nemusi rovnat atd.

Matice stupnovitosti D pro orientovany graf

Vzhledem k tomu, Ze stupen vrcholu je u orientovanych grafii dvouprvkovy vektor. Matice D viibec
nebude moci byti matici, protoZze ma na diagondle dvouprvkovy vektor. Bude se tedy jednat o tenzor 3.
fadu o rozmérech k X k X 2, kde k je pocet vrchold.

Definice vyuzivajici jednoduché zobecnéni je zjevné nesmyslna, kvili rozméru danych objekti. To je
ovSem mozné fesit souctem vychdzejicich a prichdzejicich hran pro kazdy vrchol [16]. To se formalizuje
souctem Dj, a D, které jsou definované stejné jako matice stupniovitosti, jen maji na diagondle deg;, (v;)
respektive deg,,,(v;).

35
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Definice 2.1.1. Necht’ G s k vrcholy je konecny orientovany graf. Necht' D, je matice stupriovitosti
pro prichozi hrany do vrcholu, D, je matice stupriovitosti pro hrany vychdzejici z vrcholu. Necht’ A je
matice sousednosti grafu G. Laplaceovu matici pro orientované grafy L € RFK, pak nazvu

L =D, + Dy —A.

Laplaceova matice pro orientované grafy se pouzivd v nékterych aplikacich, le¢ pro nase potieby
nemd v podstaté Zddné vyuZitelné vlastnosti. Zjevné nemusi byt symetrickd, coZ dosti komplikuje ja-
koukoliv spektralni analyzu. Jediné spektrdlné zajimavé vlastnosti, které jsme ziskali, se tykaly silné
souvislych grafi.

Véta 2.1.1. Necht’ G je silné souvisly orientovany graf. Pak je jeji Laplaceova matice pro orientované
grafy L reguldrni.

Diikaz. G je siln€ souvisly, tedy do kazdého vrcholu musi pfichdzet alespon jedna hrana a zaroven ale-
spoi jedna odchézet. To znamend, Ze nikdy nemtiZe dojit k tomu, Ze by prvek na diagonéle byl ve svém
sloupci nebo fadku jediny. Z toho plyne, Ze soucet je vzdy ostfe vetsi neZ ostatni prvky v fadku nebo
sloupci. Z toho vyplyva, Ze L je siln¢ diagondlné dominantni a takovad matice je vZdy reguldrni.

]

Povedlo se ndm dokdzat tuto vlastnost pro silné souvislé orientované grafy. Vyslovme ovSem hy-
potézu, Ze tato véta bude platit pro libovolny orientovany graf bez osamoceného vrcholu. Osamocenym

vrcholem myslime vrchol, ktery nendlezi Zddné hrané. Tuto hypotézu zatim nebylo moZné dokdzat a je
ponechdna k pozdéj$imu vyzkumu.

Véta 2.1.2. Necht’ G je konecny a silné souvisly orientovany graf. Necht’ L je jeji Laplaceova matice
pro orientované grafy a A jeji viastni ¢isla, pak

Re(4;) 2 0.

Diikaz. V dikaze véty 2.1.1. jiz bylo ukazano, Ze L je silné diagonalné dominantn{ matice a pro ty plati,
ze Re(4;) > 0.
O

S vyjimkou téchto dvou vlastnosti se nepodafilo nalézt Zadné dalsi vyznamné spektralni vlastnosti
této matice. To je ve shodé s béZnou literaturou, kterd se spektrem této matice nezajima.

Existuje nékolik dal§ich zptisobi jak definovat Laplaceovu matici pro orientované grafy. VétSinou
toho ovSem o jejim spektru obecné umime fici velmi mélo. Proto je v praxi vétSinou uZivdna symetrizace
pivodniho orientovaného grafu.

2.2 Abstraktni Laplaceova matice

Pokusime se o novou definici za pomoci matice incidence. Na to potfebujeme zobecnit matici inci-
dence do orientovanych grafli. To bude paradoxné jednodussi neZ pro neorientované grafy.
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Definice 2.2.1. Necht’ G = (V, E) je konecny orientovany graf. Necht' V = {vy,...,v0x} a E = {ey, ..., e1}.
Matici Incidence M € R*! nazveme matici, kde

M; ; = +1, kdyZ e; je hrana vychdzejici z v;
M; ; = -1, kdyZ e; je hrana prichdzejici do v;
M;y = 0 jinak

Zkusme si rozmyslet vztah k definici ptivodni matice incidence 1.4.3. Novou matici incidence bychom
mohli ziskat tak, Ze orientovany graf symetrizujeme a najdeme klasickou matici incidence jeho symetri-
zace. Poté pouze odebereme sloupce, které ndleZi chybéjicim orientovanym hrandm.

Z toho ndm taktéZ vychdzi zajimava vlastnost. Pokud pro vSechny hrany orientovaného grafu e;, kde
e; = (x,y), existuje e; = (y, x), bude matice incidence takového orientovaného grafu stejna jako matice
incidence symetrizace daného grafu. Uvazujeme, Ze sloupce mtizeme libovolné zaménit. To je dilezitd
vlastnost, nybrZ nim umoziiuje brat v tomto pripad¢ grafy neorientované jen jako specidlni piipad grafii
orientovanych.

Kvtli vyznamnosti tohoto pojmu si jej ukdZeme na konkrétnim grafu G

Obrazek 2.1: Orientovany graf G

Tomu nélezi nasledujici matice incidence M.

1 1.0 O O -1 0 O
-1 0 1 0 O O 0 O
M=, 0 -1 -1 1 0 1 -1 0
o 0 0 -1 1 0 1 -1
o o o0 o0 -1 0 0 1

Jasné z toho vidime, Ze matice se bude lisit podle toho, jak zvolime cislovani hran. Nyni pfikrocime k
samotné definici abstraktni Laplaceovy matice.

Definice 2.2.2. Necht G s k vrcholy je konecny orientovany graf. Necht’” M je jeho matice incidence.
Abstraktni Laplaceovu matici L* € RFF pak definuji jako

1
LY = 5MTM. (2.1)
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Tato definice vychdzi ze specifického zadefinovani matice incidence, viz definice 1.4.3. a jejiho pre-
neseni do orientovanych grafii. Ackoliv je Laplaceova matice pro neorientované grafy bézné definovana
pfes matici incidence, tak tuto ipravu definice pro orientované grafy se nepodafilo nalézt kdekoliv jinde
v dostupné literature.

Véta 2.2.1. Necht’ G je konecny orientovany graf, pro ktery plati, Ze pro libovolné e; € E kde e¢; = (x, y)
existuje e; € E kde ej = (y,x) a necht’ G je symetrizace G. Pak Laplaceova matice G’ a abstraktni
Laplaceova matice G je stejnd.

Duikaz. Dikaz je zfejmy ze zptsobu definice abstraktni Laplaceovy matice a véty 1.4.2.
O

Tato véta je naprosto trividlni a zfejmd, ovSem velice dilezitd. Jak jiZ jsme psali v tvodu, neo-
rientované grafy jsou v urCitém smyslu jen specidlnim pfipadem grafi orientovanych. Je proto velmi
praktické, aby definice objektl pro neorientované grafy odpovidaly stejné se chovajicim grafim oriento-
vanym. Kdybychom se vritili k pfikladu z dvodu, bylo by zvlastni, kdybychom méli graf dalnicni sité,
kde by vSechny silnice byly obousmérné a na nasi Laplaceové matici by se néco zménilo, kdybychom
pridali informaci o orientaci.

2.3 Spektralni analyza abstraktni Laplaceovy matice

Nynf se pokusime zjistit, jestli ma abstraktni Laplaceova matice stejné silné spektralni vlastnosti jako
klasicka Laplaceova matice.

Véta 2.3.1. Necht’ G je konecny orientovany graf. Necht’ L* je abstrakini Laplaceova matice G, A; vlastni
Cisla L* a X; prislusné vlastni vektory, pak

a) L* je redlnd,

b) L? je symetrickd,

¢) A; jsou redlnd,

d) A; jsou nezdpornd,

e) geometrickd a algebraickd ndsobnost A; je stejnd pro vSechna i,

f) L? je diagonalizovatelnd,

g) X; jsou ortogondlni.

Diikaz. Dikazy jsou viceméné zjevné.

a) M je redlnd matice a soucin dvou redlnych matic je opét redlnd matice.

b) Vychézi z definice L jako MMT

c) Jiz jsme ve ukazali, Ze L* je redlna a symetrickd, coZ ze zdkladu linedrni algebry znamena, Ze
vlastni ¢isla jsou redlna.

d) Vlastnost je zjevnd, protoZze L = %M MT . Diikaz je stejny jako ve véts 1.4.3.

e) Protoze se nam definici abstraktni Laplaceovy matice povedlo zachovat redlnost a symetrii i pro
orientované grafy, tak tato vlastnost bude platit stejné jako u klasické Laplaceovy matice.

f) Matice mé z pfedchoziho bodu stejnou algebraickou a geometrickou nasobnost a z toho opét plyne
diagonalizovatelnost.

g) Opét vychdzi ze silnych vlastnosti redlnych symetrickych matic.
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Vsechy tyto vlastnosti vychdzi jen z toho, Ze jsme abstraktni Laplaceovu matici definovali jako soucin
realné matice M a jeji matice transponované M. Z divodu vyrazné jiného zptisobu definice abstraktni
Laplaceovy matice a Laplaceovy matice zvolime trochu odli$ny zplsob stavby teorie. Singularita byla u

vvvvvv

Véta 2.3.2. Necht’ G je konecny a orientovany graf. Necht’ je ddna abstrakmi Laplaceova matice L°,
pak L je singuldrni.

Diikaz. Vyjdeme z definice 2.2.1. KdyZ i = j. Necht’ n je poCet orientovanych hran G, pak

n n n
(MMT)ij = " MyM[; = > MMy = > M} =) M2, = > 1 = deg;,(v) + deg,,(v).  (2.2)
=1 =1 =1

ecV ecu;

VyuZili jsme ten samy postup, ktery jsme pouzili napiiklad v dikazu véty 1.4.2. Dokazali jsme, Ze
sou¢in MMT vytvoii na diagondle soucet vSech vychazejicich a pfichdzejicich hran.
Pro i # j, v piipad€ Ze mezi vrcholy v; a v; existuje hrana s libovolnou orientaci, budeme pokracovat

stejnym zputsobem.
n

n
T T
MMy ;= > MyM[; =" MyMjy = " Moy Me,, 2.3)
I=1 I=1 eV
Vidime, Ze protoZe matice M jiZ nemd obecné tvar (1.5), odpovéd’ neni tak jednoznacnd. JestliZe mezi
nimi existuje pravé jedna ze hran (v;,v;), (v;,v;) pak,

Z Moy Moy, = —1 (2.4)
ecV

Pokud existuji obé hrany mezi (v;,v;), (v}, v;), pak

D Moy Moy, = =2 (2.5)
ecV

Pokud i # j a mezi v; a v; neexistuje hrana libovolné orientace, pak z ndsobeni matic vyplyva, Ze
MM]; =0.

Timto jsme v podstaté ukdzali tvar abstraktni Laplaceovy matice. Staci nas vysledek vydélit dvéma.
Na diagondle je polovina souctu piichdzejicich a vychédzejicich hran w. Mimo jsou pak na
mistech pfipojenych vrchold bud’ -0.5 nebo -1 podle toho, jestli je mezi v; a v; hrana jen jedné orientace
nebo obou.

Z toho ovSem vyplyva, Ze na kazdém faddku je mimo diagonédlu —0.5 za kazdou hranu pfichézejici do
vrcholu, ¢i hranu vychdzejici z daného vrcholu. Nebo —1 pokud existuji obé. OvSem na diagondle mame
w. Tedy soucet kazdého radku abstraktni Laplaceovy matice je roven nule. Z ¢ehoZ ndm
plyne singularita.

O

V podstaté jsme tedy dokazali, Ze stejn€ jako u klasické Laplaceovy matice i u abstraktni je soucet
vSech fadka roven nule. Z toho plyne, Ze L¢ je slabé diagondlné dominantni. Nyni vyuZijeme nékolik
dalsich disledkt této vlastnosti.

Véta 2.3.3. Necht’ G je konecny orientovany graf. Necht’ je ddna jeho abstrakmni Laplaceova matice L,
pak alespoii jedno z jejich viastnich ¢isel 1y = 0 a prislusny viastni vektor X; = (1, ..., )T.
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Diikaz. Dikaz véty je zfejmy z predchozi véty 2.3.2.
i

Véta 2.3.4. Necht’ G je konecny orientovany graf. Necht’ je ddna abstraktni Laplaceova matice L*, pak
L? je pozitivné semi-definitni.

Diikaz. Vychézi ze zpsobu definice abstraktni Laplaceovy matice jako MM dle 2.3.2.
]

Vzhledem k tomu, co jsem jiZ o spektru abstraktni Laplaceovy matice dokazali, nas prili$ neprekvapi,
Ze 1 vlastnost prvku vlastnich vektort X; ziistane stejna.

Véta 2.3.5. Necht’ G je konecny orientovany graf a L* je p¥islusnd abstraktni Laplaceova matice. Necht’
Ai jsou jeji viastni ¢isla a X; = (xi1, ..., Xi ) prislusné viastni vektory. Pak pro kazdé X;, které neprislusi
A =0, plati, Ze

k
Z xij=0. (2.6)
j=1
Diikaz. Vidime, Ze jsme ve vété 2.3.1. jiz dokézali, Ze vektory X; jsou ortogondlni. Z véty 2.3.3. déle
zndme tvar X; = (1,...,1)7, coZ znamend, 7e diikaz je stejny jako u véty 1.4.4. o klasické Laplaceové
matici.
O

Nyni kratce probereme i véty o souvislosti grafii a jejich propojeni se spektrem abstraktni Laplaceovy
matice. Pozadavek souvislosti pouze nahradime pozadavkem slabé souvislosti. Diikazy jsou bud’ tiplné
stejné, nebo extrémné podobné, jako u klasické Laplaceovy matice. To vychdzi z toho, Ze jsme pro
abstraktni Laplaceovu matici jiZ ukézali stejné vlastnosti jako jsme méli pro klasickou. Druhou véci je,
Ze pro vSechny tyto vlastnosti je zjevné dileZité jestli existuje néjaka hrana, jeji orientace je podruzna.

Lemma 2.3.6. Necht’ G je konecny orientovany graf a L° je pfislusnd abstrakini Laplaceova matice.
Necht’ G, i € {1,..., j} jsou nepropojené slabé souvislé grafy, ze kterych se sklddd G. Pak je moZné
vrcholy G preznacit tak, aby Laplaceova matice G byla blokové diagondlni s tim, Ze jednotlivé bloky
pitvodni matice L* jsou abstrakini Laplaceovy matice jednotlivych grafii G;.

Diikaz. Staci si uvédomit, Ze pripojeni vrcholll se pfi nasi definici zachovava i pro slabou souvislost a
tak mizeme pouzit dikaz lemma 1.4.5.
O

Diilezité je jesté zdiraznit, Ze silné souvislé grafy jsou podmnoZinou grafii souvislych slabé.

Véta 2.3.7. Necht’ G je konecny orientovany graf a L* je pFislusnd abstrakmi Laplaceova matice, pak G
je slabé souvisly pravé tehdy, kdyZ algebraickd ndsobnost A = 0 je rovna jedné.

Diikaz. Stejn€ jako v ptipadé minulé véty si sta¢i uvédomit, Ze pro dikaz véty 1.4.6. je nepodstatné,
zda se prvky mimo diagonélu rovnaji —0, 5, nebo —1. DileZité je, Ze na mistech pfipojenych vrchold je

nenulové cislo.
O

Véta 2.3.8. Necht’ G je konecny a orientovany graf a L* je p¥islusnd abstrakini Laplaceova matice.
Necht’ se G sklddd z nepropojenych slabé souvislych grafit G;, kde i € {1, ..., j}. Pak algebraickd ndsob-
nost A =0 je rovna j.
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Diikaz. Vyuzijeme vétu 2.3.7. a postupujeme presné podle véty 1.4.7. Diikaz neni podobny, ale naprosto
stejny.

O

Jak vidime, definice abstraktni Laplaceovy matice ndm garantuje stejné zdkladni spektrdlni vlastnosti
jako klasickd Laplaceova matice, coZ by mélo znamenat, Ze v naslednych aplikacich by méla fungovat
obdobné jako klasicka verze.
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Kapitola 3

Nahodné prochazky

3.1 Laplaceovy matice pro Markovské retézce

V této podkapitole se budeme zabyvat propojenim teorie Markovskych fetézct a Laplaceovych ma-
tic [20]. Budeme uvazovat diskrétni Markovovské fetézce. Pro ty potfebujeme zavést mnoZinu stavi
S ={1,2,..., s}. Ten bude u nds odpovidat mnoZziné vrcholl. Dile pak potfebujeme zavést diskrétni Cas
T ={1,2,...}. Markovsky fetézec je zadan dvéma strukturami. Matici pfechodu a vektorem pravdépo-
dobnosti. Matice pfechodu je obecné definovana jako P = [p;;] kde i, j € S a p;; znali pravdépodobnost
prechodu ze stavu i do stavu j. Vektor pravdépodobnosti p(f) = [p1(?), p2(?), ...ps(H)] kde t € T nam pak
udava, s jakou pravdépodobnosti se nachdzime v kazdém stavu z S, coZ miiZe zdviset na pocateCnich
podminkach. Markoviv fetézec je pak popsan rovnici p(t + 1) = p(¢) = P. Prvky vektoru p(¢) i matice
P jsou pravdépodobnosti, tedy by mély byt z intervalu (0, 1). ProtoZe se jednd o tplny rozklad jevu (V
kazdém kroku je nutné zménit stav.), tak P musi byt stochastickd matice. Stochasticka matice je redlna
¢tvercovd matice, kde soucet kazdého fddku musi byt jedna. Zminime jeSté, Ze je mozné provést obecnéjsi
definici, kde i P bude z4visld na ¢.

V piipadé, Ze se Ctenaf jeSté nesetkal s teorii Markovskych fetézcti, bude pro pochopeni jednodussi
prejit pfimo k ndhodnym prochdzkdm na grafech. Budeme tedy uvaZovat ndhodnou prochdzku na neori-
entovaném grafu [19]. Tu zaddme tak, Ze v kazdém kroku je mozné priejit z libovolného vrcholu v; € V
do kazdého vrcholu v}, pokud existuje e = {v;,v;} s tim, Ze do kazdého vrcholu v; pejdeme s pravdépo-
dobnosti m. V piipadé Ze bychom méli jeden samostatny vrchol a fetézec by zacal v ném, prohldsime
Markovsky fetézec za ukonceny. Mohli bychom problém zavést obecnéji a nerozloZit pravdépodobnosti
rovnomeérné. To by bylo velmi jednoduché, stacilo by hrandm pfifadit vahy w. OvSem toto zavedeni ndm
umoziiuje elegantné zavést matici prechodu, vyuzivajici pdvodni matici sousednosti [2].

Definice 3.1.1. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf s k vrcholy. Necht’ A je matice sou-
sednosti a D matice stupriovitosti grafu G. Pak matici prechodu P = R** definujeme jako

P=D'A 3.1

Nyni zavedeme normalizovanou Laplaceovu matici. Jeji souvislost s ndhodnymi prochdzkami ne-
musi byt vidét na prvni pohled. OvSem ukdZeme souvislost mezi spektry normalizované Laplaceovy
matice a matice prechodu [9].

43
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Definice 3.1.2. Necht’ G s k vrcholy je konecny a souvisly neorientovany graf. Necht' L je jeho Lapla-
ceova matice a D jeho matice stupriovitosti. Pak normalizovanou Laplaceovu matici L" = R*F definujeme
Jjako

L' =D LD/ (3.2)

Matice zjevné zachovava symetrii, protoZe A je symetrickd a D~'/? je diagondlni matice. Jako me-

zistupen si zadefinujeme Laplaceovu matici pro ndhodné prochédzky. Jak brzy ukdZeme, tato matice ma
velmi blizko k matici pfechodu.

Definice 3.1.3. Necht’ G s k vrcholy je konecny a souvisly neorientovany graf. Necht' L je jeho Lapla-
ceova matice a D jeho matice stupriovitosti. Pak Laplaceovu matici pro ndhodné prochdzky L" = R
definujeme jako

L'=D'L (3.3)

Pravé jsme si zavedli definice riznych matic, které se pouZzivaji pro popisy ndhodnych prochizek.
Nyni se je pokusime propojit. Laplaceovu matici pro ndhodné prochazky mizZeme ptepsat jako

L'=D'L=D'D-A)=1-D'A=1-P (3.4)

Z tohoto tvaru jsou dobfe vidét zdkladni vlastnosti Laplaceovy matice pro ndhodné prochazky. P je ze
znalosti Markovskych fetézci vZdy stochastickd matice. Je tedy zfejmé, Ze soucet fadkd L" bude nula. Z
definice P vidime, Ze P nemusi byt symetrickd. Tedy ani L" nemusi byt symetrickd. OvSem pro potieby
spektrdlni analyzy by se ndm hodila vlastnost symetrie. Pfevedeme tedy problém hledani jejich vlastnich
¢isel na normalizovanou Laplaceovu matici.

Véta 3.1.1. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. Pak L a L" grafu G jsou podobné matice.

Diikaz. Zacneme definici normalizované Laplaceovy matice

L"=D'2LD V2 = D"V (D-A)DV? = - D V2AD™'/2. (3.5)

Z toho vyjadiime, Ze
A =D'"*(1-L"D'? (3.6)

To dosadime do (3.3)
L'=D'L=D"'"D-A)=1-D'A=1-D"?(1 - "D"'? = D12"D'/? (3.7)

CoZ znamend, Ze jsou L" a L" podobné z definice podobnosti matic.

Nyni jsme dokondili piipravné prace a budeme pokracovat k hlavnim vysledkim teorie.

Véta 3.1.2. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. Necht’ L" je normalizovd Laplaceova ma-
tice G, X; jsou jeji vlastni vektory a A; jeji vilastni ¢isla. Necht’ P je matice prechodu ndhodné prochdzky
na G, Y; jsou jeji vlastni vektory a u; jeji vlastni cisla. Necht’ D je matice stupriovitosti G, pak

X, = DI/ZY,' ANi=1-—p;.
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Diikaz. Zacneme prechodem spektra normalizované Laplaceovy matice L" na spektrum Laplaceovy ma-
tice pro nahodné prochazky L". Z véty 3.1.1. vime, Ze L" a L" jsou podobné matice, tedy A; jsou vlastnimi
Cisly matice L. Déle z rovnice (3.7) a znalosti vlastnosti podobnych matic vime, Ze vlastni vektory L”
jsou D~1/2X;. Tim mame prvni &4st ditkazu hotovou.

Nyni pfejdeme ze spektra L” ke spektru P. Na dikaz sta¢i dosadit do definice vlastnich ¢isel Lapla-
ceovu matici pro ndhodné prochizky,

L'D™'2x; = ;DX

poté dosadime z rovnice (3.4),

(I- P\D™'2X; = ,D'?x,,

coZ nakone upravime na

PD™'2X; = (1 - 4)D™'?x,.

P

Z toho je jasné vidét Ze vlastni vektory se zachovaly a vlastni ¢isla se jen posunula o jedna. CoZ bylo
o¢ekdvané, protoze L” je k P v podstaté jen posunuti. Tedy D™'/?X; = Yiau =1 - A.
O

Timto jsme tedy nasli zptsob, jak se vyhnout komplikovanému hledani spekter matice prechodu
a Laplaceovy matice pro ndhodné prochdzky a nahradit je normalizovanou Laplaceovou matici. Jejim
spektrdlnim vlastnostem se budeme vénovat v dalsi podkapitole.

3.2 Spektralni analyza normalizované Laplaceovy matice

Nyni pfistoupime ke zkoumani spektra normalizované Laplaceovy matice. Na rozdil od klasické La-
placeovy matice a abstraktni Laplaceovy matice bude postrddat nékteré vlastnosti béZné asociované s
Laplaceovou matici. Soucet fadki se nebude muset rovnat nule a matice nemusi byt diagondlné domi-
nantni.

Véta 3.2.1. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. Necht’ L" je jeho normalizovand Lapla-
ceova matice. A; jsou viastni ¢isla a X; vlastni vektory L". Pak

a) L" je redlnd,

b) L" je symetrickd,

¢) algebraickd a geometrickd ndsobnost A; je stejnd,

d) L" je diagonalizovatelnd,

e) X; jsou ortogondlni.

Diikaz. a) Z rovnice mame (3.4), Ze

["=1-D'2AD™12,

Jednotkova matice [ je bezpochyby redlnd. D je diagondlni a kladn4, tedy jeji odmocnina je redlnd, coz
znamena, Ze od¢itdme a nadsobime redlné matice, tedy L" je taktéZ redlna.
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b) Opét pouzijeme rovnici (3.4). Jednotkovd matice / je symetrickd. A je pro neorientované grafy
taktéZ symetrickd. D~'/? je diagonalni matice, tedy i D~'/2AD™1/? je symetrickd. Tedy ode&itdime dvé
symetrické matice a z toho plyne, Ze L" je symetrickd.

c¢) Pouze duisledek realné symetrické matice.

d) Vychazi z predchoziho bodu.

e) Opét jen vlastnost redlnych symetrickych matic.

]

Véta 3.2.2. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. Necht’ L" je jeho normalizovand Lapla-

s v

ceova matice a D jeho matice stupriovitosti. Necht’ A; jsou jeji vliastni ¢isla a X; jsou jeji viastni vektory,
pak nejmensi viastni ¢islo Ay = 0 a p¥islusny viastni vektor je X; = D'*(1,..., )T.

Diikaz. Dosadime X a A1 = 0 do definice vlastnich ¢isel pro L”.
'p'?a,...nf = ap'?q,.., 7.
Poté rozepiSeme normalizovanou Laplaceovu matici
D '\2Lp V2 p2, ., )T = ap' 2, .., DT
Z cehoZ plyne
DY2p~ 12 p~12p12q, .., )T = adl, ..., DT,
Coz po vykraceni znamend

La,..nDf =aa,.., D

Tim ndm vznikla klasick4 Laplaceova matice. Z véty 1.4.1. vime, Ze vektor (1,...,1)” je jejim vlastnim
vektorem pro A = 0. Tim jsme ovéfili tvrzeni véty.
O

Definice 3.2.1. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf s k vrcholy a | hranami. Necht’ M
je jeho matice incidence a D jeho matice stupriovitosti. Normalizovanou matici incidence T € Rb? pak
nazvu

T=D"’Mm.

Véta 3.2.3. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. Necht’ L" je jeho normalizovand Lapla-
ceova matice a necht’ T je jeji normalizovand matice incidence, pak

1
L=-TT".
2

Diikaz. Vyjdeme z definice normalizované Laplaceovy matice (3.2).

"= p-Y2 p-1/2 = D—I/Z%MMTD—UZ _ %(D—I/ZM)(MTD—I/Z) _ %(D—I/ZM)(D—UZM)T (3.8)

Tedy jsme nasli nasi matici T = D™1/2M.
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Diky tomu jsme opét ziskali velmi silnou spektralni vlastnost pozitivni semi-definitnosti.

Véta 3.2.4. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. Necht’ L" je jeho normalizovand Lapla-
ceova matice, pak L" je pozitivné semi-definitni.

Diikaz. Jedna se o soucin matice a jeji transpozice. Opét budeme postupovat stejné jako u véty 1.4.3.

Nyni si konecné ukdzeme proc se normalizovand Laplaceova matice nazyva normalizovana [21].

Véta 3.2.5. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. Necht’ L" je jeho normalizovand Lapla-
ceova matice a A; jeji vlastni ¢isla. Pak pro vSechna i plati

A; €40,2).

Diikaz. Jiz vime, Ze A; > 0 pro vSechna i z véty 3.2.4.

Pro druhou hranici budeme potiebovat Rayleightiv koeficient, a to konkrétné vlastnost pro symetrické
matice B. Konkrétné, Ze pro nejvétsi vlastni vektor je );TTB;( rovno spektrdlnimu poloméru B. Zacneme s
XTL"X, poté pouZijeme rovnici (3.4)

XTI+ D '2PAD™ V)X = XTx + X"D?AD™ 12X

Poté rovnici prepiSeme do sumacniho zapisu

XTX + XTD\2AD 12 = Z(
I12%

\/deg(i) ] 1;5 \/deg(l) deg(J '

Z Cehoz plyne

X X;
XTX + XTD\2AD 12X = Z

i,jJeE Vdegl \ ldegj

Z této nerovnosti miizeme podminku preformulovat na

X'x > -x"D'?AD712x.

Poté na obé€ strany vhodné rozsitfime,

2XTx > XTx - X"D 1 2AD 1 2x = XTD V2 p~12x = xT["X.
Z CehoZ plyne, Ze
XTrnx
XTX

¢imZ jsme dokdazali druhé omezeni.
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3.3 Konvergence ke stacionarni distribuci

Jednim z hlavnich vysledk teorie Markovskych procesu je, Ze kone¢né, nerozlozitelné a aperiodické
fetézce maji jednoznacny staciondrni stav [20]. Pfimé definice z teorie Markovskych fetézcl nebudeme
uvadet, toto tvrzeni si radéji preformulujeme pro nase potieby. To, Ze Markovsky fetézec je konecny, je
ekvivalentni tomu, Ze ndhodn4 prochdzka je na kone¢ném grafu. NerozloZitelny Markovsky fetézec pak
znamend, Zze ndhodnd prochdzka se odehrava na souvislém grafu. To Ze je Markovsky fetézec aperiodicky
je ekvivalentni tomu, Ze ndhodné prochédzka je na aperiodickém grafu.

Tvrdime tedy, Ze ndhodnd prochdzka na konecném, souvislém a aperiodickém neorientovaném grafu,
ma prave jeden staciondrni stav. Tim rozumime, Ze nehledé€ na volbu vektoru pravdépodobnosti p plati
pro matici pfechodu P

lim pP" = r,
n—oo
kde r je staciondrni stav.

Ovsem nabizi se otdzka, jak rychle konverguje. Budeme tedy hledat, jak daleko bude v urcity Cas
Markovsky fetézec od svého stacionarniho stavu. Prvni, co musime udélat, abychom toho dosahli, je
zavést metriku, kterou budeme méfit vzdalenost mezi stavy. Celou dobu budeme vychazet ze ¢lank [4]
a [18].

Definice 3.3.1. Necht je ddn konecny, souvisly a aperiodicky neorientovany graf G. Necht’ je ddna
ndhodnd prochdzka na ném. Necht’ V je mnoZina vrcholii a necht’ f, h jsou dvé distribuce na V, pak
vzddlenost distribuct f a h definuji jako:

If = ~lla = max |f () = A (3.9

Definice 3.3.2. Necht' je ddn konecny, souvisly a aperiodicky neorientovany graf G. Necht' je ddna
ndhodnd prochdzka na ném. Necht’ V je mnoZina vrcholit a necht’ n € N. Necht’ P je Matice prechodu a
p vektor pocdtecnich pravdépodobnosti. Pak vzddlenosti od staciondrniho stavu d(n, p) nazvu

d(n, p) = max||pP" - lla.
veV

Definice 3.3.3. Necht’ je ddn konecny, souvisly a aperiodicky neorientovany graf G. Necht’ je ddna nd-
hodnd prochdzka na ném a vzddlenost od staciondrniho stavu d(n). Pak definujeme rychlost konvergence
Jjako

t(e, p) = min{n : d(n, p) < €}.

Definice 3.3.4. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. Necht' L" je jeho normalizovand
Laplaceova matice. Necht' Ay je druhé nejmensi a Ay druhé nejvétsi viastni Cislo dané matice. Pak
spektrdlni mezerou nazvu

a = Il’lin(/lz, 2 - /lk—l)-

Nyni se po pripravnych definicich dostavame ke kliCové véte.
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Véta 3.3.1. Necht’ je ddn konecny, souvisly a aperiodicky neorientovany graf G. Necht’ je ddna ndhodnd
prochdzka na ném. V je mnoZina vrcholii G, w staciondrni stav ndhodné prochdzky a a jeho spektrdlni
mezera. Pak pro rychlost konvergence t(€) plati

1 1 1 1
(5 - 1)log(£) <tle)<1+ - log (ﬁ_e) (3.10)
kde B := min{n(v) : v € V}.

Diikaz. Dikaz vychazi z clanku [4] , poté si staci z veéty 3.1.2. uvédomit vztah mezi vlastnimi Cisly
normalizované Laplaceovy matice a matice prechodu.
O

Provadét diikaz véty 3.3.1. nema z pohledu prace smysl, protoZe je veden Cisté v ramci obecné teorie
Markovskych fetézct. Nabizi se tedy otazka, pro¢ to vibec zahrnujeme do prace o Laplaceové matici.
Diivodem je, Ze je jednodussi ziskat spektrum normalizované Laplaceovy matice, neZ matice prechodu.
Toto se dd provést u fady dal$ich problémi, kde problematickou spektrdlni analyzu matice pfechodu

Y\ s

nahradime jednodussi spektralni analyzou symetrické normalizované Laplaceovy matice.

3.4 Clustering Markovskych retézca

K ¢emu je clustering Markovskych fet€zcl ukaZzeme na nasledujici motivacni tloze.

Motivace:

Uvazujme ndhodnou prochdzku na grafu sité vefejné dopravy v Evropé. Tedy na libovolné prestupni
stanici v Evropé se ztrati teenager, ten si vybere ndhodny spoj, a pri cesté pak ndhodné vystoupi na néjaké
dal3{ pfestupni stanici. Tam postup opakuje. Aby byl graf souvisly, budeme brit pouze stanice-vrcholy,
pro které existuje sled z a do Hlavniho nddraZi v Praze.

Zjist ovani pravdépodobnostni distribuce po n krocich je moZné umociiovanim matice prechodu. V
piipadé, Ze tato ndhodnd prochdzka bude trvat nekonecné dlouho, tak se nutnosti zkonstruovat takovou
matici pro celou Evropu skute¢né€ nevyhneme. Chovani v nekonecnu bezpochyby matematicky zajimavé,
ale béZné se ndm ovsem v aplikacich, naptiklad ve strojovém uceni, hodi sice velky, avSak konecny pocet
krokd.

Ptedstavme si tedy, Ze pocdtecni stav bude napiiklad ve stanici metra v Liverpoolu. Ackoliv by dany
teenager mohl byt teoreticky uz 6 hodiny poté v PariZi, vefejnou dopravu Velké Britanie a kontinentaln{
Evropy spojuje jedind hrana. Tedy takov4 situace je velmi nepravdépodobnd pfi zadanych podminkach.
MiZeme tedy predpokladat, Ze pravdépodobnost cesty z Muzea na Florenc nebude mit ve stfednédobém
¢asovém horizontu vyznamny vliv na ztraceného teenagera v Liverpoolu a Ze Britské policii bude velmi
pravdépodobné stacit pouzivat matici prechodu sité vefejné dopravy Velké Britdnie.

Z toho vychézi potieba rozdélit grafy a jim piislusné nahodné prochizky na podgrafy. Poté bud’
zkoumdme jen vztahy mezi témito podgrafy, nebo zkoumdme samotné podgrafy a nebudeme fesit jejich
napojeni. Popiipadé napriklad definovat tunel pod La Manche jako absorbujici stav.

Clustering se typicky provadi na neorientovanych nebo symetrizovanych grafech a pouziva se k
nému standardni Laplaceova matice. OvSem normalizovand Laplaceova matice by méla ddvat podobné
vysledky, jak uvidime.
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Definice 3.4.1. Necht’ C a B jsou symetrické matice. Necht’ A, je reSeni klasického problému viastnich
Cisel matice C:

CX) = 41X.

Pak A, je FeSeni zobecnéného problému viastnich cisel matice C:

CX; = 1LBX.

Véta 3.4.1. Necht’ G je konecny a souvisly neorientovany graf. Necht’ L je jeho Laplaceova matice a
L" je jeho normalizovand Laplaceova matice, pak vlastni ¢isla L" jsou resenim zobecnéného problému
vlastnich Cisel matice L.

Diikaz. Zacneme dosazenim do zobecnéného problému vlastnich ¢isel. Budeme predpokladat B = D

LX = ADX
D '?1x = AD'*x
L'D'?Xx = AD'*x

dale oznadime X" = DV/2X
L'X" = ax"

Z ¢ehoz mame standardni problém vlastnich ¢isel pro L.
]

Tato véta zdivodnuje zajimavy vztah mezi Laplaceovou matici a normalizovanou Laplaceovou ma-
tici, ktery si v praxi ukdZeme pozdéji. A to, Ze pfi pouZiti spectral clusteringu jsou vysledky pro obé
matice podobné. To vede k tomu, Ze se Casto v aplikacich neorientovany graf Markovského fetézce roz-
déli klasickou Laplaceovou matici. Tento postup plati i v pfipadech, Ze ndhodnou prochdzku na grafu
zobecnime. I kdyz pfi kroku nebudou mit vSechny pripojené vrcholy stejnou pravdépodobnost, klasicka
Laplaceova matice bude stdle fungovat pro dostatecné velké clustery [3]. Vyjimkou jsou extrémni pii-
pady, kdy napriklad nékteré hrany budou mit pravdépodobnost 90%, nebo kdyz v grafu bude néjaky
obecny trend. Obecné Ize fict, Ze ¢im bude obecna ndhodna prochdzka bliZsi ndmi zadefinované ndhodné
prochdzce, tim bude vztah mezi spektrem Laplaceovy matice a spektrem normalizované Laplaceovy
matice siln&jsi.



Kapitola 4

Spectral clustering

V této kapitole se budeme zabyvat aplikaci Spectral clusteringu pro tfi grafy, nalezneme jejich clus-
tery skrze Laplaceovu matici a normovanou Laplaceovu matici a porovndme je. Poté vyuZijeme novou
definici abstraktni Laplaceovy matice a uvidime, jestli ddva dobré vysledky. Déle grafy upravime do
stavu nesouvislého a slabé souvislého tvaru. TaktéZ vyzkousime jak se zméni abstratni Laplaceova ma-
tice pfiddnim absorp¢niho stavu. Na konci porovndme tcinnost klasického postupu symetrizaci u orien-
tovanych graft s abstraktni Laplaceovou matici. V celé kapitole se vyskytuji informace z [3], stejné tak

z online kurzi néleZicich pfednasce Mining of Massive Datasets, které je kniha [3] ucebnici a z ¢lanku
[17].

4.1 Neexaktni avod

Nez se zacneme zabyvat spectral clusteringem, je potfeba udélat velmi matematicky neexaktni uvod
do clusteringu jako takového. Problémem je, Ze nyni budeme muset opustit oblast exaktni matematiky,
protoZe se zatim nepodafrilo Gspés$né nalézt definici pojmu cluster.

Clustering grafui je nazev pro operaci, kdy se velky graf snazime rozdélit na mensi podgrafy néja-
kych intuitivnich celkl. Pfikladem miiZe byt snaha rozdélit uZivatele socialnich siti do socidlnich bublin.
Pro tento ucel existuje nékolik velmi rychlych a dobfe fungujicich algoritmi, z nichz zdaleka nejpouzi-
vanéjsi je k-mean algoritmus. Fungovani k-mean algoritmu by se jednoduse dalo vysvétlit nasledujicim
zplsobem:

1) Zvolime ndhodné k stejné velkych clusterti.
algoritmu.).

3) Rozdélime graf podle blizkosti centroidu.

4) Body 2) a 3) opakujeme.

Problémem tohoto algoritmu je, Ze neexistuje Zddnd matematickd garance konvergence pro rizné
pocatecni volby. Tedy miZzeme mit rizné vysledky a algoritmus na konci vyZaduje kontrolu.

Druhym vyznamny problémem je, Ze algoritmus predpoklada pfibliznou sférickou symetrii vrchold v
clusteru. Pouzijme opét ptivodni modelovy piiklad se silni¢ni siti. Pfedstavme si podlouhly stat, napiiklad
Chile. Chile je dlouhd kolem 4300 kilometrd a misty i méné nez 100 kilometrd Sirokd. V ramci Chile
existuje husta silnicni sit’ a jen nékolik silnic ji spojuje se sousedni Argentinou. Bylo by tedy logické
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rozdélit graf silni¢nf sit€ jihu JiZni ameriky na Argentinu a Chile (Opomenme nyni Ohiiovou zemi.).
Ovsem k-mean algoritmus by s timto mél problém, protoZe Chile neni ani ptibliznék sféricky symetricka.
S délenim Ceska a Polska by problém nebyl.

Naproti tomu spectral clustering nemd zadnou pocatecni volbu a zajimd ho vyhradné propojenost
danych vrcholti, tedy nevyzaduje sférickou symetrii.

Spectral clustering vychdzi z price Ceského matematika Prof. RNDr. Miroslava Fiedlera, DrSc.
(1926-2015) o algebraické konektivité a Fiedlerovych vektorech. Je nutné zdtlraznit, Ze pro¢ pfesné me-
toda funguje, neni exaktné matematicky dokdzano. Jakykoliv dikaz by narazil jiZz u definice problému,
protoZe clustering jak grafti, tak Markovskych fetézci neni dobfe definovan. Snazime se tedy graf intui-
tivné rozd¢élit na celky které vzajemné nejsou dobie propojeny.

Zatim jsme druhé nejmensi vlastni ¢islo A, v otdzce souvislosti brali diskrétné z véty 1.4.6. Tedy to
Ze A je nenulové, implikuje, Ze graf je souvisly. To, Ze A, je nulové, implikuje, Ze graf je nesouvisly.
Pojd’me si ovSem tento princip zespojitit. Tedy ¢im vétsi je algebraicka konektivita, tim vyssi je sou-
nesouvislému grafu, ktery ma algebraickou konektivitu rovnou nule. To miZeme velmi hezky vidét na
nami dokdzanych specidlnich pfipadech grafi. Uplny graf o kterém bychom intuitivné fekli, Ze je velmi
dobre propojeny, ma dle véty 1.5.1. velmi vysoké A,. Naopak cesta a kruZnice, které bychom oznadili za
velmi mélo propojené, maji dle 1.5.2. a 1.5.3. velmi malé A,.

Pro pochopeni Fiedlerova vektoru X, vyuzijeme véty 1.4.6. a 1.4.7. Pro pfipomenuti si ukdZeme tvar
Laplaceovy matice nesouvislého grafu skladajiciho se ze dvou souvislych graft dle rovnice (1.12)

L 0
=l o)
Dle rovnice (1.13) a (1.14) maji jejich vlastni vektory X; a X, nélezici A4; a A, hodnoty patiici obéma
skupindm vrchold stejné. Samoziejmé bychom mohli napiiklad za vektor X vzit vektor samych jedni-
Cek, pak by ovsem stejné hodnoty pro obé skupiny vrchold musely byt v X,. To se op€t pokusime prenést
do graft souvislych. Podminku, Ze prvky X, ndleZici jednomu z dvou souvislych grafi jsou stejné, na-
hradime tim, Ze jejich prvky vektoru X, maji podobnou hodnotu.

V podstaté bychom pro souvisly graf, ktery md dva clustery, méli matici podobnou té z rovnice
(1.12). Jen misto nulovych matic v I. a IIl. kvadrantu by zde byli velmi fidké matice. To nds také vede k
tomu pro¢ by abstraktni Laplaceova matice méla byt lepsi pro d€leni orientovanych grafti. Pokud bude
hrana jen orientovand, bude ji ddvat mensi vyznam (hodnotu), neZ kdyZ mezi vrcholy budou existovat
hrany obé. Tim se 1i8{ od postupu se symetrizaci orientovaného grafu, ktery mezi tim rozdil ned¢la.

4.2 Popis metody

Bézné je definovana a pouzivana pro konecné a neorientované grafy G. My si ovSem ukdZeme, Ze
metoda dobfe funguje i pro jiné grafy, pfi spravné volbé matice.

Metoda pro dva clustery

1) Nalezneme Laplaceovu matici L grafu G.

2) Nalezneme algebraickou konektivitu 1, matice L.

3) V pfipadé, Ze A, = 0, nalezneme prvni souvislé grafy G;. Pro kazdy pokracujeme bodem 1).
4) V piipadé, Ze A, # 0, nalezneme FiedlerGv vektor.
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5) Rozdélime vrcholy dle hodnoty Fiedlerova vektoru na kladné a zdporné a z nich pak sloZime dva
clustery.

Toto je klasickd metoda, kterou budeme pouZivat i pfi ndslednych numerickych simulacich. Vzdy
neni nutné délit vrcholy na ty s hodnotou Fiedlerova vektoru na vétsi a mensi neZ nula. Také se jako stie-
dovy bod pouziva napfiklad median, aritmeticky primér hodnot Fiedlerova vektoru, ¢i se riizné iteruje.
To uz jsou spiSe optimalizacni dlohy.

Metoda pro vice clusteru - ¢isté spektralni

1) Nalezneme Laplaceovu matici G.

2) Nalezneme algebraickou konektivitu G.

3) V pfipadé, Ze A, = 0, nalezneme souvislé grafy G; a pro kazdy pokracujeme bodem 1).

4) V pripadé, ze A, # 0, nalezneme Fiedlertiv vektor.

5) Rozdélime vrcholy dle hodnoty Fiedlerova vektoru na kladné a zdporné a z nich pak sloZime dva
clustery.

6) Z téchto dvou clusterti udéldme nepropojené souvislé grafy G| a G, a pokracujeme bodem 1)
zvlast na G a G».

7) Provadime body 1-6) dokud rozdil hodnot ve vlastnich vektorech neklesne pod urcitou hranici,
nebo dokud nemame urceny pocet clustera.

Problém této metody je, Ze musime poté vysledky zkontrolovat. K déleni nemuselo dochdzet po dvou
a tak se nam mohl jeden hledany cluster roztrhnout na dva, nebo dva mensi zustat jako jeden. Proto se
tato metoda v praxi pfili§ nepouziva.

Metoda pro vice clusteru - smiSena

1) Nalezneme Laplaceovu matici G

2) Nalezneme algebraickou konektivitu G

3) V piipadé, Ze A, = 0, nalezneme souvislé grafy G; a pro kazdy pokracujeme bodem 1).

4) V piipadé, ze A, # 0 vypocteme pro né jedno z nejmensich vlastnich ¢isel A; a piisluSny vlastni
vektor Xl.j . (Nemusime tedy pouzit nutn¢ Fiedlerdv vektor Xl.z.)

5) Na hodnoty vektoru X lj aplikujeme algoritmus k-mean, ktery ndm dany vektor rozdéli na vrcholy
s podobnou hodnotou Xl.j .

Tato metoda ddvé v praxi velmi dobré vysledky, protoZe k-mean pracuje na trovni ¢isel mnohem
1épe nez na trovni graft. Tim je schopen vykompenzovat rizné problémy, které ma samostatné délen{
na poloviny Cistym spektralnim clusteringem.

4.3 ReSené problémy

Pro numerickou simulaci jsme zvolili tfi grafy. Na prvnim si ukdZeme princip metody. Na druhém si
ukdZeme, Ze viechny metody ddvaji podobné, ovSem ne stejné, vysledky. Ve tfetim pfikladé pak ukdZeme
vyhody abstraktni Laplaceovy matice. V inciden¢nich maticich jsou imyslné ponechany nulové sloupce
matic, aby bylo mozZno 1épe pochopit vliv dprav téchto grafii na dané matice.
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4.3.1 Priklad 1

Maéme nésledujici orientovany graf G z diivéjsi ukdzky.

Obrazek 4.1: Orientovany graf G,
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Symetrizovany graf

Zatneme tim, Ze graf na obrazku 4.1 symetrizujeme na graf Gj. Poté nalezneme matici incidence
M
I

1 1 0 O O -1 -1 0 O O
-1 0 1 0 0 1 O -1 0 O
M o -r-11 0 0 1 1 -1 0
o o0 0 -1 1 0 O O 1 -1
o 0 o0 o0 -1 0 0 0 0 1

Tu sice pro zjiSténi Laplaceovy matice pro neorientované grafy nepotfebujeme, ale je to vyhodné pro
pochopeni konstrukce abstraktni Laplaceovy matice. Déle pak najdeme z definice Laplaceovu matici L.

2 -1 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
L= -1 -1 3 -1 0
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 1

Dale nalezneme algebraickou konektivitu a Fiedlertiv vektor.

A =0.5188

0.4193
0.4193

X; =1 0.2018
—-0.3380
-0.7024

To by nam rozdélilo graf na dva clustery, prvni sloZen z vrchold {1, 2, 3}, druhy {4, 5}, coz by bylo logické
rozdéleni daného grafu.
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Symetrizovany graf - normalizovana Laplaceova matice

Najdeme normalizovanou Laplaceovu matici grafu Gy. JiZ zndme matici Lj.

2 -1 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
L=l -1 -1 3 -1 0
0 0 -1 2 -1
0 0 0 -1 1

Nyni ji z rovnice (3.2) znormalizujeme

-1/2 -1/2
L' =D '\2Lip712,

Z Cehoz plyne, Ze

1 V6
I R (R
o T
no| _NE G G
L=l - - 1 -& 0
o o ¥ g _¥
o 0o o0 -2

Dale nalezneme algebraickou konektivitu a Fiedlertiv vektor.

A = 0.3459

-0.3964

-0.3946

X, =[-0.1496
0.5531
0.5979

To by ndm graf rozdélilo na stejné clustery jakoZto béZnd Laplaceova matice, coZ jsme z teorie oCekdvali.
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Orientovany graf

Pfistoupime k vypoctu samotné Laplaceovy matice L; grafu G;. Matici M| tohoto grafu uz zndme z

vvvvv

1 1 0O 0 0 -1 0 0 O
-1 1 0 0 0 0 0 0 O
M=|0 -1 -1 1T 0 01 0 -1 0
o o0 0 -1 1 0 0 O 1 -1
o o 0 O -1 0 0 O 1
Vyuzijeme definici abstraktni Laplaceovy matice (2.1):
1 T
L1=§M1(M1)
a mame
3 1
51 -3 —} 0 O
- 1 -5 0 0
Li=|-1 -3 3 -1 0
o o0 -1 2 -1
0O 0 0 -1 1

Sice se nejedna o klasickou Laplaceovu matici, ale miZzeme si v§imnout, Ze spliiuje vétSinu béZnych
vlastnosti jako symetrie atd. , coZ jsme jiZ dokazali.
Dale nalezneme algebraickou konektivitu a Fiedlertv vektor.

A2 =0.4791

0.3838
0.5031
X, =1 0.1403
-0.3518
-0.6754

To by nam rozdélilo graf na stejné clustery jako klasicka metoda.
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Slabé souvisly graf

Nyni zkusime graf predefinovat tak, aby byl slabé souvisly, ale zdroven nebyl silné souvisly.

Obrazek 4.2: Slabé souvisly graf G{

I 1 0 0 0 000 0 O
-1 0 1 0 0 000 0 O
Mé=| 0 -1 -1 1 0 000 -1 0
0 0 0 -1 1 000 1 -1
0 0 0 0 -1 000 1

1 -3 -5 0 0
1 1
0 B S A
Ll = _E _E 2 —1 0
o o0 -1 2 -1l
O 0 0 -1 1
Dale nalezneme algebraickou konektivitu.
A =0.4293

Slaba souvislost tedy nezajist'uje algebraickou konektivitu rovnou nule, na to potiebujeme plnou nesou-
vislost. Opét se jedna o jiz dokazany fakt.
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Nesouvisly graf

Nyni si graf upravime na nesouvisly graf G7.

Obrazek 4.3: Nesouvisly graf G'f

Nalezneme matici incidence M;’.

00 0O 0 00O O O
00 1 0 O O0O0OO0O O O
M{=100 -1 1 0 0O0O0 -1 0
00 0 -1 1 000 1 -1
00 0 0 -1 00O0 0 1
Zrovnice (2.1) nalezneme L.
o 0 0 0 O
1 1

0 5 -3 0 0

=0 -3 3 -1 0

o 0 -1 2 -1

0o 0 0 -1 1

Zde vidime, Ze samostatny vrchol se chova stejné jako v pripad¢ klasické Laplaceovy matice. Vy-
tvoril ndm v matici nulovy fddek a nulovy sloupec.
Dale nalezneme algebraickou konektivitu a Fiedlertv vektor.

=0

0.0
-0.5
X, =(-05
-0.5
-0.5

Graf je nesouvislym, tedy i druhé nejmensi vlastni ¢islo musi byt rovno nule, coz odpovida teorii.
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4.3.2 Priklad 2

Nynf pfikro¢ime k trochu vét§imu orientovanému grafu G.

Obrazek 4.4: Velky orientovany graf G,
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Symetrizovany graf

o . . s C .
Stejné jako poprvé graf symetrizujeme na graf G a nalezneme matici L] z definice.

s 0 0 -1 -1 -1 0O O 0 O O O -1 0 -1
o s -1-1 -t -1 0 0 0 O O O O 0 -1
o -1 6 0 0 O -1-1-1-1 0 -1 0 0 O
-1 -1 0 3 0 -1 0 0 O O O O O 0 O
-1 -1 0 0 5 -1 0 0 0 -1 0 O O O -1
-1 -1 0 -1 -1 5 0 0 0 O O O -1 0 O
o 06 -1 o o o 4 0 O -1 -1 -1 0 0 O
=0 0 -1 0 0 0O O 3 -1 0 0 O O 0 -1
o 6 -1 o o o 0 -1 4 0 -1 -1 0 0 O
o 06 -1 0 -1 0 -1 0 0 5 0 -1 0 -1 0
o o0 o0 o o 0 -1 0 -1 0 4 -1 0 -1 O
o 06 -1r o o 0 -1 0 -1 -1 -1 6 0 -1 0
-1 0 0 0 0 -1 0 0 O O O 0 3 0 -1
o o o0 o o o o o o0 -1 -1 -1 0 3 O
-1 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 O O -1 O 5

Dale nalezneme algebraickou konektivitu a Fiedlertiv vektor.

A2 =0.5436

[~0.3048]
~0.1945
0.1580
~0.3264
—0.1847
~0.3017
0.2736

X, = | 0.0765
0.2409
0.1894
0.3217
0.2758

-0.3332
0.3207

|-0.2112]

To nam graf dé€li na clustery z vrcholi {1,2,4,5,6,13,15} a {3,7,8,9, 10, 11, 12, 14}, coz vypada jako
logicky zptsob, jak tento graf rozdélit.
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Symetrizovany graf - normalizovana Laplaceova matice

Budeme pocitat normalizovanou Laplaceovu matici grafu G3. Matici L] zndme a z rovnice (3.2)
nalezneme L]

1o o -¥5 .1 1 o9 o o o0 o0 o Y5 o _I
o 1 ¥ 5 1 L 9 o o o0 o0 o0 0 o i
V30 G 2 6 _\® I
o ¥ 1 o o o Y ¥ N ¥ o _L o 0o 0
55 g 01 0 =¥ 9 0 0o 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1
L i 9 o 1 -f o o o -t o o o o -1
1l o M5 1y 9 o o o o o -¥Y5 o9 9
o o -¥ o o o 1 o o ¥ -1 ¥ o o o
o o -2 o o o o 1 -¥ o o 0o o0 o -V
o o -¥ o o o o -¥B 1 o -1 ¥ o o o0
o o ¥ o 1 o ¥ o o 1 o ¥ o N5 g
o o o o0 o o - o -1 o 1 ¥ o _-¥B 9
i v V6 30 _\6 V2

o o -1 o o o ¥ o & _¥0 % | o _2
Y5 9 0 0 o -¥5 o 0o 0o 0 0 0 1 0o -5
0 0 0 o 0o o o0 o0 o0 Y5 _¥ _¥v 1 0
-1l 0 o -1 o o =¥ o o o o -YE o 1

—_
(9]
—
(9]

Dale nalezneme algebraickou konektivitu a Fiedlertiv vektor.

A = 0.1287

[ 0.3383 |
0.2174
~0.1953
0.2638
0.2116
0.3344
~0.2660
X, = |-0.0591
~0.2325
~0.2068
~0.3065
~0.3381
0.2701
~0.2543
| 0.2387 |

To ndm graf déli na stejné clustery jako vypocet klasické Laplaceovy matice. Mlizeme si v§imnout, Ze
diky normalizaci je Cislo algebraické konektivity vyrazné mensi.
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Orientovany graf

Pokrac¢ujeme hledanim L; z rovnice (2.1). Matici M, zde psat nebudeme z divodu rozmérd matice.
NapiSeme tedy rovnou L.

I o0 -4 -1-10 0 o0 0 0 0 -3 0 -1
o 3 -4 -5 -1-3 0 0 0 0 0 0 0 0 -1
0 —% 30 0 0 -4 -2 -2 -3 0 -1 0 0 o0
-+ -4 0 2 0 -1 0 0 0 0 0O 0 O 0 O
-1 -1 0o 0o 2 -4 0 0 0o - 0o 0 0 0 -1
-4+ -1 0 -1-13 0 0o o 0 0 0 -3 0 0
o 0o -+ 0o o o 3 o o0 -1-2-1 0 0 o0
L=|0 0 - 0 0 0 0 2 -1 0 0 0 0 0 -4
o 0o - 0 0o 0 0 -1 3 0 -2 -1 0 0 o0
o 0 -3 0 -2 0 -1t 0o 0o I 0o -3 0 -1 0
o o o o o o -f o0 -1 o0 2 -3 0 -1 o0
o o - 0o o o -3 0 -3 -2 -1 3 0 -1 o0
-2 0 o o o -1 0o o o o o o 2 o -4
o 0o 0o 0o o o 0o 0 0 -1-2-1 0 2 0
-1 - 0o o -4 0o o -2 0o o o o -1 o 3

Dale nalezneme algebraickou konektivitu a Fiedlertiv vektor.

A2 =0.2980

[0.2835 |
0.2017
~0.1662
0.3245
0.2007
0.3097
~0.2693
X, = [-0.1156
~0.2240
~0.2153
~0.3139
~0.2754
0.3385
~0.2996
| 0.2206 |

To ndm déli graf G, na stejné clustery jako u neorientovaného grafu. Tedy vidime, Ze abstraktni Lapla-
ceova matice dava pfiblizné stejné vysledky jako klasickd Laplaceova matice.
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Graf s absorp¢nim stavem

Drobnou tipravou zménime graf na nasledujici graf G7. Tento graf je zv1aStni tim, Ze vrchol 15 ma
pouze hrany, ptichazejici do vrcholu. V pripadé, Ze bychom rozsitili nasi teorii Markovskych fetézcl o
orientované grafy, nazyval by se tento vrchol absorpénim stavem.

Obrazek 4.5: Graf s absorpénim stavem G5
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Pokracujeme hledanim LJ z rovnice (2.1).

3 0 0 -4 -1-10 0o o o o o -3 0o -1
o 3 -+ -1 -1 -2 0 o o o o o o o -1
o -+ 3 0 o o -4 -4 -1 -1 0o -1 0 o0 o
-4+ -3 0 2 0 -1 0 0 0 0 0 O O O O
-1 -1t o o 2 - 0 o o - o o o o -4
-+ -1 0o -1-13 0 0o o o o o -1 0o o0
o 0o - 0 0o 0 3 0 0 -1 -2 -3 0 0 o0
5s=lo o -y 0 0 0 0 2 -1 0 0 0O O O -1
o 0 -+ 0 0 0 0 -1 3 0 -3 -1 0 0 o0
o 0 -3 0 -3 0 -1 0 0 I 0 -3 0 -1 0
o 0 0 0 0 0 -3 0 -5 0 2 -3 0 -5 0
o 0 -4 0 0 0 -3 0 -5 -2 -2 3 0 -5 O
-2 0 0 0 0 -2 0o 0o 0o 0 0 0 3 0 -3
o 0o 0 0 0 0 0 0 0 -1 -2 -3 0 2 0
-+ -1 0o o -1 o o - o0 o o o -3 0o 3

Daéle nalezneme algebraickou konektivitu a Fiedleriv vektor.

A4 =0.2953

[0.2933 |
0.2002
~0.1667
0.3278
0.2016
0.3120
~0.2678
X, = [-0.12063
~0.2256
~0.2138
~0.3124
~0.2743
0.3371
~0.2975
| 0.2067 |

To se pfilis nelisi od siln€ souvislé verze, coz pro nas neni zcela idedlni, protoZe to ukazuje, Ze nase
matice neni s takovymi eventualitami schopna pracovat.
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4.3.3 Priklad 3

Nynf jsme ukézali, Ze jak klasicky postup se symetrizaci grafu, tak nase abstraktni Laplaceova matice
davaji dobré vysledky. Nabizi se otdzka jestli ma nami definovana matice néjaké vyhody. To si ukdZeme
na nésledujicim prikladu.

Obrazek 4.6: Orientovany graf G3
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Symetrizovany graf

Opét graf G3 symetrizujeme na graf G5 a najdeme matici L] z definice.

3 -1 -1r 06 0 0 O O O O O o0 -1 0

-1 3 -1 -1t 0o 0 0 O O O O O 0 O

-1 -1 6 -1 -1 0 0 0 O O O 0 -1 -1

o -1r -1 4 -1 -1 0 0 0 0 O O 0 O

o 0 -1 -1 4 -1 0 0 0 O O O 0 -1

o o 0 -1 -1 2 0 0 O O O O O O

IS = o o o0 o0 o0 o0 2 -1 -1 0 O O 0 O
3lo o 0 0 0O O -1 4 -1 -1 0 0 0 -1
o o0 o0 o o0 O -1 -1 5 -1 -1 -1 0 0

o o o0 o0 o0 o o -1 -1 5 0 -1 -1 -1

o o0 0 0o 0 o O o0 -1 0 2 -1 0 O

o o0 o0 o0 o o o o0 -1 -1 -1 4 -1 0

-1 0 -1 0o 0 0 0 0 O -1 0 -1 5 -1

o 0 -1 0 -1 0 0 -1 0 -1 0 O -1 5

Daéle nalezneme algebraickou konektivitu a Fiedleriv vektor.

A4 = 0.5002

[ 0.1935 ]
0.2881
0.1978
0.3290
0.2677
0.3978
-0.3619
—-0.2366
-0.3061
-0.1722
—-0.3653
-0.2417
-0.0023

| 0.0121 |

X5 =

To nam graf d€li ponékud zvlastné na clustery z vrcholi {1,2,3,4,5,6,14} a {7,8,9, 10, 11, 12, 13}, coZ
ovSem nevypada pfilis logicky. Vrchol 13 by nemél patfit k hornimu clusteru. Existuje jen jedna moZnost,
jak se do né&j dostat z horniho clusteru. Stejné tak existuje jen jedna moZnost, jak se z néj dostat do horniho
clusteru. Naproti tomu existuji tfi mozZnosti, jak se dostat z i do dolniho clusteru z vrcholu 13. Jesté k
tomu oba vrcholy 13 a 14 maji hodnoty X, velmi blizké nule.
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Orientovany graf
Nyni naproti tomu nalezneme abstraktni Laplaceovu matici L3 grafu G3. Opét nalezneme matici
incidence M3, kterou z nebudeme psat z divodu rozmérti. Opét pouzijeme rovnici (2.1) k nalezeni L.

3 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0

-1 3 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O

-1 -1 6 -1 =1 0 0 0 0 0 0 0 -1 -I

0 -1 -1 4 -1 -1 0 0 0 0 0 O 0 O

0 0 -1 -1 4 -1 0 0 0 0 0 0 0 -1

0o 0 0 -1 -1 2 0 0 0 0 0 0 0 O
|0 00 0 0 0 2 -1 -1 0 0 0 0 0
Yo o o 0o 0o 0 -1 7 -1 -1 0 0 0 -}
0o 0 0 0 0 0 -1 -1 5 -1-1-1 0 0

o 0 0 0 0 0 0 -1-14 0 -1 -3 -1

o 0 0 0 00 0 0 -10 2 -1 0 0

o 0 0 00 0 0 0 -1-1-1 12 -3 0

-1 0 -1 0 0 0 0 0 0 -3 0 -3 4 -1l

0o 0 -1 0 -1 0 0 -2 0 -3 0 0 -1 4

Dale nalezneme algebraickou konektivitu a Fiedlertiv vektor.

A2 =0.3617

[ —0.2159 |
-0.2778
-0.2158
-0.30120
—-0.2598
-0.3424

0.3553
0.2673
0.3148
0.2117
0.3564
0.2692
-0.0761
| —0.0858 |

Xr =

To nam graf d€li na dva clustery z vrchola {1,2,3,4,5,6,13,14} a {7,8,9,10, 11, 12}, coZ je mnohem
lepsi déleni, neZ nam dal pivodni postup. Za prvé, vrcholy 13 a 14 patif k dolnimu clusteru. Za druhé,

Y\ s

hodnoty X, néleZici vrcholiim 13 a 14 jsou o t€émér fad vyssi, nez v postupu se symetrizaci. To znamena

N P2



Zaver

V préci je definovdna Laplaceova matice a je poddn uceleny piehled o jejich vlastnostech a spektru.
Stejné tak jsou nalezena spektra Laplaceovy matice pro Uplny graf, kruZnici, cestu a hvézdu. Déle pak
byly rozebrany spektralni vlastnosti stromi. Poté byla klasickym zpisobem zadefinovana algebraicka
konektivita a Fiedlertiv vektor. V ramci kapitoly jsou i kratce rozebrany vlastnosti matice sousednosti.

V dalsi casti prace jsme zadefinovali novou abstraktni Laplaceovu matici pro orientované grafy. Do-
kazali jsme, Ze pro ni plati stejné spektrdlni vlastnosti jako pro béZnou Laplaceovu matici. Z toho jsme
vyvodil, Ze pro ni taktéZ budou fungovat aplikace algebraické konektivity a Fiedlerova vektoru ve spectral
clusteringu.

Ve tfeti ¢asti jsme zadefinovali matice béZné asociované s ndhodnou prochdzkou na neorientovaném
grafu a dokézali vztahy jejich spekter. Ndsledné jsme ukdzali, Ze spektrdlni vlastnosti normalizované
Laplaceovy matice jsou podobné vlastnostem klasické Laplaceovy matice. Poté jsme rozebrali vztah
spektra normalizované Laplaceovy matice a rychlosti konvergence ke staciondrni distribuci. Také jsme
vysvétlili clustering Markovskych fetézcl a vztah Markovskych fetézcl k ndhodnym prochdzkam na
grafech. Z toho jsme vyvodili, Ze clustering Markovskych fetézci miizeme nahradit clusteringem grafa.

Nakonec jsme pristoupili k samotnému spectral clusteringu grafii. Vysvétlili jsme si dané metody a
aplikovali je na nékolik grafi. NaSe zjisténi byla ve shodé s teorii a nasim oCekdvanim. Ukézalo se, Ze
pro ndmi zadefinovanou ndhodnou prochdzku, ddvaji normalizované Laplaceova matice a klasickd La-
placeova matice stejné vysledky. Naopak jsme zjistili, Ze abstraktni Laplaceova matice dava pro nékteré
orientované grafy lepsi vysledky neZ klasicky postup se symetrizaci. To je moZné pficitat tomu, Ze exis-
tence jen jedné orientované hrany ma v ramci abstraktni Laplaceovy matice mensi vdhu nez existence
orientovanych hran obéma sméry.
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