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Abstrakt: Tato prace se zabyva matematickym modelovanim situaci vznikajicich pfi perfuzi myokardu
pomoci vpusténi kontrastni latky. Popis transportu a prestupu kontrastni latky z cévy do mimocévniho
prostiedi je rozdélen do dvou tloh. Nejdfive je céva uvaZovana jako bod a mimocévni prostiedi predsta-
vuje jednorozmérnou oblast, a poté se zaméfime na jednorozmérnou cévu a dvourozmérné mimocévni
prostfedi. Pro tento matematicky model uvazujeme nestlacitelnou newtonovskou tekutinu, na kterou ne-
plsobi zadné vnéjsi sily. Mimocévni prostfedi uvazujeme porézni a rigidni. Hlavnim cilem této prace je
feSeni dlohy transportu a prestupu kontrastni 14tky v jednorozmérné a dvourozmérné oblasti za pouZiti
metody konecnych diferenci. Prestup kontrastni latky z cévy do mimocévniho prostfedi a naopak bude
modelovdn pomoci metody vnofené hranice.
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Mathematical modeling of transport and transfer of contrast agent in myocardial perfusion prob-

lems
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Abstract: This bachelor thesis deals with mathematical modeling of problems arising during myocardial
perfusion using the contrast agent. The description of the transport and transfer of the contrast agent
from the vessel to the extravascular environment is divided into two tasks. First, the vessel is considered
as a point and the extravascular environment represents a one-dimensional domain and then we focus on
the one-dimensional vessel and the two-dimensional extravascular environment. For this mathematical
model, the fluid is considered as Newtonian incompressible fluid and the extravascular environment
is considered as porous and rigid. The main goal of this thesis is to solve the problem of transport and
transfer of the contrast agent in one-dimensional and two-dimensional domains using the finite difference
method. The transfer of the contrast agent from the vessel to the extravascular environment and back will
be modeled by immersed boundary method.
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Uvod

Tato bakalarska prace se vénuje matematickému modelovani proudéni tekutin, transportu kontrastn{
latky (KL) a jejimu pfestupu v poréznim prostiedi, coZ je prostiedi, které obsahuje péry vyplnéné teku-
tinou. V této praci budeme modelovat situace, které vznikaji pfi perfuzi myokardu za pomoci vpusténi
KL. Po celou dobu budeme za porézni prostfedi uvazovat myokard, jehoZ fez je zobrazen na obrazku [Ta]
Na tomto obrdzku je zndzornéna céva Q. kterou pfichazi KL, a okoli cévy uvazované jako mimocévni
prostiedi Q.

Ulohu proudéni a transportu KL rozdélime na 2 &asti. Nejprve se budeme zabyvat tlohou 1D vyob-
razenou na obrézku[Ib] ve které céva Q. pfedstavuje bod a mimocévni prostfedi zndzorfiuje kiivku. Poté
se budeme zabyvat tilohou 2D (obrazek ve dvourozmérném mimocévnim prostfedi s jednorozmér-
nou cévou. V obou tlohach vpustime KL do oblasti Q., a poté budeme zkoumat transport a prestup KL
do oblasti Q,,. Poznamenejme, Ze vstupni koncentrace KL je Casové proménnd inspirovana pribéhem
pfi klinickém vySetfeni perfuze myokardu na magnetické rezonanci.

(b) 1D model. (c) 2D model.

Obrazek 1: Ilustrace fezu myokardem a uvazovanych zjednoduSennych reprezentaci matematickym
modelem'Elv 1D ave 2D.



s vz vev s

Po celou dobu budeme predpoklddat, Ze na prostiedi neplisobi Zadné vnéjsi sily a budeme uvazovat
nestlacitelnou newtonovskou tekutinu. Déle pfedpokladame platnost Darcyho zdkona pro proudéni teku-
tin v poréznim prostiedi s konstantni rychlosti. V této praci budeme v mimocévnim prostedi pouZivat
advekcéné-difuzni rovnici v 1D a Cisté difuzni rovnici ve 2D. V pfipadé jednorozmérného cévniho pro-
stiedi budeme v oblasti Q. feSit advekéné-difuzni rovnici. Prestup KL mezi Q. a €,,, bude feSen pomoci
metody vnorené hranice.

V prvni kapitole popiSeme matematické modely dloh 1D a 2D. Déle se budeme zabyvat numeric-
kymi metodami, které jsou vyuzité k feSeni téchto tloh. Konkrétné se bude jednat o metodu konec¢nych
diferenci (MKD) implementovanou v jazyce C++ pro jednorozmérny a dvourozmérny systém. Na konci
posledni kapitoly jsou shrnuty vysledky numerickych metod, kde nejdiive ovéfime, zda-li implemento-
vana metoda ddva spravné nebo ofekdvané vysledky. Poté porovname jednorozmérnou MKD pro riznd
nastaveni sité a rizné aproximace pravé strany advekcné-difuzni rovnice. Nésledné budeme zkoumat
nastaveni numerické metody na feSeni dloh pfi pevné siti a pevné zvolené aproximaci Diracovy delta
funkce.

Ve vysledcich budeme sledovat vliv diskretizace oblasti Q. a Q,, a vliv pouZiti spojité aproximace
Diracovy delta funkce.



Kapitola 1

Matematicky model

V prvni kapitole nejprve popiSeme proudéni tekutin v poréznim prostiedi bez zdroji a bez vnéjsiho
silového plsobeni (napf. gravitace). Déle uvedeme rovnici popisujici transport kontrastni latky a aproxi-
mujeme zdrojovy ¢len z této rovnice. Postupné zavedeme zbylé potiebné pojmy pro néasledujici kapitoly.
Nakonec zformulujeme tlohu v jedné a ve dvou dimenzich.

Predpoklddejme, 7e Q,, je oblast v R%™, kde dim zna&i dimenzi prostoru, a v ni je vnofen bod
(pro dim = 1), resp. kfivka Q. (pro dim = 2) reprezentujici cévu (zdroj KL). Ddle uvaZzujme casovy
interval I = (0, 7).

1.1 Porézni prostredi

Porézni prostiedi se sklddd z pevného skeletu a volného prostoru pért, ktery je vyplnén jednou nebo
vice tekutinami. Jako porézni prostiedi 1ze uvaZovat lidskou tkan, konkrétnéji myokard. V této praci bu-
deme ptedpoklddat, Ze skelet je vyplnén pravé jednou tekutinou, takovy systém nazyvame jednofdzovy.

Déle budeme zkoumat proudéni tekutin v poréznim prostfedi z hlediska makroskopického méfitka,
které je popsdno po fad€ rovnici kontinuity a Darcyho zdkonem, viz [2],

0
((;Ltp)+V'(pu)=O v Q, X1, (1.1a)
1
u+-KVp=0 v Q, X1, (1.1b)
u
kde vyse zapsané veliCiny jsou funkcemi od polohy x [m] a Casu ¢ [s] a maji nasledujici vyznam:
Jol [kg m?] hustota tekutiny,
u [ms™!] Darcyho makroskopicka rychlost tekutin,
i [kgm~!s™1] dynamicka vizkozita tekutiny,
K [m?] tenzor propustnosti,
10) [—] porozita.

Déle budeme predpokladat, ze modelujeme proudéni newtonovské nestlacitelné kapaliny (o = konst),
a 7e porézni prostfedi je izotropni, tj. K = KI, kde K [m?] je koeficient propustnosti. Tyto dodate¢né
predpoklady umozni preformulovat rovnice (L)) do tvaru

V-u=0 v Q, X1, (1.2a)
pu + KVp =0 v Q, xI. (1.2b)



1.2 Advekéné-difuzni rovnice

Proces transportu KL je v obecné oblasti Q ¢ R%" popsan advekéné-difuzni rovnici

0
a—j+V-(cu)=V-(DVc)+f vQXxlI, (1.3)
kde veli¢iny maji ndsledujici vyznam:
c kg m~3] koncentrace KL,
D [m2 s difuzni koeficient KL,

f [kg m™3 s71] zdrojovy ¢len.

Clen V - (cu) v rovnici (1.3 piedstavuje advek&ni &ast a &len V - (DVc¢) difuzni &ast. V kapitole
se nejdfive zamefime na pripad, kdy advekéni Clen bude nulovy, a poté na situaci pii které budeme
naopak advekéni ¢len prevladat. K porovnavani téchto dvou ¢lenl se pouzivd bezrozmérné Pécletovo
¢islo definované jako pomér rychlosti advekce a rychlosti difuze vztahem, viz [3]],

Lu
Pe = 7> 14
D (1.4)
kde L [m] je charakteristicka délka, napiiklad jeden z rozmért uvazované oblasti. Pokud Pe < 1 prevlada
difuze a naopak advekce.

1.2.1 Model transportu v tkani

Pomoci rychlosti ziskané z rovnice (1.2)) miZeme dosazenim do (1.3)) popsat transport KL v poréznim
prostiedi. V cévach Q. je transport KL popsan advekéné-difuzni rovnici (I.5a)) s konstantni rychlosti z.
a v mimocévnim prostiedi Q,, uvazujeme pouze difuzni dlohu popsanou rovnici (I.5b])

Oc.
B_Ct +V - (cate) =V - (DVe) g+ f v, X1, (1.52)
Ocm
%% = ¢V - (DyVem) + bmg v QX 1, (1.5b)

kde g [kg m~> s~!] charakterizuje prestup KL mezi cévou a mimocévnim prostfedim a Q,, povazujeme
za rigidni, tj. ¢,, = konst.

1.3 Prestup kontrastni latky skrz sténu

vy /.

Zdrojovy ¢len g v rovnicich (I.5) propojuje rovnice (I.5a) a (I.5b). V makroskopickém méfitku
uvazujeme tok g v nasledujicim tvaru, viz [4],

g = k(cc — cp), (1.6)

kde k je koeficient pfestupu popisujici propustnost cévni stény vzhledem ke KL. Rovnice (I.5a) a (T.5b)
1ze pomoci vztahu (I.6) pfepsat do néasledujiciho tvaru

Oc.
(9_Ct + V- (cette) = Dy Ace — k(e — cm) + 1, (1.72)
aai;” = D,y Ay + k(ce = ). (1.7b)

10



1.4 Bezrozmérné veliiny

v s

Nyni pfejdeme k bezrozmérnému tvaru rovnic (I.7)), ktery zjednodussi analyzu jejich feSeni. Pro pre-
vod do bezrozmérného tvaru zavedeme nésledujici bezrozmérné veli¢iny s dolnim indexem d (z angl.
dimensionless), viz [4],

Ce = €0 Ceds (1.8a)
Cm = CO Cmd> (1.8b)
Ue = U Ucd, (1.8¢)
x =l xg4, (1.8d)
=1y ty, (1.8e)

kde ugp [m s7!] je charakteristickd rychlost, cg [kg m™3] je charakteristickd koncentrace KL, 7y [s] je
charakteristicky Cas a /o [m] je charakteristickd délka. Dale budeme pouzivat pouze bezrozmérné veliciny,
a proto uZ nebudeme psét doln{ index d.

1.5 Metoda vnorené hranice

Necht’ vektor x € €, je eulerovskd prostorovd soufadnice a vektor X € Q. je lagrangeovsky bod
popsany parametrickou soufadnici s € M. Zavedeme skalarni funkci w a definujeme funkce w® a w’

po fadé popsané eulerovsky a lagrangeovsky. Nyni zavedeme vztahy mezi t€émito funkcemi, viz [[11]],

wh(x, 1) = f wh (X(s,0),1) 6(x — X(s,0)ds Vx € Q,,Yrel, (1.9)

C

wh (X(s,0),0) = f w (x,1) 6 (X(s,1) — x) dx VseMVtel. (1.10)

V rovnicich (I.9) a (I.10) symbol 6 oznaCuje Diracovu delta funkci. Poznamenejme, Ze oba dva integraly

z vySe zapsanych rovnic jsou pouze formdlni a prvni integrdl (I.9) pfedstavuje konvoluci § a néjaké

spojité funkce s kompaktnim nosi¢em na €, a integral v rovnici (I.10) pfedstavuje jednoduchou vrstvu
na Q..

Diracovu delta funkci v kapitole [2] aproximujeme spojitou distribuci ¥ navrzenou C. Peskinem [7],

kterd je definovdna vztahem
dim

1 (z

Y(z) = —yl= 1.11

@=[](%). (L1D)
k=1

kde zx je k-ta slozka vektoru z a ¢ je spojita 1-dimenzionaln{ aproximace Diracovy delta funkce. Podle(7]]

budeme o funkci ¢ pfedpokladat, Ze

[a—

. Y(r) je spojitd Vr € R,
2. y(r)=0 VreR,|r| = 2,

3.3 wr-p= d,w(r—j>=§VreR,

Jj liché j sudé

4. X(r=j(r—j) =0 VreR,
J

9

. Y (W(r— j))? = konst VreR,
j

11



kde r oznacuje ¥. V této prici budeme pouZivat a vyhodnocovat 4 tvary aproximace Diracovy delta

funkce v, viz [11]],

) = {1 P

Yap(r) = {4

Y+ Vi-32)
U3(r) =1L (5-31r - V=2+ 61— 372

(3-21r+ VT +41-47)

1
5
Yaa(r) = 13 (5 =21 = V=T + 1217 - 472)

pro|rl <1,

profr > 1. (1.12a)

prolr| < 1,

pro |r| € (4. 3). (1.12b)
3

prolrl > 3,

prolrl <1,

pro |r € (1,2), (1.12c)

pro|rl > 2,

pro|r| <2,

pro|rl > 2, (1.12d)

kde dolni index u funkci definovanych vztahy (I.12)) odpovida Sifce jejich nosice. VSechny tyto funkce

splnuji nasledujici vztah, ktery vyplyva z predpokladu 3

Dwr-p=1VreR.

(1.13)

Funkce (T-12)) jsou vykresleny na obrazku [I.1] Déle je tfeba zminit, Ze funkce (I.12)) nespliiuji viechny
pfedpoklady zminéné vySe. Napiiklad predpoklad 4 neni splnén funkci ¢4, a Zddnd z téchto funkci
nespliiuje pfedpoklad 5, nicméné v kapitole [3| ukdZeme, Ze i pfesto metoda vnofené hranice bude ddvat

divéryhodné vysledky.

1
0.8

06

~

~—r o

>
0.4

0.2

V2
(0

/L/) 4a

0 L |
"4 3

Obrazek 1.1: Spojité aproximace Diracovy delta funkce.



1.6 Formulace ilohy v 1D

Necht' Q. oznacuje v jednorozmérné podobé bod, ve kterém uvaZujeme Casové proménny profil
koncentrace c.(f) dany nésledujicim vztahem

ce(t) = exp|-K (t = 1c)?], (1.14)

kde K. a t. jsou bezrozmérné konstanty urcujici po fadé ¢asové Skdlovani a posun v Case. Bod Q. uva-
Zujeme vnoten do oblasti €),,,, ale neni vdzan na diskrétni eulerovskou mfizku, tj. jeho poloha vzhledem
k diskretizaci je libovoln4.

Dile necht’ Q,, = (0, L) je oblast s hranici T',, I'p,; a I = (0,T) je ¢asovy interval, kde L, T € R*.
Za ptedpokladu u,, = konst pfevedeme transportni rovnice (I.5) pro ¢, = cu(x, ) do jednorozmérné

podoby
en \ (B _ pp Pem
or  Mmex TP e

s pocatecni a okrajovymi podminkami v mimocévnim prostiedi na mnozin€ Q,, X I:

+ gm v, xI (1.15)

Pocateni podminka: cm(x,0) = cM(x) Vx e Q, (1.16a)
Dirichletovy o.p.: cm(0,8) = cpmpo Ytel, (1.16b)
cm(Lyt) = e Yrel,
0
Neumannovy o.p.: %(O,t =0 Ytel, (1.16¢)
x
0
EmLn=0 Viel.
ox

Zdrojovy ¢len g, je ddn vztahem
gm(x. 1) = k(cE(x, 1) = em(x, 1)) VxeQuVrel, (1.17)

kde k je koeficient prestupu dany (1.6) a c£(x, £) oznacuje koncentraci v cévé, kterd je popsana eulerovsky
pomoci jednoduché vrstvy (I.9) ve tvaru

cE(x, 1) :f ce(X,1) 6 (x — X) dX, (1.18)
Q«:

kde X oznacuje bod Q..

1.7 Formulace dlohy ve 2D

V dvourozmérné tloze symbol Q. oznacuje tseCku o délce L.. Dale necht’ Q,, = (0, L,,) x (0, Ly,)
je oblast s hranici I a I = (0, T) je Casovy interval, kde L,, a Ly, jsou délky stran oblasti €, po fadé
na ose x; a xp. Ddle necht’ dvourozmérnd oblast €, je popsdna vektorem x = (xy, ) a jednorozmérna
oblast Q. je parametrizovana mnozinou {X(s) | s € M}, kde M = {s | s € (0, L.)} je mnoZina parametrt
lagrangeovského popisu.

Nyn{ zformulujeme transportni rovnice (I.5) ve dvourozmérném tvaru pro ¢, = c.(s,1) a cy = cm(X, 1)

dc.  dee
%”c% =D "X +g. vMxI, (1.19a)
d
Cm _ ;n )+gm VQm )(I’ (llgb)
X

13



kde pfedpokladdme konstantni rychlost u.. Definujeme pocédtecni a okrajové podminky této dlohy nasle-
dovné

e Pro cévni prostredi:

Potiteéni podminka: ce(s5,0) = cMi(s) Vs e M, (1.20a)
Dirichletova o.p.: c.(0,1) =ccp Vrel, (1.20b)
ce(Le,t) = ce L Vtel,
dc,
Neumannova o.p.: %(0, Hn=0 Vtel, (1.20¢)
s
0
T Loy = 0 Viel,
as

e Pro mimocévni prostiedi:

Potiteéni podminka: cm(x,0) = ¢™(x) Vx € Q,, (1.21a)
Dirichletovy o.p.: cm(x, 1) = cgir(x, 1) Y(x,t) € I'pir X 1, (1.21b)
Neumannovy o0.p.: Ve (x,t)-n(x) =0 V(x,1) € I'Neu X 1, (1.21¢c)

kde n(x) je jednotkovy vektor vnéj$i normaly hranice mimocévniho prostfedi I v bodé€ x € I' a hranice
FDir sFNeu splﬁuji

Ipir N I'New = 0, (1.223)

I'pir UI'New =T (1.22b)

Zdrojové Cleny g, a g,, jsou dany vztahy
ge(s.1) = k(ch(s.0) = c(5,)) V(s,1) € M X1, (1.23a)
gm(x,1) = k (cE(x, 1) = en(x,1)) V(x,1) € QX 1, (1.23b)

kde ¢leny c£ a ¢k oznatuji po fadé koncentraci v cévé popsanou eulerovsky a koncetraci v mimocévnim
prostiedi popsanou lagrangeovsky. Pomoci konvoluce (1.9) a jednoduché vrstvy (1.10) miZeme tyto

koncentrace vyjadfit nasledovné

cf(x, S f cc(s, 1) 0 (x — X(s))ds Vx € Q,,Vtel, (1.24a)
M

c,fl(s, )= f cm(x, 1) 6 (x — X(s))dx Vse MNtel. (1.24b)
Qp
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Kapitola 2

Numerické metody

Nyni se budeme zabyvat popisem metody konec¢nych diferenci pro advekéné-difuzni rovnici (T.13)
v 1D, a poté pro rovnice (I.19) ve 2D. Kapitolu rozdélime do dvou &dsti. V prvni ¢isti budeme uvazo-
vat jednorozmérnou oblast €, a Q. bude pfedstavovat bod. V druhé ¢4sti oblast €2, bude zndzorfiovat
ctverec a Q. kiivku. V obou sekcich zavedeme diskretizaci oblasti Q,, a mnoziny M parametrizujici Q,,
které budeme po fad¢ znacit QnaM, poté aproximuje zdrojovy Clen. Nakonec popiSeme, kdy je me-
toda numericky stabilni a budeme se zabyvat zkoumanim konvergence numerické metody. V obou dvou
¢astech se budeme zabyvat Casove explicitnimi schématy.

2.1 Uloha 1D

V této sekci popiseme MKD pro tlohu (L.6).

2.1.1 Diskretizace mimocévniho prostredi

Nyni zavedeme diskretizaci oblasti Q,, a Casového intervalu I, které ozna&ime po radé Q, al
Tyto diskretizace jsou dény vztahy

Q= 1{xj= jAx| j€{0.1,...Ny — 1}}, (2.1a)
QO =1{xj=jAx|jell,...,N,—2}}, (2.1b)
0O = 1\, 2.1¢)
[={t;=iAt]ie{0,1,..,N, - 1}}, (2.1d)

kde Ax je prostorovy krok podél kiivky €, a Ar je Casovy krok. Ddle N, a N; predstavuji poCet uzli
po fadé na ose x a t. Délku prostorové osy x ozna¢ime L a délku Casové osy ¢ budeme znacit T'. Pro tyto
veli¢iny plati nésledujici vztah

L T
Ax = N—x, resp. At = ﬁ, 2.2)

Bod Q. je dile znacen pismenem X z diivodu lepsi piehlednosti.
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A A A F(}U
[0, [010, 50,0160, ™
Obrézek 2.1: Diskretizace kfivky €, a bodu Q..

2.1.2 Diskretizace diferencialnich vyraziu

Diferencidlni vyrazy z rovnice (.15 nahradime kone¢nymi diferencemi nasledujicimi vztahy, viz [[1]],

9 i+1 i
Cm m,j m,j
—(x, ) x ——=, 2.3a
Ey (xj, 1) A7 (2.3a)
Cm,j—Cm, j—
ac_m N ) Um ij_j l pro u,, = 0, 5 3b
um (xjv ) ~ Cm,j+1~Cm,j ( . )
ox Uy =5 pro u, <0,
¢ Com.isl — 2Cm.i + Cm. i1
——(x. ) ~ — I (2.3¢)
ox Ax

kde Casova derivace je nahrazena zpétnou casovou diferenci, prvni prostorovd derivace je nahrazena
upwindovou stabilizaci 1. fddu a druhd prostorova derivace je nahrazena prostorovou centralni diferenci
2. fadu. Rovnice (2.3) jsou platné pro vsechna j € {1,..,N, — 2} ai € {1,...,N; — 2}. Horni a spodni
. ¥ erx . s o0 - i { 1
indexy oznacuji Casovy a prostorovy index, tj, Coj = cm(xj, 1) a Ij = gm(xj, 1;). Aplikaci rovnic (2.3))
na rovnici dostdvame za ptredpokladu u,, > 0 nasledujici tvar

i

.—C .
m,j m,j—1

i+l _

; ! c -2 .+
m,j m

J m,j+1 m,j m,j—1
+u =D
At " Ax " Ax?

kde je{l,...,Ny—2}aie(l,...N, -2}

c c

+ G 2.4)

2.1.3 Bodovy zdroj

V sekci (1.6) jsme zavedli koncentraci c£ popsanou lagrangeovsky pomoci jednoduché vrstvy (1.17).
Za predpokladu, Ze Q. predstavuje bod, I1ze (1.17)) zjednodusit na tvar

cf(x, nH= f co(X(5),1) 6 (x —X(s))ds VxeQ,,Ytel, (2.5
{so}

kde c.(X(s),1) = c.() (ze vztahu ([.14)) a M = {50} je jediny bod X = X(so). JelikoZ se jednd o formdlni
integral pfes jednobodovou mnozinu M, lze (2.5)) aproximovat podle [L1] nsledujicim vztahem

I (1
cCE(x, H=c(t)VP(x—X)=c.(t) Etﬁ(ﬁ(x - X)) VxeQ,,Ytel, (2.6)
kde h = Ax a y je definované v sekci (I.12).

2.1.4 Numericka stabilita

Stabilita numerického schématu je tizce spojena s numerickou chybou. Schéma konec¢nych diferenci
je stabilni, pokud chyby provedené v jednom ¢asovém kroku vypoctu nezpusobi zvétseni chyb pfi po-
kracujicich vypoctech.
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Méjme advekéné-difuzni rovnici v jedné dimenzi v ndsledujicim tvaru ((T.3]) bez zdrojového ¢lenu)

dc oc ¢
— — =D—. 2.7
FT PR @.7)

Rovnici (2.4)) diskretizujici (2.7) bez zdrojového ¢leny lze zapsat ve tvaru

¢l = Ac'_| + B + Cc! Vjetl, ., Ny = 2L Vie(l, ... N, -2}, (2.8)

J j+1

kde jsme pro lepsi zpracovani zavedli konstanty A, B, C vztahy

At At
A= I)A—x2 + ME > 0, (2.92)
At At
B=1-2D— —u—, 2.9b
A2 Ax (2.90)
At
C= DE > 0. (29C)

i+1

Inverzni diskrétni Fourierovou transformaci mizeme vyjadfit c; nasledujicim zpisobem, viz [8]],

) 1 AL .
cl;l:\/?f eEAY pitl (£)dg Vjie(l,..,N -2}, Vie(l,..,N,—2}. (2.10)
IR

Dosazenim vztahu (2.8)) do rovnice (2.3)) ziskdme tvar

1 I

. Ax
cl_+1 _

! V2r JZ
Nislednym porovndnim rovnic (2.8)) a (2.11)) dostaneme

A (g [AeTE + B+ Ce|dg Ve, Ny =2} Vi€ {1, N, = 2} (2.11)

¢t = [AeTNE 4+ B+ CeM| 2 Lap & Vie(l,..,N, -2}, (2.12)

kde byla provedena substituce = £Ax pro budouci zpracovani, £ nazyvame zesilujici faktor a kvuli
stabilité¢ metody poZadujeme (viz [8]), aby |{(n)| < 1, tj. | (77)|2 <1.

Nyni rozepiSeme levou stranu této podminky za vyuziti vzorce |{ P = (Re(Z ))? + Im(Z )2 a algebraic-
kych dprav ndsledovné

IZa)P? = (Acosn + B + Ccosn)? + (Csing — Asinn)? = (A — C)* + B> + 4AC cos®  + 2B(A + C) cos 1.

(2.13)
Pokud B > 0, pak v rovnici (2.13) 1ze odhadnout shora cos(n) < 1 a dostaneme
1P < (A= C)* + B2 +4AC + 2B(A + C). (2.14)
Nahrazenim defini¢nich vztaht konstant A, B a C v rovnici (2.14) dostaneme
P < w2 + (1 = 2Dp® — ud)? + 4Dy + ud)Dp + 2(1 — 2Dy — ud)(2Dy + ud)
=’ + (1 = 2Dy — ud)[4Dyu + 2ud + 1 = 2Dy — ud] + 4(Dy + ud)Du
= 1u?2® + 1 — 2Dy + ud)* + 4Du(Dy + uld) = 1, (2.15)
kde pro jednodussi zapis jsme zavedli substituci
At
A= —, 2.16
A (2.16a)
At
= —. 2.16b
1= ( )
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S volbou B > 0 je splnén pozadavek na stabilitu metody a rozepsdnim této volby dostaneme pod-
minku na ¢asovy krok nasledujicim zptisobem

At At
1-2D— —u— > 0. 2.17
Ax? MAx - 2.17)

Z podminky (2.17) dostaneme horni omezeni na volbu ¢asového kroku, kterou Ize zapsat ve tvaru

1
At < TR (2.18)
ac T ax
pfi¢emzZ v praxi pouZivdme volbu
1
At = Cm, (219)
ae A

kde C je Courantovo ¢&islo [10] spliujici C < 1 a v této praci volime C = 0.9.

2.1.5 Numericka konvergence

Pro danou diskretizaci Q,, definujeme chybu aproximace E, skaldrni veliCiny ¢ = c(x, 1) vztahem,
viz [6]],

E,(Ax) = [Ic“ = ™), (2.20)

kde ¢ (viz [5]]) je analytické feSeni rovnice (L3)), c(A";'m) je numerické feSeni ziskané z MKD na siti Q,,

s prostorovym krokem Ax a || - ||, zna¢i L, normu. Na zdkladé chyb ziskanych ze dvou riiznych sitich
o prostorovych krocich Ax4 a Axp je experimentélni fad konvergence (EOC) dan vztahem, viz [6]],

InE,(Axp) — InE,(Axp)

EOC, =
P InAxs — InAxg

2.21)
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2.2 Uloha 2D

V této sekci popiseme MKD pro tlohu (L7).

2.2.1 Diskretizace cévniho a mimocévniho prostredi

Nejdiive zavedeme diskretizaci oblasti Q, a oznacime ji Q... Kiivka Q. je popsédna body X = X(s)
pro s z mnoziny M = (0, L.), proto diskretizaci Q. provedeme pomoci diskretizace M. Obé diskretizace
jsou dény nésledujicimi vztahy

Q= {xj = (jAx1, kA" | j€{0,1, .., Ny, — 1},k €{0,1,..., Ny, — 1}}, (2.22a)
Q= x5 = (AX1, kAT | je(l, .., Ny, =2}, k€ (1,..., Ny, — 2}, (2.22b)
80, = O\, (2.22¢)
M= {sc=tAs|€e{0,1,...Ny— 1)}, (2.22d)
M ={sp=CAs|Ce{l,...,Ns—2}}, (2.22¢)
AN = NI\ M, (2.22f)

kde As je prostorovy krok podél kiivky Q. a Ax;, Axy jsou po fadé prostorové kroky ve sméru os xp,
x2. Déle Ny, Ny,, N predstavuji po fadé pocet uzlli na eulerovskych osdch x;, x, a lagrangeovské ose s.

V této praci budeme predpokladat stejnou vzdalenost mezi uzly na ose x; a x, tedy Ax; = Axp °Z" Ax.
Diéle zavedeme diskretizaci ¢asového intervalu stejnym zptsobem jako pro tlohu 1D Z.1.I)) vztahem

I={t;=iAt]|ie{0,1,...,N, — 1}}, (2.23)

kde At je Casovy krok a N; je poCet uzll na ose ¢.

- 0-0-06-0-0-0-0--0--0-0-0-0-0-9
! 1

® ¢ 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O
o o ° ° I¢ Oy

e o o o o ° ® Q.
® o o o o o \o :0 —Q,
® © ¢ 0 0 o o :0 0190,
® o ¢ 0o o o o ° :0 eloM

+ ®© © 6 06 06 06 06 0 0 0 0 o o :o

© 0 -0-0-0-0-0-0-06-06-0-0-0-0-0

Obrazek 2.2: Diskretizace oblasti €, a kfivky Q..
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2.2.2 Diskretizace diferencialnich vyrazu

Diferencidlni vyrazy z rovnice (L.19) nahradime nasledujicimi vztahy, viz [1]],

e Pro koncentraci c.(sg, ;) = ¢!

c,€:
i+1 i
Jc, Clc+[ —Cer
- R — 2.24
o (s¢, i) Y (2.24a)
dce Ut proue > 0
)= P ’ 2.24b
Ue aS (sf’ ) {Mc chgq.A]s Cel prO U, < 0’ ( )
& ce Cebrl — 2Cep + Cer-1
952 (s¢,) ~ NG ) (2.24¢)
(2.24d)

kde casova derivace je nahrazena zpétnou Casovou diferenci, prvni prostorovd derivace je nahrazena
upwindovou stabilizaci 1. fadu a druhd prostorova derivace je nahrazena prostorovou centralni diferenci
2.fdduafefl,...,N; -2}, ie{l,.., N, -2},

e Pro koncentraci ¢, (x jx, ;) = c

m,j,k:
ocp, Cf;,},k - Cfn, ik
E(xj,k, fi) = B vE— (2.25a)
(i) Cm,j+1k — ZZZ;k + Cm,j-1k N Cm,jk+1 — ZZzék + Cm,jk—1 ’ (2.25b)
(2.25¢)

kde Casové derivace je nahrazena zpétnou Casovou diferenci a druhd prostorova derivace je nahrazena
prostorovou centrdlni diferenci 2. fadu a j € {1, ..., Ny, =2}, k€ {1,..,N,, —2}ai e {l,..,N, - 2}.

Aplikaci rovnic (2.24)), na rovnice dostaneme za ptedpokladu u, > 0 nasledujici tvar
numerického schématu

ctl— ¢ c - c =2+t
X4 c,l c,l -1 c,l+1 X4 c,l—1 i
A + U, xS = D, A + g’c’[, (2.26a)
Conjk ™ Cmjk b otk ™ 2mjk F etk ket = Zom ikt ket ;
At o Ax? " Ax? Ik
(2.26b)
kde je{l,...Ny, =2}, ke{l,...Ny, =2}, €€{l,...Ng—2}aie{l,...,N,—2}.
2.2.3 Zdrojové cleny
Integraly zformulované v rovnici (I.24)) aproximujeme podle [[11]] vztahy
Ny-1
cf(x, fH = f ce(s,1) 0 (x — X(5))ds = Z ce(se, 1) Y(x — X(s¢))As Y(x,t) € Q,, X1,
M =0
(2.272)
Ny =1 Nyy—1
ck(s,1) = f @D 6(X($) = x)dx ~ D" > en(xjp 1) WX(s) = xj0)Ax  V(s,1) € M.
Q -
‘m ]:0 k=0
(2.27b)
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2.2.4 Numericka stabilita

Stejné jako v kapitole (2.1.4) se budeme zabyvat numerickou stabilitou schématu (2.26). V pifpadé
advekeéné-difuzniho schématu pro cévni prostfedi budeme kldst poZadavek na volbu Casové kroku jako

v rovnici (2.18), a to nasledujici
1
At = Co—ro, (2.28)
As? * As

kde At. je volba ¢asového kroku ddna cévnim prostiedim a v ryze difuznim mimocévnim prostiedim

budeme uvaZovat
At = C Ax? (2.29)
"D, ’

coZ je analogie (2.28) s nulovou rychlosti. Z téchto dvou voleb ¢asovych krokd At a At,, definujeme
Casovy krok pro celou dlohu nésledovné

At = Cmin{At,, Aty,}, (2.30)

kde C < 1 je difve zminéné Courantovo ¢islo a v této ¢asti volime C = 0.5.
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Kapitola 3

Vysledky

V této kapitole rozebereme vysledky numerickych feseni tiloh 1D a 2D metodou kone¢nych diferenci
popsanou v kapitole 2] V prvni ¢ésti ovéfime konvergenci numerické metody v 1D a ndsledné budeme
vyhodnocovat zdvislost koncentrace c¢,, a celkového mnozstvi latky v mimocévnim prostiedi €2, na volbé
sité¢ a na volbé aproximace Diracovy delta funkce. Poté se zaméfime na jednu vybranou aproximaci
Diracovy delta funkce ¢ a jednu volbu poctu uzli N, na kiivce Q,,.

V druhé ¢4sti se zaméfime na dvourozmérnou dlohu 2D, ve které budeme porovnévat vliv volby
prostorového kroku v oblasti €, a na kiivce Q. s riznymi spojitymi aproximacemi Diracovy delta funkce

na celkové mnozZstvi latky v Q. a Q,,.

3.1 Porovnani numerického a analytického reseni v 1D

V této sekci se budeme zabyvat konvergenci numerického schématu tlohy 1D pro pfipad €isté difuzni
ulohy (bez advekce), a poté na advekcné-difuznim schématu s prevazujici advekci. Necht' transportn{
rovnice pro ¢, = ¢, (x, t) s konstantnimi koeficienty D,, a u,, ma tvar

oc, ocy, &%
o max T Mo G-
kdet € I a x € Q,,. Rovnice (3.1) ma analytické feseni ¢ (viz [5]) dané vztahem
1 (x — upt — xo)z] R R
(an) _ m
c(x,t) = exp|l-————— Y(x, 1) € Qp X1, 3.2
(0 = —== p[ D) (x,0) € Oy (3.2)

kde xy a #p jsou volné parametry urcujici prostorovy a ¢asovy posun feSeni. Pomoci analytického fe-
Seni (3.2) jsme schopni urcit experimentdlni fad konvergence EOC, (viz (2.1.5)) uvaZované metody
konec¢nych diferenci.

V podsekcich a si za poCatecni podminku zvolime analytické feseni ¢? a budeme
zkoumat vliv diskretizace metodou kone¢nych diferenci na pfesnost feseni rovnice (3.1). Nésledné vy-

s M2

hodnotime experimentéln{ fadd konvergence. V obou sekcich ilustrujeme ¢asovy pribéh v grafech.

3.1.1 Cisté difuzni tiloha

Cilem této ¢4sti bude provérfit konvergenci metody na Cisté difuzni tloze. Konvergenci této metody
vyhodnotime v tabulce 3.1] pro p = 2 a ilustrujeme na obrdzku NiZe specifikujeme nastaveni této
tlohy, kde pocatecni podminkou bude analytické feseni s nulovou advekci. Na okrajich usecky €,
také predepiSeme analytické feSeni jako Dirichletovu okrajovou podminku (T.16D)).
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Uloha 1: Cisté difuzni dloha

Uvazujme Cisté difuzni dlohu (2.4), tedy necht’ u,, = 0. Necht' nastaven{ dlohy je ndsledovné:

L=1, e xo=0.5,

T =35,
[ ) to:—l’

N, € {10, 50, 100},
D,, = 0.0025, o gn(x,)=0 Y(x,)eQ,x1,

s pocétecni a okrajovymi podminkami:

cMi(x,0) = ¢““(x, 0) Vx € Q,,
em(0, 1) = (0, 1) Veel,
cm(L, 1) = V(L 1) Viel.

Na obrazku porovnévérne koncentraci ¢, na tfech rdznych sitich (N, = 10, N, = 50, N,, = 100)
s analytickym feSenim ¢“?. Mtzeme zde vidét, Ze pfi nejhrubsi volbé sité (modrd kiivka) se numerické
feSeni koncentrace c,, v oblasti €2, znacné odliSuje od analytického feseni (¢ernd kfivka), ale pro sit’ 0 50
uzlech a vice se vizudlné tato dvé feseni nelisi. V tabulce milZzeme vycist experimentaln{ fad kon-
vergence, ktery je fadu 2. Tabulku jsme vyhodnocovali pro vice nastaveni pocCtu uzll nez je vyobrazeno
na obrazku a to z divodu ilustrovani EOC na jemnéjSich sitich.

0.4
03 o
T N =10
- — =N, =50
E 0.2 v
— — N, =100

Obrazek 3.1: Srovnani numerickych feSeni 1’110hy pro pocet uzli 10, 50 a 100 v Case ¢ = 5 s analytickym
feSenim ¢?( -, 5). Hodnoty EOC jsou vyobrazeny v tabulce
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Ny E, EOC,

N, E; EOC, 1000 6.032-1072

10 6.036- 1072 2000 4.705-1072 0.358
50 1.058-1073 2.386 4000 3.493-107%2 0.430
100 2.563-107* 2.016 8000 2.378-1072 0.555
500 1.010-1075 2.000 16000 1.468-1072 0.696
1000 2.514-107% 2.000 32000 8.347-107% 0.814
5000 1.004-1077 2.000 64000 4.449-1073 0.896

Tabulka 3.1: Velikost chyby a EOC pro Cisté di- Tabulka 3.2: Velikost chyby a EOC pro advek¢né-
fuzni dlohu E} difuzni Glohu E}

3.1.2 Advekcéné-difuzni aloha

Nyni budeme uvazovat advekéné-difuzni tilohu s vyrazné prevladajici advekei. Cilem této tilohy bude
ovértit, zda numerické feSeni konverguje k analytickému feSeni a urcit experimentdlni fdd konvergence.
Stejné jako v podsekci (3.1.T) budeme uvaZovat téméf totoZné nastaveni s tim rozdilem, Ze v tomto pii-
padé ptidame advekCni Clen. Z tohoto diivodu bude nutné ilustrovat konvergenci této metody na mnohem

vev s

jemnéjsich sitich.

Uloha 2: Advekéné-difuzni dloha

Uvazujme advekéné-difuzni dlohu (2.4) s ndsledujicim nastavenim:
o T =2, o Uy, =2,
o L =10, e x9=0.5,
e N, =2/-1000 proje{0,1,2,3,4,5,6}, o tog=—1,

e D,, = 0.0025, o gn(x,0) =0 V(x,0) € Q,x1,

s pocatecni a okrajovymi podminkami:

cMi(x,0) = ¢“(x, 0) Vx e Q,,
em(0, 1) = (0, 1) Viel,
em(L, 1) = (L, 1) Viel.

Z tabulky Ize vycist, Ze kvili pfidanému advekénimu Clenu se experimentalni fad konvergence
vyrazné zmendSil, napiiklad pro sit' o 64000 uzlech se dostdvame k hodnoté cca 0.9. Na nésledujicim
obrazku |3.2[je zndzornéno 8 grafii, kde prvni graf ilustruje nastaveni po¢ate¢ni podminky v podobé ana-
lytického feSeni a zbylé grafy demonstruji vyvoj koncentrace c,, ve findlnim Case ¢ = 2 pro rizny
pocCet uzll v oblasti €Q,,. Je mozné pozorovat, Ze pii zvySujicim se poCtu uzli se numerické feseni pribli-
Zuje k analytickému. Vizudlné se zd4, Ze pro volbu N, = 64000 se tato dvé feSeni vyrazné nelisi, ale jak
jiz bylo zminéno, tak hodnota EOC je vice jak dvakrat mensi neZ pro ryze difuzni dlohu.
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Obrazek 3.2: Numerické feSeni ulohy [2| v ¢ase ¢t = 2. Na grafu 3.4a) je zobrazena pocate¢ni podminka

v Case t =

0 a ostatni grafy zobrazuji feSeni ve findlnim Case ¢ =

Hodnoty EOC pro toto nastavent jsou vyobrazeny v tabulce [3.2]
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3.2 Casovy prubéh koncentrace v mimocévnim prostiedi v 1D

V této sekci budeme zkoumat Casovy pribéh koncentrace c,, v oblasti €, pro rtizné aproximace Di-
racovy delta funkce ¢ na riznych sitich. Nasledn¢ vyhodnotime nejlépe vyhovujici aproximaci Diracovy
delta funkce ¢ a zvolime si pevnou sit’.

Dile definujeme celkové mnozstvi latky M,, v oblasti Q,, v ¢ase ¢ € [ vztahem

NeZ o (x;, 1) + cm(Xip1, 1)
M, (t) = f en(x, dx ~ Z m7i M7 DAy, (3.3)
Qn i=0 2

3.2.1 Porovnani spojitych aproximaci Diracovy delta funkce

Nyni budeme uvaZovat &tyfi rizné aproximace Diracovy delta funkce pro c£ v definované
vztahy (1.12)). Tyto aproximace budeme vyhodnocovat na riiznych prostorovych krocich Ax pro koncen-
traci ¢,, a celkové mnozstvi KL M,, v oblasti 2, v Case.

Na nésledujici dloze [3|demonstrujeme rozdil mezi aproximacemi Yy, 3, Y, a Yap. Cilem této dlohy
je ukézat, jak se tyto aproximace projevi na koncentraci c,, a celkové mnozstvi latky M,,.

Uloha 3: Porovnani Diracovych delta funkci

Uvazujme advekéné-difuzni dlohu (2.4) s nasledujicim nastavenim:

e T =10, o u, =025,
o L=1, e K. =05,

e N, €{10,50, 100}, o1, =5,

e D,, = 0.0025, e X=05,

o gu(x,1) = cL(x,1) V(x,1) € Oy x I,

cc(t) = exp [—Kc(t — tc)z] Vi e, viz ,

s pocatecni a okrajovymi podminkami:

cMi(x,0) = 0 Vx € Qu,
cn(0,0) = cu(L, 1) (periodicka podminka) Vel

V této dloze predpokladame, Ze v Case t = 0 se v oblasti Q,, nenachdzi Zddnd KL. V Case r = 5
do oblasti Q,, pfichdzi KL ve své maximdlni hodnotg€. Na okrajich ptfedpokldddme periodické podminky.
Toto nastaveni 1ze vidét na obrazku 3.3] kde zkouméme tfi nastaveni sité s po¢tem uzli 10, 50 a 100 a étyfi
riizné volby aproximace pravé strany g. Na levé stran€ je vyobrazen priibéh koncentrace c;, v oblasti Q,,
a na pravé strané pribéh mnozstvi litky M,, v Case. Dole na tomto obrazku je pfiloZen graf pribéhu
koncentrace ¢, v Case, ktera je vstiiknuta do oblasti €2, v bodé Q. umisténém v x = 0.5.

Pri porovnavani téchto grafii 1ze vidét, Ze pii diskrétni volbé sité (N, = 10) se aproximace ¥, Y3, W4,
vyrazné nelisi, zatimco aproximace 4, dava mirné vys$si hodnoty koncentrace. Pfi zvétSeni poctu uzli
sité se Y4, zaCind pribliZovat k ostatnim a pfi volbé N, = 100 uZz vSechny aproximace splyvaji, a proto
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pro dalsi zkoumani bude pro nés dostacujici sit' o 100 uzlech. Jelikoz pfi této volbé sité ddvaji vSechny

s ¥ 2

aproximace podobné vysledky, budeme v dalsi ¢asti kapitoly pouZzivat vyhradné aproximaci 4.

a) N, =10
T I

zdroj

0.4 0.6 .
-] t[-]
1r — T T T ]
o T
Yy 3 —— —— 1y ‘ %05} {
S F .
0’ L\ [

L 1 L L ]

0 10 20 30 40 50
t[-]

Obrazek 3.3: Numericka feSeni tdlohy [3| pro rtizné spojité aproximace Diracovy delta funkce. Grafy

na levé strané zobrazuji vyvoj koncentrace c,, v oblasti Q,, v ¢ase t = 10 a grafy napravo ukazuji ¢asovy
pribéh celkového mnozstvi KL v Q,, v Case.
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Obrazek 3.4: Porovnani celkového mnozstvi latky M, v Case t = 10 v oblasti €, pro rizné aproximace
Diracovy delta funkce v zdvislosti na prostorovém kroku Ax s celkovym mnoZstvim latky M, vstiiknutém
do této oblasti skrz bod Q...

Z obrazku [3.4] vidime, Ze se zmenSujici se volbou prostorového kroku hodnoty M,, pro viechny
aproximace Diracovy delta funkce konverguji k celkovému mnoZstvi vstiiknuté KL v daném Case ¢ € 1,
které ozn. M, a definujeme vztahem

!
M.(1) = f c.(T)dr. 3.4
0

Dile na obrazku [3.4 miZzeme vid&t, Ze pfi vy3§i volb& prostorového kroku se i, lehce 1isf od ostatnich,

sV

ale pro niZ$i hodnoty Ax se aproximace Diracovy delta funkce od sebe pfili§ nelisi.
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3.2.2 Cisté difuzni tloha

V této Casti rozebereme Cisté difuzni ulohu, ve které se do oblasti €, vstiikne KL v bodé Q. s ma-
ximdln{ hodnotou v Case ¢ = 5. Budeme piedpokladat, ze KL do této oblasti pfitece, a pak v ni zlstane.
Opét nejdiive zavedeme nastaveni dlohy, kde budeme uvazovat periodické okrajové podminky a nulovou
pocatecni koncentraci v oblasti €2,,,.

Uloha 4: Cisté difuzni dloha

Uvazujme difuzni dlohu (Z.4) s nasledujicim nastavenim:

o T =50, e K. =0.5,

e L =10, .« =5

e N, =100,

e D, =03, * X=5

o u, =0, e Aproximace Diracovy delta funkce: yr,,
o gu(x,0) = cE(x, 1) V(x,0) € Qp x 1,

o c.(t) =exp [—Kc(t - tc)z] Yt e 1, viz ,

s pocatecni a okrajovymi podminkami:

cMi(x,0) = 0 Vx € Qu,
cn(0,0) = cu(L, 1) (periodicka podminka) Vel

Toto nastaveni je zndzornéno na obrazku kde modfe je vyobrazen pribéh koncentrace ¢, v ob-
lasti Q,, v riiznych Casech, Cervena tecka znazoriuje €, tj. v jakém bod¢ je vpousténa KL, a na spodnim
grafu je znazornén priibéh koncentrace ¢, v Case.

V Case vpusténi KL se v oblasti €, vyrazné zvétsi hodnota koncentrace c,, a nasledné vlivem difuze
se koncentrace c,, v oblasti €, rozprostird do vSech stran, az v Case t = 50 se ustdli na hodnoté okolo
0.25.
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Obrazek 3.5: Numerické feSeni ulohy @V riznych ¢asech. Prvni graf vlevo zobrazuje pocatecni podminku
v Case t = 0 a zbylé grafy zobrazuji vyvoj koncentrace c,, v oblasti €,.
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3.2.3 Advekc¢né-difuzni dloha

Cilem této Casti bude prozkoumat vyvoj koncentrace c, v oblasti €, za pfitomnosti difuzniho i
advekcniho Clenu. Opét bude do oblasti vstiiknuta KL, kterd bude ndsledné odnédSena advekénim ¢lenem
smérem doprava a difuzni Clen ji bude rozlévat do stran. V této tloze jsou formalné voleny periodické
okrajové podminky, které nebudou hrat zadnou roli. Na pocatku budeme mit opét oblast Q,, s nulovou
koncentraci c¢,,, do které pritece jiZ zminéna KL a ta ndsledné v této oblasti ziistane. Pfesné nastaveni
této tlohy (ozn. dloha[3)) je popsdno niZe.

Uloha 5: Advekéné-difuzni dloha

Uvazujme advekcné-difuzni dlohu (2.4)) s nasledujicim nastavenim:

o T =50, o K. =0.5,

e L =280, .1 =5

e N, =100,

e D, = 0.0015, * X=15

o u, =1, e Aproximace Diracovy delta funkce: yr,
o gu(x,0) = cE(x,1) Y(x,1) € QX 1,

o c.(t) =exp [—Kc(t — tc)z] Yiel, viz ,

s pocatecni a okrajovymi podminkami:

¢M(x,0) = 0 Vx e Q,,
cn(0,1) = cu(L, 1) (periodicka podminka) Vel

Na obrazku [3.6|je vyobrazen modrou barvou prib&h koncentrace ¢, v oblasti Q,, v riznych ¢asech.
Prvni graf ukazuje, Ze na pocatku je v oblasti nulové koncentrace a ndsledné je do této oblasti bodem Q.
umisténym v x = 15 vpousténa KL s maximdlni hodnotou v Case ¢t = 5, jejiZ pribeh 1ze vidét na spodnim
grafu. Lze vypozorovat, Ze vstifknutd KL je unaSena v kladném sméru osy x a pritom difunduje do okoli.
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Obrazek 3.6: Numerické feSeni ulohy V riznych Casech. Prvni graf vlevo zobrazuje poc¢ateéni podminku
v Case t = 0 a zbylé grafy zobrazuji vyvoj koncentrace c,, v oblasti €,.

32



3.2.4 Rezervoar

V této Casti budeme zkoumat situaci (ozn. tloha [6)), kterd pfipomind rezervoar (vyZivovany myo-
kard). Budeme uvaZovat oblast Q,,, do které pritece KL v bod¢ €. s koncentraci c., ndsledné se vlivem
difuzniho ¢lenu bude §ifit v této oblasti a nakonec tato KL odtece opét skrz bod Q. pomoci vztahu (I.6).
Aneb na pocatku budeme predpokladat, Ze se v oblasti €, nenachazi Zadna latka, poté do této oblasti
pfijde pomoci funkce g KL a ta se zacne rozsifovat po celé oblasti. DileZitou veli¢inou je koeficient
prestupu k, ktery udava, jak rychle KL pfestupuje mezi Q. a €,,. Periodické podminky jsou tu zvoleny
proto, aby KL z oblasti €, neodtekla.

Uloha 6: Rezervoar

Uvazujme difuzni dlohu (2.4) s nasledujicim nastavenim:

e T =10, ® u, =0,

e ke{0.5,0.75,2}, e K. =0.5,

o =1, o f.=15,

e N, = 100, e X=0.5,

e D, =0.003, e Aproximace Diracovy delta funkce: yr,,
o gn(x. 1) = k(cE(x.1) = cu(x.1)) V(x, 1) € O X 1,

o co(t) = exp [ K.(t - 1.)?] Vi e I, viz (1.14),

s pocatecni a okrajovymi podminkami:

cMi(x,0) = 0 Vx e Q,,
cm(0,1) = c(L, 1) (periodickd podminka) Veel.

Na obrazku |3.7|jsou vykresleny grafy, které znazoriuji asovy priibéh koncentrace ¢, (modrou bar-
vou) v oblasti Q,, v riznych Casech a opét Cervenou teckou je vyobrazeno misto vpusténi KL. V Case
¢t = 5 hodnota vpousténé koncentrace KL dosahuje svého maxima.
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Obrazek 3.7: Numerické feSeni ulohy |§I v Case ¢t = 10. Prvni graf vlevo zobrazuje pocatecni podminku
v Case t = 0 a zbylé grafy zobrazuji vyvoj koncentrace c,, v oblasti €,.
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Obrazek 3.8: Porovnani celkového mnozstvi latky v oblasti €, s celkovym mnozstvim KL vstiiknuté
do této oblasti skrz bod Q. pro rizné koeficienty prestupu k.

Jak jiz bylo zminéno vyse, dileZitou roli v této tloze hraje koeficient prestupu k. Na obrazku [3.8]je
vyobrazeno porovnani celkového mnoZstvi KL v oblasti Q,, v zdvislosti na Case pro rizné koeficienty
pfestupu k a ddle ervenou barvou je pro porovnani zobrazen Casovy priubéh koncentrace vpousténé KL.
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3.3 Casovy priabéh koncentrace ve 2D

V této sekci se budeme zabyvat typove stejnou tlohou tloze [f] s tim rozdilem, Ze budeme uvazovat
dvourozmérnou oblast Q,,, kterd bude ¢tvercového typu se stejnym poctem bodi na ose x| a xp. Dale
Q). bude predstavovat dsecku délky L., kterou umistime vodorovné s osou x; a ve vysSce xp = 58.5.
Poznamenejme, Ze uzly diskretizace €2, se nemusi nutné shodovat s uzly diskretizace oblasti Q,,,.

Uloha 7: Rezervoar ve 2D

Uvazujme 2D tlohu (2.26) s ndsledujicim nastavenim:
o T =400, o K.=0.5,

e k=0.0l, o 1. =20,

o L, =L, =100, L. = 100,

e N, = N,, € {50,100, 200},

N, € {50, 100, 200},

e D, =0.04, D. = 0.0025,
bl Mm = O’ g MC = 17

o Q= {X(s) = (X1(s5), X2(9)) : s € (0, Lc), X1(5) = 5Ly, , Xo(s5) = 58.5},

® gn(x,t) = k(cf(x, D) — cm(x, t)) Y(x,1) € Qm X i?

ge(s. 1) = k(ch(s. 1) = cc(s.1)) (s, 1) € Qe x 1,

s pocatecni a okrajovymi podminkami:

cif”(s, 0) = exp [—Kctf] Vs e Q. viz(L.14),
ce(0, 1) = exp|—Ke(t — 1)’ Vt € 1, viz(TI4),
ce(Le — 1,8) = co(Ley 1) Viel,

¢Mi(x,0) =0 Vx € Q,
cm(x1,0,8) = cm(x1, Ly,, 1) (periodickd podminka) Vx; €N (0, L),
cm(0,x2,1) = c(Ly,, X2, 1) (periodickd podminka) Vx, e'n (0, L),

cm(0,0,1) = cy(Ly,, Ly,, 1), (periodickd podminka)
cm(Ly,,0,8) = cp(0, Ly, , ). (periodicka podminka)

Dale definujeme celkové mnoZzstvi latky M, v oblasti Q. a M,, v oblasti Q,, (viz [[14]) v Case t € I
vztahy

N7 celsen ) + celsears )
M.(t) = f c(s.nds = ) CIGD T ERILD A (3.5)
M =0 2
Ny, =1 Ny, -1
M) = f enedxx Y wjrene (AR, (3.6)
Qn j=0 k=0
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kde pro definici vahové funkce w zavedeme pomocnou mnoZinu vrchold oblasti €, jako B = {x,
XO,N,y~1> XN, ~1,0s XN ~1,N,,~1}

1 y E Qm,
wy) =13 y € 90, \ B, (3.7)
}‘ yeBb.

V této tloze budeme nejdiive zkoumat ¢asovy prube€h celkového mnozstvi latky v cévé Q. a v mi-
mocévnim prostiedi ,, pro rizné diskretizace oblasti Q., Q,, a aproximace Diracovy delta funkce V.
Poté zobrazime Casovy vyvoj koncentrace c,, v oblasti Q,,. Na zavér porovname celkové mnoZstvi KL
v Q. a Q,, pro rizné koeficienty prestupu.

Na obrazku [3.9]1ze vidét, ze v Case r = 20 do oblasti Q. piichdzi nejvétsi mnozstvi KL, které ddle
pfestupuje do oblasti Q,,. Vidime, Ze ne veSkeré mnoZstvi KL se dostane z cévy do mimocévniho pro-
stfedi. Tento jev ovliviiuje koeficient pfestupu, ktery jsme zkoumali jiZ v dloze [f|na obrdzku 3.8|pro rizné
koeficienty pfestupu a ddle ho budeme zkoumat i pro tuto tlohu na obrdzku

Na obrézcich[3.9)a[3.10] pozorujeme, Ze se na vSech diskretizacich oblasti Q. a Q,, aproximace Dira-
covy delta funkce vyrazné nelisi. Z tohoto diivodu stejné jako v Casti si nyn{ zvolime jednu urcitou
aproximaci Diracovy delta funkce a jedno nastaveni diskretizace obou oblasti (4, a N,, = 100, Ny = 50).
S timto nastavenim budeme déle zkoumat ¢asovy vyvoj koncentrace v oblasti Q,,, ktery je zobrazen
na obrazku 3.1T1
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Obrazek 3.9: Numerické feSeni tlohy (7| pro rizné spojité aproximace Diracovy delta funkce a rtizna
nastaveni diskretizaci oblasti Q. a Q,,. Grafy zobrazuji ¢asovy pribéh celkového mnozstvi latky v Q.
v Case.

38



a) N,, =50, N, = 50 b) N,, = 50, N, = 100 ¢) N,, = 50, N, = 200

I T — 11 T T 1 T T
0.8 08t o8t ]
L06F 0.6 0.6 .
<041 04F 0.4+ .
0.2 .2 % 0.2 % a

0 ! | ! | ! | 0 ! | ! | ! | ! | ! | ! |

0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300
t[-] t[-] t[-]

d) N,, = 100, N, = 50 e) N,, =100, N, = 100 f) N,, = 100, N, = 200

T T T T T T T T T T T T T T T
0.8 08F 0.8F ]
1061 061 0.6 - 1
< 04F 04l 04F .
0.2 B 0.2 * 0.2 B ]

0 ! | ! | ! | 0 ! | ! | ! | O ! | ! | ! |

0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300
t[-] t[-] t[-]
g) N,, =200, N, =50 h) N,, = 200, N, = 100 i) N,, = 200, N, = 200

T T T T T T T T T T T T T T T
08 0.8 R 0.8 j
I 0.6 B 0.6 - 0.6 r ]
<041 04 1041 .
0.2 Q02 02 .

| L | L | ! | ! | 1 | L | L | L |

0 0 0
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300
t[-] t[-] t -]

Obrézek 3.10: Numerické feSeni dlohy Elpro rizné spojité aproximace i Diracovy delta funkce a rizna
nastaveni diskretizaci oblasti Q. a Q,,. Grafy zobrazuji ¢asovy pribéh mnozstvi latky v Case v €.
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Obrazek 3.11: Numerické feSeni tlohy (7| v riznych Casech. Prvni graf vlevo zobrazuje pocatecni na-

staveni koncentrace c,, v oblasti Q,, a zbylé grafy zobrazuji Casovy pribéh koncentrace ¢, v oblasti
Q.
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Na obrazku je zobrazeno celkové mnoZzstvi KL v oblasti Q,, s poctem uzli N,, = 200 (modrou
barvou) a ¢ervenou barvou je zndzornéno celkové mnozstvi KL v oblasti Q. s poctem uzli Ny = 200.
Lze vidét, Ze pii kK = 0.01 se KL dostdva z oblasti . do oblasti Q,, s mirnym zpozZdénim oproti veétsi
volbé k.
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Obrézek 3.12: Porovnéni celkového mnoZstvi KL v oblasti Q,, s celkovym mnoZstvim KL v oblasti Q.
pro rtizné koeficienty pfestupu k a pro nastaveni sité: Ny, = N; = 200.
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Zaver

Cilem této prace bylo matematické modelovani transportu a prestupu kontrastni latky (KL) skrz cévu
do mimocévniho prostfedi a naopak. V dvodu této prace jsme rozdélili tento problém na dvé ¢ésti: dlohy
1D a 2D. V tloze 1D jsme se zabyvali konvergenci numerického schématu zaloZzeného na metode ko-
necnych diferenci a dile jsme zkoumali ¢asovy vyvoj hmoty v prostfedi. V tloze 2D jsme se presunuli
o jednu dimenzi vy$ a opét jsme prozkoumali Casovy prubéh latky v oblasti.

V prvni kapitole jsme se zabyvali matematickymi rovnicemi proudéni tekutin v poréznim prostredi
a nasledné jsme zformulovali dlohy 1D a 2D. V druhé kapitole jsme zdiskretizovali vypocetni oblasti
a pouZivané diferencidlni vyrazy jsme nahradili kone¢nymi diferencemi. Déle jsme aproximovali Di-
racovu delta funkci a odvodili numerickou stabilitu numerického schématu pro piipad bez zdrojovych
Clent. Cely tento postup jsme zpracovali pro dlohy 1D a 2D. Na konci této kapitoly jsme zavedli expe-
rimentdln{ fad konvergence (EOC), ktery jsme pouzili v ndsledujici kapitole ke zkoumani konvergence
numerického feSeni.

V tieti kapitole jsme ovéfili konvergenci numerického schématu nejdiive na €isté difuzni dloze, a poté
na advekcné-difuzni tloze s prevladajici advekei. Vysledky konvergence metody jsme popsali pomoci
EOC. Zjistili jsme, Ze EOC pro Cisté difuzni dlohu je druhého fadu a pro advekéné-difuzni dlohu je po za-
okrouhleni fadu prvniho. Nésledné byly srovnany spojité aproximace Diracovy delta funkce na rtiznych
sitich, kde jsme zjistili, Ze od poctu 100 uzll se vSechny aproximace chovaji podobné, ale pii nizsi volbé
uzld davala aproximace Y4, vyrazné jiné vysledky nez ostatni aproximace. Dale jsme prozkoumali tlohu
rezervodru reprezentujiciho vyZivovany myokard, kde jsme zkoumali, jak l4tka pfitékd a odték4 z oblasti
pro ruzné hodnoty koeficientu pfestupu.

V dalS{ ¢asti tieti kapitoly jsme se zabyvali dlohou 2D, kde jsme zkoumali vyvoj celkového mnoZstvi
KL v cévé a mimocévnim prostiedi pro rizné aproximace Diracovy delta funkce a rizné diskretizace
téchto oblasti. Nakonec jsme zobrazili asovy vyvoj koncentrace v mimocévnim prostiedi.

V budoucnu se zaméfime na napojeni vice cév na sebe a budeme zkoumat transport KL z cévy
do cévy a zaroven prestup KL do mimocévniho prostredi.
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