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Abstrakt: Tato prace se zabyvad matematickym modelovdnim proudéni nestlacitelné newtonovské teku-
tiny se zaméfenim na modelovani proudéni krve v cévach. Hlavnim cilem je implementace metody in-
tegrace tenzoru napéti pro vypocet sily ve dvourozmérném modelu a implementace rtiznych okrajovych
podminek pro télesa se zaktfivenou hranici. Jsou predstaveny matematické modely proudéni nestlacitelné
newtonovské a nenewtonovské tekutiny vhodné pro modelovani proudéni krve. K feSeni matematického
modelu je zvolena mfizkova Boltzmannova metoda, kterd je stru¢né popsana. Praktickd ¢4st demonstruje
vysledky numerickych simulaci provadénych na testovaci tloze, které jsou porovnany s referencnimi
hodnotami dostupnymi z literatury. Dédle je demonstrovdn implementovany modul slouZici k diskreti-
zaci kiivek a ndslednému generovani riznych geometrii. Implementace metody integrace tenzoru napéti

a okrajovych podminek byla tspés$nd, ziskané vysledky odpovidaji referenénim hodnotdm.

Klicovd slova: interpolacni okrajové podminky, modelovani proudéni krve, miizkova Boltzmannova me-
toda, odporovy koeficient, tenzor napéti, vztlakovy koeficient

Title:

Mathematical modeling of blood flow through vessels

Author: Jan Bure$

Abstract: This thesis deals with mathematical modeling of Newtonian incompressible fluid with focus on
modeling of blood flow through vessels. The main goal is to implement force computation using stress
integration method for 2D model and to implement various boundary conditions suitable for objects
with curved boundary. The mathematical model of both Newtonian incompressible and non-Newtonian
fluid is presented. The reader is introduced to the lattice Boltzmann method, which is later employed to
solve the mathematical model. In the following part of the thesis the results of numerical simulations
on a benchmark problem are presented and compared with the reference values from literature. The im-
plemented module used to discretize curves and to generate different geometries is presented in the last
part. The implementation of the stress integration method was successful, the obtained results are in
accordance with the reference values.
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Uvod

Tato bakaléiskd prace se zabyva matematickym modelovinim proudéni tekutin se zaméfenim na mo-
delovani proudéni krve v cévach. Schopnost modelovat a analyzovat proudéni krve v cévach miize byt
klicova zejména v oblasti klinické mediciny, kde informace ziskané z matematického modelu mohou
asistovat lékarim pfi planovéni a provadeéni zdravotnich vykonli. Matematické modelovani predstavuje
zpusob, jak studovat komplexni biologické procesy v riznych fyziologickych stavech a jak nasledné zis-
kat informace, které by mnohdy bylo obtizné ziskat pouze na zdkladé€ redlnych dat. Lze ho tak v mnoha
ohledech povazovat za efektivni zpisob, diky kterému lze napiiklad sledovat charakteristiky, které po-
moci testovani in vivo (v Zivém organismu) méfit nelze [1].

Jednim z konkrétnich prikladd, kde modelovani proudéni krve miiZe najit své uplatnéni, je tzv. Gplné
kavopulmondlni spojeni (anglicky total cavopulmonary connection, dale jen TCPC). TCPC se provadi
u déti, u nichz je diagnostikovana tzv. funkéné jedind komora, tj. u pacientil se zdvaznou vrozenou srde¢ni
vadou, kvuli které je jejich srdce schopno efektivné vyuZit pouze jednu funkéni komoru, a u nichz nelze
chirurgicky zajistit fungujici dvoukomorovou cirkulaci [2]. Jednd se o operaci, pfi které je horni duta
Zila (vena cava superior, ozn. d na obr. 1) chirurgicky napojena na plicnici. Také dolni duta Zila (vena
cava inferior, ozn. b na obr. 1) je napojena piimo na plicnici (arteria pulmonalis, ozn. a na obr. 1)
a to zpravidla pomoci tzv. extrakardidlniho konduitu (ozn. ¢ na obr. 1), neboli mimosrdecniho kandlu,
vytvofeného z cévni protézy [1, 3].

TCPC umoziuje vytvorit funkéni obéh krve, vznikly systém cirkulace je vSak specificky a je cit-
livy na vicero faktorti, které neZddoucim zplsobem pfispivaji ke ztraté energie v systému. To postupné
vede k celkovému selhdni systému. Jednd se zejména o vlivy turbulentniho proudéni a kolize proudd,
ke kterym dochazi naptiklad ve vyusténi horni a dolni duté Zily do plicnice. Pravé problematika opti-
malniho napojeni extrakardidlniho konduitu za d¢elem minimalizace ztraty energie, ale i ostatni zminéné
faktory, mezi néz patii naptiklad i interakce tekutiny se sténou, mohou byt predmétem matematického
modelovani [2, 4, 5].

TCPC je jen jednim konkrétnim prikladem, ktery miiZe byt podrobnéji zkoumdn, stejné techniky 1ze
vSak uplatnit v mnoha jinych problémech, naptiklad pfi zkoumadni tzv. Fallotovy tetralogie ¢i v jinych
piipadech, kdy je néjakym zpiisobem narusena cirkulace krve [6].

Struktura préce je ndsledujici. Prvni kapitola se zabyv4 matematickym modelem proudéni tekutin.
Druh4 kapitola se vénuje pouZitému numerickému modelu zaloZzeném na miiZkové Boltzmannové me-
todé (anglicky lattice Boltzmann method, déle jen LBM). Posledni kapitola predstavuje vysledky pro-
vedenych numerickych simulaci. Nejprve je testovana zdkladni implementace metody integrace tenzoru
napéti (anglicky stress integration) pro vypocet sily na dloze uvedené v [7]. Déle jsou testovany rdzné
metody lokdlniho vypoctu tenzoru napéti prevzaté z [8], [9] a [10]. Poté je zkouman vliv pouZiti riznych
okrajovych podminek na hranici obtékaného télesa se zakfivenou geometrii. Ddle je demonstrovano a tes-
tovdno nahrazeni obtékaného télesa se zakiivenou hranici pomoci télesa se zjednodusenou, po ¢dstech
linearni hranici. Na zavér jsou v modelové uloze vyuZity implementované metody a je prfedstaven smér,
kterym se bude ubirat dalsi vyzkum.
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a ... plicnice

b ... dolni duté zila

¢ ... extrakardidlni konduit

d ... horni duta zila

Obrazek 1: Schéma tplného kavopulmonélniho spojeni. ZvétSend ¢ast zobrazuje misto napojeni mimosr-
decniho kanalu.

K teSeni uloh byla vyuZzita metoda LBM implementovand v kédu, ktery je vyvijeny na katedfe mate-
matiky FJFI CVUT v Praze. Dle potieb této price byl kéd upraven. Vyhodou LBM je moZnost masivni
paralelizace na GPU (grafickych procesorech), diky cemuZ vypocty trvaji fadove krats$i dobu, nez u stan-
dardnich numerickych metod vyuZivanych k modelovani proudéni tekutin. Motivaci pro vyuZiti LBM
v medicing tedy miZe byt pravé vypocetni rychlost této numerické metody, diky niZ by se v budoucnu

mohla rychlost vypoctl idealné bliZit az k Castim zpracovani klinickych dat v praxi pii vySetieni.
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Kapitola 1

Matematicky model cévniho proudéni

V této kapitole popiSeme zakladni vztahy tykajici se dynamiky kontinua, které jsou relevantni pro
tuto prici. Pfedstavime rovnice popisujici proudéni ve volném prostfedi. Déle popiSeme klasifikaci te-
kutin, zejména pak rozdil mezi newtonovskou a nenewtonovskou tekutinou. Na zavér demonstrujeme
priklady modeld, jez 1ze pouZit k popisu proudéni krve.

1.1 Rovnice proudéni tekutin

Na tekutinu budeme nyni pohliZet jako na tzv. kontinuum, tedy ji budeme povaZovat za dokonale
spojitou. Rovnice popisujici dynamiku kontinua vychazi ze zakont zdchovani hmoty, hybnosti a energie.
Dile jsou tyto rovnice spjaty s vlastnostmi zkoumaného prostiedi.

Predpoklddame, Ze zkoumany systém je izotermalni. Makroskopicky popis dynamiky tekutin pak lze
vyjadrit pomoci soustavy parcialnich diferencidlnich rovnic ve tvaru

PV =0, (1.1a)
8(§tu)+V-(pu®u)=V-T+pg, (1.1b)

kde ® je vnéjsi soucin, ktery po slozkach definujeme jako (# ® u);; = wu;, i,j € {1,2,3}. VSechny
veliCiny v soustavé parcidlnich diferencidlnich rovnic (1.1) jsou obecné funkcemi Casu ¢ [s] a polohy
x [m]. Dalsi veli¢iny v (1.1) znaci postupné

p [kgm™] hustotu tekutiny,
u[ms!'] vektor makroskopické rychlosti,
T [kgm™!s72] Uplny tenzor napéti.

Jednou z dalSich ddleZitych veliin je tlak p [Pa], ktery za dodate¢ného predpokladu konstantni
teploty v systému miiZzeme dle [11] vyjadfit jako

p=cip (1.2)

kde ¢, [ms~!] znacf rychlost zvuku v dané tekuting.
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1.2 Tenzor napéti

Pro rozliSeni mezi newtonovskou a nenewtonovskou tekutinou je ddleZity pojem tenzoru napéti.

Zavedeme nejdfive dynamicky tenzor napéti T, = (0/;) [kg m~'s72], kde i, j € {1,2,3}. Pomoci T,
muZeme po slozkdch popsat plisobeni viskéznich sil F, na hranici objemu 0Q vztahem
3
Fui= f(T,,n),-dS = on-i’;nde, ie{l,2,3}, (1.3)
90 g =1

kde n znaCi normalovy vektor povrchu. Podoba T, zédvisi obecné pouze na vlastnostech konkrétni teku-
tiny.

Do pisobeni dynamickému tenzoru napéti miZzeme zahrnout i tlak p, diky cemuz miZeme zavest
uplny tenzor napéti vztahem

T=-pl+T,, (14)

kde I je jednotkovy tenzor [12].
Tlakovou silu F, piisobici na hranici dQ miZeme po slozkdch vyjadfit vztahem

Fp,i:—fpnidS, i€{l1,2,3}, (1.5)
0Q

kde n opét znaci normdlovy vektor povrchu. Spojime-li (1.5) se vztahy (1.3) a (1.4), miizeme celkovou
silu F = F,, + F, plisobici na hranici vyjadfit po sloZkdch pomoci tplného tenzoru napéti vztahem

Fi= f(Tn)idS, i€f{l,2,3}. (1.6)
0Q

1.3 Klasifikace tekutin

Newtonovské tekutiny

Jak jiZ bylo zminéno vySe, dynamicky tenzor napéti se odviji pouze od vlastnosti zkoumanych te-
kutin, které pak miZeme rozliSovat pravé dle tvaru T,. Mnoho béZnych tekutin (napf. voda, vzduch,
glycerol) Ize povazovat za newtonovské tekutiny. Pro takové tekutiny plati, Ze sloZky dynamického ten-
zoru napéti jsou linearné zavislé na prostorovych derivacich rychlosti. Konkrétné plati vztahy

ou; .
a;;:/lv-u+2ua—x;, i€{1,2,3}, (1.7a)
u;  Ou;
K=oli=p|—+—|, i,je{l,2.3}i#] 1.7b
Tij = i ’u(axj Bxi) hiel hi# (170)

kde  [kgm~!s~!] oznaduje dynamickou viskozitu, # [m s~!] makroskopickou rychlost, A [kgm™!s7!]
je tzv. druhy viskézni koeficient a x [m] je vektor polohy [12]. Pro newtonovské tekutiny je T, zjevné
symetricky tenzor. Zavedeme-li

D= %[Vu + (Vu)T], (1.8)
13



I1ze dynamicky tenzor napéti ekvivalentné prepsat do tvaru

2
T, =2uD + (/l+ g,u) V-u)l. (1.9)
S pouZitim tzv. Stokesovy hypotézy [13], kterd tvrdi, Ze A = —%ﬂ, prejde vztah (1.9) do tvaru

T, = 2uD. (1.10)

Nenewtonovské tekutiny

V ramci této prace se omezime pouze na praci s newtonovskou tekutinou, nicméné krev mize v ur-
Citych pripadech vykazovat i nenewtonovské chovani, proto zde pro Uplnost kratce popiSeme i nenewto-
novské tekutiny.

UZ bylo zminéno, Ze slozky dynamického tenzoru napéti newtonovské tekutiny jsou linedrné zavislé
na prostorovych derivacich rychlosti. Pro nenewtonovské tekutiny pak plati, Ze slozky T, jsou obecné
nelinedrni funkce stavovych veliin.

Dtilezitou veli¢inou pro popis nenewtonovského (ale i newtonovského) chovani je smykova rychlost
(anglicky shear rate) y [s~'], ktera je definovana podle [12] jako

¥ = V2IID||, (1.11)

kde || - ||r znaci Frobeniovu maticovou normu definovanou pro obecnou matici A s rozméry m X n jako

NAllF = (1.12)

Zobecnéné newtonovské tekutiny a jejich modely

Zavadime ddle zobecnéné newtonovské tekutiny, mezi které miZeme velkou ¢ast nenewtonovskych
tekutin zafadit. Pro tuto tfidu tekutin plati vztah

T=1Y, (1.13)
kde 7 [kgm™! s72] zna&i smykové napéti a n = 1(3) je zdanliva viskozita, kterd je obecné nelinedrni

funkci  nebo i jinych veli¢in. Poznamenejme, Ze pro newtonovské tekutiny plati

1.4 Empirické modely proudéni krve

Kli¢ové pro matematicky model je pak spravné zvoleny vztah vypoctu i tak, aby v sobé zahrnoval
piipadné nenewtonovské chovani zkoumané tekutiny. Existuje mnoho empirickych modeld vyuzivanych
pro popis 7, za zminku pak stoji zejména Cassonliv a Carreativ-Yassuddv model [14]. Oba tyto modely
se vyuZivaji k popisu proudéni krve v nenewtonovském rezimu.

Cassondv model zavadi pro zdanlivou viskozitu vztah

1
ny) = ;[ko(c) +ki (O, (1.15)
14



kde ko(c) a k1(c) jsou funkce zavislé na tzv. hematokrytu c, neboli na poméru objemu cervenych krvi-
nek a celkového objemu krve. Nevyhodou Cassonova modelu je, Ze neni dobre definovany pro nulovou
smykovou rychlost, jelikoZ

lim 7(7) = +oo . (1.16)
F—0*

Naproti tomu Carreadv-Yassudiv model zavad{

n=1
a

n(¥) = Neo + (M0 = 10) [1 + (€7)] (1.17)

Parametry €,a,n jsou zde konstanty, které jsou urené empiricky. Dale pak plati lim;_on(y) = no,
limy 00 7(¥) = Neo, €0Z odpovida tomu, Ze pro vysoké, resp. nizk€é hodnoty smykové rychlosti se te-
kutina chova jako newtonovska s viskozitou 7., resp. 9. Parametry €, a, n pak ovliviiuji chovani modelu
mezi hrani¢nimi hodnotami viskozity [14].

Srovnéni obou modeld je zobrazeno na obr. 1.1.

T TTTTIm LRI T T v T T v

\ —— Carreau-Yasuda model (Abraham et al.) 7
L \ O Carreau-Yasuda LBM Viscosity 4

---- Casson model (Perktold et al.)
'x‘ x  Casson model LBM Viscosity

0.1 _
s~ X‘ 3
7 A
< ]
=W X
S \‘ -1
) - 4
ey
= \
1) %
© B i
Q
&
o -
- 0.01

lll]III

Loariinm I 4w | |

le-06 0.001 1 1000
-1
Shear rate (s )

Obrézek 1.1: Srovnani Cassonova a Carreaova-Yassudova modelu, pfevzato z [14].

1.5 Predpoklady modelu v této praci

V této kapitole jsme uvedli vztahy, které jsou sté€Zejni pro sestaveni matematického modelu proudéni
krve. Zdiraznéme, Ze v ramci této prace budeme predpoklddat dodatecné podminky, diky kterym se
systém rovnic (1.1) zjednodusi, a nebude tak nezbytné vyuzit v§echny vySe uvedené vztahy. Pfesto jsme
vSak vztahy uvedli pro tplnost, jelikoZ pfedmétem budouciho zkoumdani bude pravé i studium modelu za
jinych predpokladd, naptiklad za predpokladu nenewtonovské tekutiny.
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Konkrétné v rdmci nasi prace predpokladdme, Ze teplota uvazovaného systému je v case konstantni
(systém je izotermalni) a Ze na néj neplsobi vnéjsi sily. Navic o zkoumané tekutiné budeme predpokladat,
Ze je nestlacitelnd, newtonovska a s konstantni dynamickou viskozitou.

Celkem tedy systém predpokladame, Ze plati:

e O = konst. (izotermalni),

e g = 0 (bez vnéjsich sil),

p = konst. (nestlaCitelna tekutina),

e 0;; urCeno vztahy (1.7) (newtonovska tekutina),

i = konst. (konstantni dynamick4 viskozita).
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Kapitola 2

Numerické metody

V této kapitole nejdiive popiSeme miiZkovou Boltzmannovu metodu, cozZ je numerickd metoda vyu-

Zitd pro simulace v této praci. Druhd ¢ast kapitoly je kapitoly pak vénovana pozndmkam k implementaci
a popisu diskretizace krivek.

2.1 Mrizkova Boltzmannova metoda

Mrizkovéa Boltzmannova metoda (anglicky lattice Boltzmann method, dile jen LBM) je numericka
metoda slouZici k simulaci tekutin vyvinutd na konci dvacédtého stoleti. LBM narozdil od jinych metod
vyuziva tzv. mezoskopického popisu tekutiny, v kterém predpokldddme sloZeni tekutiny z jednotlivych
&astic, jez popisujeme pomoci jednoéasticovych distribuénich funkci hustoty f(x, &, 1) [kgs® m~°]. Jed-
nocésticova distribucni funkce uddva hustotu castic vyskytujicich se v okoli x, v Case ¢ a s mikrosko-
pickou rychlosti € [8]. Mezoskopicky popis Ize chapat jako mezistupent mezi makroskopickym popisem,
ktery nahliZi na tekutinu jako na celek, a mezi popisem mikroskopickym, v kterém je stav systému od-
vozen ze znalosti stavll vSech ¢astic v ném obsazenych.

Vyse uvedend distribuéni funkce f(x, £, f) splituje Boltzmannovu transportni rovnici

3

af =, 0f 1 af
E+;§la—m+Z;F,a—&—C(f), 2.1)

kde %F [ms~2] je vektor zrychleni piisobeni vnéjsich sil (uvazujeme stejnou hmotnost m [kg] pro
viechny Céstice systému) a C(f) [kg s> m~®] je kolizni operitor, ktery bude vice rozebran pozdgji v sekci
2.1.4. Boltzmannova transportni rovnice (2.1) predstavuje fyzikalni zdklad pro LBM.

Numerické schéma LBM mutzZeme odvodit pomoci diskretizace Boltzmannovy transportni rov-
nice (2.1). Diskretizace prostoru je provedena pomoci ekvidistantni miizky (anglicky lattice), tj. vSechny
sousedni uzly v mfiZce jsou od sebe vzdéileny o stejnou vzdalenost. Diskretizace prostoru rychlosti se
odviji od volby rychlostniho modelu, ktery oznacujeme DdQgq, kde d a g znaci dveé hlavni charakteristiky:

d - dimenzi uvaZzovaného prostoru,
q - pocet navzdjem rtiznych sméri, podél nichz se miize informace po mfiZce SiFit.

Kazdému z moznych smérti pohybu pak pfislusi diskrétni distribuéni funkce f;, i € {0,...,q — 1}. Pfi-
klady nékterych pouZivanych rychlostnich modeld v riznych dimenzich jsou k nahlédnuti na obr. 2.1.
V této praci budeme uvaZovat rychlostni model D2Q9.
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Obrazek 2.1: Priklady rychlostnich modelli pro jednu a dvé dimenze.

2.1.1 Bezrozmérné jednotky

Pro diskretizaci rovnice (2.1) je vyhodné prejit od fyzikdlnich jednotek k jednotkdm bezrozmérnym,
ve kterych nésledné probihaji simulace LBM. Jak jiZ bylo zminéno, k diskretizaci je vyuZita pravidelna
miizka, bezrozmérné jednotky proto v nasem piipadé budeme nazyvat miizkové jednotky (anglicky lat-
tice units). Postupné popiSeme konverzni vztahy mezi fyzikdlnimi a miiZkovymi jednotkami pro prosto-
rovy krok Al [m], ¢asovy krok At [s], slozky rychlosti u; [m s~1] a kinematickou viskozitu v [m?s~!].
Vsechny veli¢iny v mfiZkovych jednotkdch budeme déle znacit pravym hornim indexem L.

Zduraznéme, Ze fyzikalni principy jsou nezavislé na volbé soustavy jednotek. Pro konzistentni pre-
chod k bezrozmérnym jednotkdm je nutné dodrZet zdkon podobnosti pro dynamiku tekutin, viz [15]. Dle
néj jsou dva systémy ekvivalentni, je-li zachovéana velikost relevantnich bezrozmérnych veli¢in, mezi néz
patif napt. Reynoldsovo Cislo, které je definovano vztahem

loug A
Re= 22 -0 (2.2)
v tov

kde v je kinematickd viskozita a dale Iy [m], o [s] a up [ms™'] jsou po Fadé charakteristickd délka, cha-
18



rakteristicky Cas a charakteristicka rychlost. Hodnoty téchto veli¢in volime v souladu s danou fyzikaln{
ulohou. Jako [y nejcastéji volime rozmér vypocetni oblasti, ugy je pak typicky maximdlni ¢i primérnd
rychlost tekutiny v oblasti [8]. Pro 7 plati vztah

l
fo=—. (2.3)
uo
Konverzni vztahy pro Al" [~], respektive A" [—] maji ndsledujici podobu:
l
Al = AL, (2.4a)
lL
0
1
At = 2 Ar, (2.4b)
ly
Pro zjednodusen{ se ¢asto poklada AlX = Arl = 1, viz [8], poté vztahy (2.4) pejdou v
ol (2.52)
0 A ‘
11
ik = A—Ot, (2.5b)

coZ jsou prevodni vztahy, které jednoznacné urcuji charakteristickou délku a charakteristicky cas v LBM.
S vyuzitim vztahi (2.5) 1ze odvodit pfevodni vztah pro slozky rychlosti ve tvaru

Al
_ Al

ui = —uf, i€ (1,2.3), (2.6)

kde ulL znad{ slozky vektoru bezrozmérné rychlosti.
Z podminky zachovéni velikosti Re pfi pfechodu mezi soustavami v kombinaci s jiZ zmifiovanou
volbou AI" = At" = 1 pak plyne konverzni vztah pro v ve tvaru
2
v= %VL. 2.7)
Ze vztahu (2.7) mGZeme vidét, Ze pro danou sit’” s prostorovym krokem Al je Casovy krok At svazan
s hodnotou v’

V této kapitole budeme ddle pracovat vyhradné s veli¢inami v miiZkovych jednotkdch, upustime
tedy od rozliSovani pomoci specidlniho oznaceni a nebudeme pouzivat horni index L, ackoliv budeme
bezrozmérny popis uvazovat. Pokud to bude kontext vyZadovat, odli§ime ddle veliCiny ve fyzikdlnich
jednotkach hornim indexem F.

2.1.2 Definice a diskretizace vypocetni oblasti

Vypocetni oblast v této praci bude predstavovat oblast Q c R3. Téleso umisténé ve vypodetni oblasti
budeme zna&it Q. Plati tedy Qp, c Q. Casovy interval, na kterém budeme tlohu vySetiovat budeme zna-
Cit 7, pficemZz 7 = (0, T) C R, kde T > 0. Veskeré vztahy popisujici dynamiku tekutin v kapitole 1 jsou
platné v R?, nicméné v rdamci této prace budeme jeden z rozméri uvazovat jako jednotkovy a omezime se
tak pouze na 2D ulohy. Platnost rovnic popisujicich dynamiku tekutin vSak zstdva nezménéna. Hranici
oblasti () budeme znacit 02 a budeme ji vnimat jako uzavér disjunktniho sjednoceni jednotlivych ¢asti
hranice, viz obr. 2.2.
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Konkrétné rozdélime hranici jako
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téleso Q, s hranici 0.
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0Qout a 0Qyan. V oblasti se déle nach.

Vv

Diskretizaci vypocetni oblasti Q provedeme pomoci ekvidistantni izotropické mfiZky ve tvaru

(2.10a)

"Ny_ 1}}’

LN — 1), jedl,..

Q = {xij=GAL jADT iefl,..

(2.10b)

ko

SNy

',Nx}’je{ov"

Q = {xij=GAL jADT |ie{0,..

s

blasti zavadime ja

cetni o

v

kde Al je prostorovy krok. MnoZinu uzld diskretizujicich hranici vypo

(2.11)

10)

a obdobné jako v (2.8) pro ni budeme uvaZovat tvar

(2.12)
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Dale definujeme ¢asovy krok
T
At=—, N;eN 2.13
N M (2.13)

a Casovy interval 1 diskretizujeme jako
T ={t;=iAt]i€{0,...,N,—1}}. (2.14)
Diskretizaci ziskdme diskrétni formu rovnice (2.1) ve tvaru
fi (x + Até, 1+ Af) = fi(x, 1) + Cr(x, 1) + Si(x, 1), ke{0,...,q—1}, ¥x € O, Ve, (2.15)

kde Cy je diskrétni kolizni operdtor a Sy je diskrétni silovy Clen, jejichZ podoba zdvisi na zvoleném typu
mfizkové Boltzmannovy metody. Rovnice (2.15) se nazyvad miiZkovd Boltzmannova rovnice (anglicky
lattice Boltzmann equation).

Po zavedenti tzv. postkolizni distribu¢ni funkce f;" vztahem

fi@e,t) = filx, ) + Ci(x, ) + Si(x, 1), kef0,...,q—1}, Vx € O, Vrel, (2.16)
miZeme rovnici (2.15) prepsat ve tvaru
fe(x + At€j t+ At) = fi(x,1), kef0,...,q—1}, Vx € QO Veel. 2.17)

Pocatecni a okrajové podminky budou déle podrobné rozebrany v sekci 2.1.6, resp. v sekci 2.1.7.

2.1.3 Makroskopické veli¢iny

Nynf pfedstavime vztahy pro vypocet nékterych makroskopickych veli¢in jako je hustota p a makro-
skopicka rychlost u. Vypoctu tlaku je pak vénovana nasledujici sekce. Vztahy pro vypocet té€chto velicin
1ze odvodit pomoci obecnych momenti diskrétnich distribuc¢nich funkci a maji tvar

g-1

p:AZﬁ, (2.18a)
k=0
! At

pu = ;fkfk‘*'?g, (2.18b)

kde g je diskrétni silovy Clen a ¢, je rychlost zvuku v miiZzkovych jednotkédch. Popis vypoctu makrosko-
pickych veli¢in je uveden napft. v [8]. Tyto vztahy jsou pak v jednom z kroki algoritmu LBM pouzity
pro vypocet a aktualizaci hodnot makroskopickych veliCin, viz sekce 2.1.8.

2.1.3.1 Tlak v LBM

Pomoci zdkona podobnosti 1ze ukdzat, Ze rovnice uddvajici vztah pro vypocet tlaku pfi pfechodu k
miizkovym jednotkdm nabyva stejného tvaru jako v (1.2). Pro vypocet tlaku mizeme psat

p=clp, (2.19)

pfi¢emZ v ndmi uvazovaném modelu D2Q9 plati ¢, = —=
Ziskali jsme tedy vztah pro vypocet tlaku v bezrozmérnych jednotkdch, nicméné z rovnic (1.1)
v kombinaci s predpokladem izotermdlniho systému vyplyva, Ze pro nase vypocty je relevantni pouze
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gradient tlaku. Vztah pro vypocet tlaku Ize tedy s jistotou pouZit pro vypocet jeho zmény, jeho referencni
hodnota nehraje v naS§em modelu Zadnou roli pfi feSeni dynamiky systému.

Nyni popiSeme, jak vypocty tlaku ze simulace spojit se skute¢nou celkovou fyzikalni hodnotou tlaku.
Nejdrive provedeme rozklad bezrozmérné hustoty ve tvaru

p=po+p, (2.20)

kde pg znaci primérnou hodnotu hustoty p a p' je v Case proménnd odchylka od priméru (fluktuace).
Zdiraznéme, ze ackoliv v naSem modelu uvazujeme nestladitelnou tekutinu, hodnota LBM hustoty p se
miZe z principu mfizkové Boltzmannovy metody ménit, proto mé tato dekompozice smysl. Pro fyzikaln{
hodnotu tlaku provedeme obdobnou dekompozici ve tvaru

pr=pf+p", 2.21)

kde opét pg zna&f praimérnou hodnotu tlaku ve fyzikélnich jednotkdch a p'F je v ¢ase proménn4 odchylka
od primérné hodnoty (fluktuace). Vyjadiime nyni p'" vztahem

p'f= K, c? o, (2.22)

kde Clen K, pfedstavuje konverzni faktor pro tlak pfi pfechodu k fyzikdlnim jednotkdm, pro ktery plati

vztah
2

g (AP
Ky =p" (T5) - (2.23)
kdy uvazujeme jiz zminovanou volbu Al = At = 1.
Celkem pak tedy mizeme tlak ve fyzikdlnich jednotkéach vyjadrit jako
AIF
P =pf +p" (cs A_tF) 0, (2.24)

kde p' ziskdme pomoci (2.20). Timto dostdvdme mozZnost pocitat hodnotu tlaku ve fyzikdlnich jednot-
kach. Znovu vSak upozornéme, Ze stéZejni je hodnota gradientu tlaku, a Ze hodnota parametru pg predsta-
vujici referenéni hodnotu tlaku vypocty v LBM nijak neovliviiuje. Cely postup je detailné popsan v [8].

2.1.4 Kolizni operatory

V LBM existuje nékolik zptlisobd, jak zavést diskrétni kolizni operator. Tyto rizné varianty aproxi-
mace pak davaji za vznik riznym typim LBM, mezi néz pati{ napiiklad SRT-LBM [16], MRT-LBM [17],
CLBM [18], ELBM [19] nebo CuLBM [16]. V této praci se omezime pouze na vyuziti typu CLBM,
pro uplnost vSak rozebereme i typ SRT-LBM, ktery vychazi pfimo z Bhatnagarova—Grossova—Krookova
(BGK) spojitého fyzikalntho modelu [8].

2.14.1 SRT-LBM

Jako prvni uvedeme variantu SRT-LBM (z anglického Single Relaxation Time), ktera patfi k nejjed-
nodussim ze vSech typi LBM. PouZita aproximace ma tvar

At
G, 1) = ——=(fulx, 1) = £, 1), kefl,2,...,q-1), (2.25)
T
kde 7 je relaxacni Cas, ktery vyjadfuje, jak rychle systém spéje do lokdlni rovnovahy. Ta je urend pomoci

s~z 7t . v € M . z s ] ~ v s
rovnovazné distribucni funkce fkq a predstavuje stav, kdy se lokdlni veli¢iny v ¢ase neméni.
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Relaxacni €as 7 je svdzan s kinematickou viskozitou v vztahem
At
v=¢? (T - —) (2.26)

V SRT-LBM aproximujeme silovy ¢len S jako

S = kat(l - f)(f" 2y f";”fk) g, 2.27)

2T cS CS

kde wy jsou vahy specifické pro dany rychlostni model [8].

2.14.2 CLBM

Jako druhy typ uvedeme Centrdlni LBM (CLBM, anglicky Central LBM). Narozdil od SRT-LBM
vyuziva CLBM celkem ¢ relaxacnich ¢asi. Také kolizn{ krok je v CLBM realizovan jinak - ke kolizi zde
dochdzi v prostoru centralnich momentt distribu¢nich funkef f.

Omezime se pro ndzornost a jednoduchost zépisu pouze na rychlostni model D2Q9. Definujme dale
multiindex @ = (a1, a2)" € Ng. Centrdlni momenty definujeme vztahem

8
k@1,a0) = Z SiErg — u)™ (& — u2)™, (2.28)

k=0

kde u = (u1,uz)" je makroskopickd rychlost.

T
Oznaéme déle f = (fy, fi,..., f»)! a fo4 = ( fgq, le 9, f8e q) . Postkolizni distribu¢ni funkci ma-
Zeme pak vyjadfit vztahem

e = f(x, 0+ KISK(fx, 1) — f(x, 1)), (2.29)

kde K je matice prechodu z prostoru distribu¢nich funkci do prostoru centrdlnich momentti a ddle matice
S je diagondlni ve tvaru

At At At
S = diag(—, T —), (2.30)
T0o T1 T8
pro relaxacni Casy 1, i € {0, 1,...,8}.
Matici pfechodu K volime tak, aby platilo
k0,0 P
k1,1 ki
K= Kf = k(z,()) + k((),z) = k(z’o) + k(o’z) . (2.31)

ko,0) = ko2 | k20 — ko2

k@1 ke,
k(1,2) k(1,2)
k2,2 k,2)
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kde jsme pro prvni tfi slozZky vyuZili vztahy

koo = p (2.32a)
8
kao = Z Jir1 —ur) =0, (2.32b)
k=0
8
kon = Z JilGk2 —u2) = 0. (2.32¢)
k=0

Zaved ' me déle vektor k4 pomoci matice K a f°, bude pro néj dle [18] platit
K% = Kf = (p,0,0,0,20c2,0,0,0, pcHT . (2.33)
Nasobenim (2.29) matici K zleva dostaneme vztah
K'(x, ) = k(x,1) + S(*(x, 1) — k(x, 1)), (2.34)

kde uvazujeme k" = Kf*.
Za predpokladu izotropni viskozity 1ze volit relaxacni Casy jako

T4 =T5 =T, (2.35)

kde pro 7 bude podobné jako v SRT-LBM modelu platit
At
v=¢? (T - —). (2.36)

Ke zlepSeni numerické stability CLBM volime déle
T3=T6=T7=13= 1. (2.37)

Pro implementaci byla vyuzita kaskddova varianta CLBM [18]. Didvodem pro tento nazev je fakt, Ze
obecné momenty niz$iho fadu jsou pouzity k vypo¢ti momentt vyssich fada.

2.1.5 Vypocet sily v LBM pomoci integrace tenzoru napéti

2 vz

V praktické ¢asti této prace budou zkoumany hodnoty odporového koeficientu, k jehoZ vypoctu je po-
tieba znat silu pasobici na téleso. Proto v nasledujici ¢dsti rozebereme, jakym zptisobem lze silu pomoci
LBM poditat. Existuji dva standardni zplisoby - metoda vymény hybnosti a metoda integrace tenzoru
napéti, viz [20]. V praktické ¢asti bude k vypoctu sily pouZita pouze metoda integrace tenzoru napéti,
kterou podrobné popiseme, detaily ohledné metody vymeény hybnosti 1ze najit napfiklad v [20]. Déle
uvazujme oblast Q a téleso Q, C Q a zkoumejme silu, kterou tekutina v oblasti ptisobi na téleso.

Metoda integrace tenzoru napéti (anglicky stress integration method) je pitimo zaloZena na vztahu (1.6).
Zapiseme-li tento vztah ve smyslu diskrétni miizky, integrél piejde v sumu pfes konecny pocet uzli a pro
i-tou sloZku sily F dostaneme vztah ve tvaru

2
Fiy= ) As(x) ). ijlx, 0nj(x), i€ (1,2}, (2.38)

xeafzb J=1

kde As(x) predstavuje nahradu kfivkového elementu dS' (viz (1.6)) v bod€ x, o;;(x, r) pfedstavuje slozky
diskrétniho uplného tenzoru napéti v bodé x a v Case t, dale pak n(x) predstavuje jednotkovy vnéjsi
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normalovy vektor hranice tlesa vypolteny v bod& x € 9Q,. Je-li x_, resp. x., levy, resp. pravy sousedni
bod bodu x ve sméru parametrizace )y, pak As(x) spocteme jako

le —x_[| + |lxs — x]|

As(x) = >

(2.39)
V ndmi uvazovaném nastaveni bude pii volb& Al = 1 pro viechny x € dQy platit As(x) = 1, jak je
schématicky zndzornéno na obr. 2.4.

C)

|2y — ]
|l —=_]|
r_

Obrazek 2.4: Ilustrace vyznami a moznych pozic bodd x_ a x4 a zndzornéni vzddlenosti sousednich
bodu a jejich vztahu k Al v ndmi uvaZovaném nastaveni. VSechny vyrazy v normach budou rovny jedné,
proto bude platit pro vSechny body As(x) = 1.

Vztah (2.38) se sklada ze dvou hlavnich casti, a to z vypoctu tdplného tenzoru napéti a z vypoctu
normdlového vektoru v diskrétnim nastaveni LBM. Vypocet jednotkového normdlového vektoru v dis-
krétni mfiZce je pifimocary, pokud mdme k dispozici analyticky popis hranice obtékaného télesa. Nor-
malovy vektor v zadaném bodé€ pak nalezneme metodami matematické analyzy. V ptipadé, Ze nemdme
k dispozici analyticky popis, popiseme kiivku mnozinou lagrangeovskych bodi X = X(s), kde s znaci
parametrickou soufadnici lagrangeovského bodu. Kfivku déle nahradime po ¢4stech linedrni aproximaci,
kdy dva sousedni lagrangeovské body spojime tseckou. Normalové vektory v bodech podél dsecky pak
spoéteme jako kolmice na tyto use¢ky. Normalové vektory v lagrangeovskych bodech uréime jako pri-
mér normalovych vektorl ze sousednich lagrangeovskych bodi. Konstrukce je schematicky vyobrazena
na obr. 2.5.

Jako dal3i rozebereme mozné zpiisoby, jak pfistoupit k vypoctu ;.

2.1.5.1 Aproximace diferenci

Jako zdkladni aproximaci parcidlnich derivaci ze vztahii (1.7) Ize pouZit ndhradu pomoci diference.
Uvazujme diferencovatelnou funkci g = g(x, ). Pro jednoduchost ozna¢me parcidlni derivace funkce g
dle patficnych smérti jako

e{1,2). (2.40)

og(x,t
g, 1) = O g, 1) = ﬁ ),

i
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Obrazek 2.5: Tlustrace konstrukce normalovych vektorti u obecné kiivky bez zadaného analytického
predpisu.

Poté zavadime pro parcidlni derivaci ve sméru x; aproximaci

0 pro x + At€; € Oy, x — Até; € Oy,
glx.0) = gg — A, D) pro x + At€; € Qy, x — At€; ¢ Qp,

0ig(x, 1) = g(x + Atfz;) —g(x,1) 10 £ 4 ALE, ¢ €. 5 — Atk € (1, ie{l,2}. (2.41)
g(x + At€;, t)2;lg(x - At 1) pro X+ AtE, ¢ O, x — At ¢ O,

Volbou g = uy, resp. g = up, pak dostaneme podle vztahu (2.41) aproximace pro parcidlni derivace
Ojui(x,0), 1, j €{1,2}.
V kombinaci se vztahem (1.6) a za pouZiti (2.41) plati pro aproximaci dynamického tenzoru napéti

O'l.yj (x,1)=u ajui(x, 1)+ aiuj(x, t)) , i,j€{1,2}. (2.42)

Pro dynamickou viskozitu y déle plati vztah
U= pv, (2.43)
miZeme tedy celkem pro dplny tenzor napéti psat
oij(x,1) = —6,-jpcf + 0’5‘ (x,0), i,je{1,2}, (2.44)
kde jsme pro tlak vyuZili vztah (2.19).
2.1.5.2 Lokalni vypocet

Aproximace dynamického tenzoru napéti

Z (2.1) 1ze pomoci Chapmanova-Enskogova asymptotického rozvoje distribucni funkce urcit expli-
citni vyjadreni sloZzek dynamického a tiplného tenzoru napéti, viz [21]. Bud’ ddle  relaxacni Cas zave-
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deny v sekci 2.1.4. Déle definujme rovnovaZnou distribuéni funkci ve tvaru

. fe-u | (Er u)?’ u-u
fq—pwk(1+ > ) ke, (2.45)

kde wy pfedstavuji vahy specifické pro vybrany rychlostni model. Konkrétn€ pro model D2Q9 plati

4
Wo = 5,
1
Wy =Wy =W3 =W4 = 6, (2.46)
1
w5 =W =W7 =W8 = —.
5 6 7 8= 36
Pro dynamicky tenzor napéti pak plati vztah
ol (x,1) = (1 - —) Zf,?eq(x 1) Ek1ék2, (2.47)

kde f]? “ je nerovnovazna distribu¢ni funkce definovand jako f]? = Je— f]f 9. Uplny tenzor napéti spliiuje
vztah (2.44), kde pro a'l.“j vyuZijeme (2.47).

Aproximace dpIného tenzoru napéti

Pomoci Chapmanova-Enskogova asymptotického rozvoje je také mozné odvodit explicitni vztah
ptimo pro slozky tplného tenzoru napéti. V tomto odvozeni jsou tedy zahrnuty i diagondlni ¢leny obsa-
hujici tlak. Pro sloZky tplného tenzoru dle tohoto odvozeni plati tvar

2

Ar)
o (x,1) = —’;—‘jaﬁ - (1 - Zt_) ;fk@k,l — ) (En — ), (2.48)

detailné&jsi odvozeni je k nahlédnuti v [22].

Aproximace dplného tenzoru napéti za pouziti modifikované rovnovazné funkce

Posledni model, na jehoZ zdkladé je odvozen vztah pro vypocet tplného tenzoru napéti, je zalozen

v 2

na vyuZziti rozdilného tvaru rovnovazné distribu¢ni funkce. V tomto piipadé je uvaZovan tvar

2
eq E-u (Ex-u) u-u)
=w|p+ + - .

fk k ('O c? 2nyL ZC?

(2.49)
Lze ukazat, Ze pti odvozeni pomoci rovnovazné funkce ve tvaru (2.49) plati pro Gplny tenzor napéti vztah

pc?

> (1 - —) Z S — u1)(Ex2 — u2) - (— 1) uyuy, (2.50)

S

Tij(x,0) = =5

detaily odvozeni 1ze najit v [23].
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2.1.5.3 Oznaceni zpusobu vypoctu

z vz

V praktické ¢asti budeme vyuzivat vyse popsané zplisoby pro vypocet tenzoru napéti, proto pro snad-
néjsi orientaci v textu zavedeme struénd oznaceni pro tyto rizné zpisoby. Tato oznaceni jsou uvedeny
v tab. 2.1. Ndzvy byly zavedeny dle jmen autorti ¢lanki, z kterych byly vztahy pro vypocet prevzaty.

Nézev metody vypoctu Oznaceni
Aproximace diferenci Diference
Aproximace dynamického tenzoru napéti [20] Mei
Aproximace Uplného tenzoru napéti [9] Inamuro
Aproximace uplného tenzoru napéti za pouziti modifikované ¢4 [23] Suzuki

Tabulka 2.1: Stru¢né oznaceni pouZitych metod lokdlniho vypoctu tenzoru napéti ze sekce 2.1.5.2.

2.1.6 Pocatecni podminky

Uvazujme nyni oblast definovanou vztahem (2.10). K nastaveni po¢ate¢ni podminky vyuZijeme rov-
novaznou distribu¢ni funkci f°9. Definujeme pocatecni rozloZeni p a u jako pipj, resp. uini. Poté pro kazdy
uzel x € Q v Case t = 0 bude platit

[, 0) = £ (oini(0), wini(x)),  k€(0,1,...q~1}. (2.51)

Jednoznacnou vyhodou tohoto pfistupu je jeho mald ndro€nost na implementaci a ¢as vypoctu. Nevyho-
dou je vSak fakt, Ze nemusi byt zcela konzistentni s pfedepsanymi okrajovymi podminkami, viz [8].
Existuje i presnéjsi ptistup, jak pfedepsat pocatecni podminky, napt. viz [8]. Implementacné je vSak

vvvvvv

2.1.7 Okrajové podminky

V této sekci popiSeme nékolik okrajovych podminek, které budou nasledné vyuZity v praktické ¢asti
této préace.

2.1.7.1 Odtokova okrajova podminka

Jako prvni rozebereme okrajovou podminku, kterou budeme predepisovat na odtokové Césti hra-
nice ('3f2()ut. Podminku budeme predepisovat v souladu s [16] a uvazujeme rychlostni model D2Q9.

Uzly na hranici dQoy postradaji uzly, ze kterych by doglo k prevzeti hodnoty distribuéni funkce
ve smérech &,k € {3,6,7}. Jednoduchou metodou, jak tento problém vyfeSit a efektivné tak oblast
uzavfit, je nahradit chybéjici distribu¢ni funkce hodnotami z uzld z predchozi vrstvy, tj. zkopirovat dis-
tribu¢ni funkce z prislusnych sousednich uzli ve sméru od hranice do oblasti.

Tato podminka odpovida pfedepsdni nulové derivace téchto distribu¢nich funkci v normalovém sméru
n k hranici,tj. plati

Vf,-n=0, ke{3,6,7}, (2.52)
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kde indexy odpovidaji oznaceni rychlosti v obr. 2.1.

2.1.7.2 Bounce-back okrajova podminka

Bounce-back okrajovd podminka patii v LBM mezi nejbéZnéji pouzivané okrajové podminky si-
mulujici chovani tekutiny na hranici s pevnou latkou. I presto, Ze se jedna o jednu z prvnich takovych
navrzenych okrajovych podminek, je stile velice populdrni, a to zejména diky jednoduchosti imple-
mentace. Na rozhrani tekutiny a rigidni latky predpoklddame neklouzavou (anglicky no-slip) okrajovou
podminku, tj. uvaZujeme, Ze je zde rychlost tekutiny nulova. Tento pfedpoklad bounce-back okrajova
podminka spliiuje. Podrobné je tato okrajovd podminka rozebrana v [8].

Jak nézev této okrajové podminky napovidd, jeji hlavni princip je takovy, Ze uvazujeme odraz hy-
potetickych ¢dstic narazejicich na rigidni pevnou latku zpét do sméri, ze kterych pivodné na rozhrani
doputovaly. Bounce-back okrajova podminka miZe byt realizovdna dvéma rtiznymi zptsoby, které jsou
nazyvany:

z ¥z

o Fullway bounce-back, pfi kterém je uvaZovéno, Ze hypotetické castice pfi odrazu doputuji azZ do
uzld pevné latky, kde je jejich smér v dalsim kroku Sifeni obracen, viz obr. 2.6,

o /<J><fo o o%ro o o¥fo o O%ro
0 0.0 0 0.0 o/ jy\o © 0.0
€Ly, / l €Iy, \ Ly €Ly,
t— At t t t+ At
Sifen{ Kolize Sifen{

Obrizek 2.6: Schématické znazornéni fullway bounce-back okrajové podminky. Sipky piedstavuji smér

Siteni hypotetické Castice, oblast s Sedou barvou predstavuje pevné téleso a carkovana hranice odpovida
pozici rozhrani.

2 vz

o Halfway bounce-back, pfi kterém je uvazovano, Ze hypotetické castice pfi odrazu doputuji pouze
do poloviny vzdélenosti mezi uzlem tekutiny a latky, pricemz jejich smér je obracen béhem jed-
noho kroku §ifeni, viz obr. 2.7.

I pfesto, Ze se nazvy typd této okrajové podminky lisi, v obou pristupech je uvazovano, Ze se rozhran{
nachdazi v poloviné vzddlenosti mezi uzly tekutiny a pevné latky, viz obr. 2.8. Tato skute¢nost neptisobi
problémy pifi modelovédni proudéni okolo rovnych zdi, které jsou rovnobézné s pouZitou mfiZzkou. Pro
zakfivené hranice nerovnobézné s miiZkou vSak metoda bounce-back davd za vznik "schodovitému"
tvaru hranice, a tedy neposkytuje vhodnou aproximaci skutecné pozice rozhrani, viz obr. 2.8.
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Obrizek 2.7: Schématické zndzornéni halfway bounce-back okrajové podminky. Sipky piedstavuji smér

§iteni hypotetické ¢4stice, oblast s Sedou barvou predstavuje pevné téleso a Carkovand hranice odpovida
pozici rozhrani.

e |

O O

Obrazek 2.8: "Schodovity" tvar hranice vznikajici pfi pouZiti bounce-back okrajové podminky.

2.1.7.3 Bouzidiho interpolac¢ni okrajova podminka

Bouzidiho okrajovd podminka uvazujici redlny tvar pevné piekazky byla poprvé navrzena v [24].
V tomto schématu je pro vypocet distribucni funkce aplikovédna interpolace, pro jejizZ popis definujme
bezrozmérny parametr ® vztahem
_ e =l

Jbes =l

kde x s je uzel tekutiny na hranici, x, = xr, + Aty je uzel pevné piekédzky a déle x,, je bod na redlné
hranici objektu tak, jak je ilustrovdno na obr. 2.9 a obr. 2.10.

UvaZujme déle nulovou rychlost v hraniénich bodech. Tvar pro vypocet distribu¢ni funkce pomoci
Bouzidiho schématu zavisi na hodnoté parametru ®. K odvozeni miZeme pouzit linedrni nebo kvadra-
tickou interpolaci [24].

) (2.53)
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O

Obrézek 2.9: Schématické znazornéni Bouzidiho interpolaéni podminky. Cerné body na skute¢né hranici
télesa (Seda oblast) predstavuji pozice vSech bodi x,,, které slouzi k vypoctu parametru ® pro rizné body
tekutiny x ¢, pro rizné sméry.

m.fA— Loy
-
&
—_
w.fc xfB wa Loy Ly
-
wa— Ly

Obrézek 2.10: Ilustrace vyznamu bodl xr, a x7. v jedné dimenzi. Ddle je ilustrovdn vyznam clend
vyskytujicich se ve vypoctu parametru ©.

Pti pouZiti linedrn{ interpolace m4 Bouzidiho okrajovd podminka tvar

Jx (fo,H At) =20f; (fo,t) +(1-20)f (xfB,t),
1 20— 1 (2.54)
fi (fo,t+ At) = ﬁf,j (fo,t) + Wfl‘j (fo,t),

kde index k spliiuje £ = —&x.

Situace, kdy ® < 1/2 miZe byt interpretovana tak, Ze je redlnd hranice bliZze uzlu pevného télesa.
Naopak pro ® > 1/2 plati, Ze je skute¢nd hranice bliZe uzlu tekutiny.

Pouzitim kvadratické interpolace ziskdme pro Bouzidiho okrajovou podminku tvar

O < % DSt A =@ (1+20) £ (x,.1) + (1 = 40D (x7,. 1) = O (1 = 20) £; (x4 1),
1 1 20 -1 20 -1
Q) > 5 . ffc (XfA,f+At) = mfk* (fo’t) + Tf]—: (fo’t) — m‘fg (xfB,t),

(2.55)

kde vyznam bodu x s, je ilustrovan na obr. 2.10.
Je snadné nahlédnout, Ze Bouzidiho okrajova podminka zobeciiuje halfway bounce-back podminku,
pro kterou by platilo ® = 1/2.
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2.1.7.4 Sjednocena interpolacni okrajova podminka

Bouzidiho interpolacni schéma pouziva dva rizné vzorce na zakladé hodnoty parametru ®. V [25]
v8ak bylo odvozeno interpolacni schéma, které oba piipady sjednocuje v jeden spolecny tvar pro vSechny
hodnoty ®. Opét lze pro jeho odvozeni vyuZit linedrni nebo kvadratickou interpolaci. Pfi pouZiti linedrn{
interpolace mé tato sjednocend okrajovd podminka tvar

fi (gt + A1) = ﬁ |0 (x1,.1) + (1 = ©)fic (x4 7) + OF; (x7,.7) |- (2.56)

PouZitim kvadratické interpolace ziskdme pro sjednocenou okrajovou podminku tvar

f]‘( (Xf, r+ At) = m [@(1 + G))fk (fo’ t) + 2(1 - ®2) fk (xfB’ t) (257)

=01 - O)fic (Xfc.1) + 202 + O) f; (x£,.1) = O + O fy (x7,.7) |-

2.1.7.5 Oznaceni okrajovych podminek

V praktické ¢asti budeme testovat jednotlivé okrajové podminky popsané v ramci této kapitoly. Bude
zkouman jejich vliv pri pfedepsdni na hranici obtékaného télesa. Proto podobné jako pro rtizné zptlisoby
vypoctu tenzoru napéti zavedeme pro pozdé€jsi snazsi orientaci v textu strucnd oznaceni testovanych
podminek podle tab. 2.2.

Nézev okrajové podminky Oznaceni
Full-way bounce-back okrajovd podminka Bounce-back
Bouzidiho okrajovad podminka s linedrn{ interpolaci Bouzidi 1
Bouzidiho okrajova podminka s kvadratickou interpolaci Bougzidi 2
Sjednocend okrajova podminka s linedrni interpolaci Sjednocend 1

Sjednocend okrajovd podminka s kvadratickou interpolaci ~ Sjednocend 2

Tabulka 2.2: Stru¢nd oznaceni pouZitych okrajovych podminek ze sekce 2.1.7 testovanych na hranici
obtékaného télesa.

2.1.8 Algoritmus LBM

V nékolika krocich nyni shrneme samotny algoritmus LBM. Vyvojovy diagram algoritmu je k na-
hlédnuti na obr. 2.11.

1. Inicializace: Nastaveni pocatecnich podminek v mfiZce, viz sekce 2.1.6.
2. Cyklus: Kroky se opakuji, dokud neni splnéna podminka ukonceni, kterd je zaddna uZivatelem.

(a) SiFeni: Propagace postkoliznich distribu¢nich funkci f¢ v piislusnych smérech &.

(b) Vypocet hodnot makroskopickych velic¢in: Vypocet makroskopickych veli¢in pomoci vztaht
(2.18).
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(c) Kolize: Vypocet postkolizniho stavu distribu¢ni funkce pomoci (2.17).

(d) ReSeni okrajovych podminek: Reseni okrajovych podminek diskutovanych v sekci 2.1.7.

3. Konec algoritmu.

Inicializace

Siteni ——————
v

Makroskopické veli¢iny

v

Kolizni krok

v

Okrajové podminky

Podminka
ukonceni?

Obrazek 2.11: Vyvojovy diagram algoritmu LBM.

2.2 Poznamky k implementaci

V této sekci popiseme nékteré ¢asti kodu, které byly v rdmci této prace implementovany. Nejprve
rozebereme obecnou strukturu kédu a popiSeme generdtor vstupnich dat, ktery byl v rdmci price im-
plementovany. Nésledné popiSeme piiklad realizace jedné z interpolacnich okrajovych podminek popsa-
nych v sekci 2.1.7.

2.2.1 Generovani vstupnich dat a struktura kédu

V ramci této prace budeme uvazovat pouze ulohy, ve kterych je hranice obtékaného télesa nepohyb-
liva. Veskeré charakteristiky tykajici se geometrie lze pak urcit jiZz pfed samotnym spusténim simulace.
Z tohoto didvodu bylo navrzeno schéma, ve kterém jsou nejprve vygenerovana vstupni data nutna pro
simulaci a a7 ndsledné jsou spustény samotné numerické vypoéty vyuzivajici tato data. Uloha je po-
psana uZzivatelem pomoci parametri, kterymi jsou rozméry vypocetni oblasti a rozliSen{ diskrétni miizky
vyuZzité v LBM.
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V programovacim jazyce Python byl implementovdn modul DataGenerator, ktery obsahuje tiidy
reprezentujici rizné geometrické objekty, které je mozné nasledné v numerické simulaci vyuzit. Jmeno-
vité byly implementovany nasledujic{ tfidy:

e Line - tfida reprezentujici dsecku,
e Polygon - tfida reprezentujici pravidelny mnohothelnik,
e Circle - tfida reprezentujici kruh,

e SVGCurve - tiida reprezentujici kfivku, kterd byla vytvorena ve formatu SVG (z anglického Scala-
ble Vector Graphics [26]).

Pro generovani dsecek pii préci se tiidami Line, Polygon a SVGCurve byl bez pouZiti externich kniho-
ven implementovan Bresenhamtv algoritmus [27]. Tento algoritmus patii k zdkladnim algoritmim pro
vykreslovani dseCek do rastrové miizky a byl zvolen za tcelem dosdhnuti co nejvice presné projekce
objektu na diskrétni mfizku. Rizné geometrické tutvary, které je mozné generovat, jsou k nahlédnuti na
obr. 2.12.

e

N -
—

Obrazek 2.12: Priklady objektd, které 1ze generovat a nasledné vyuZit v numerické simulaci. Vizualizace
simulace je realizovdna pomoci knihovny SDL. Barevna skéla vyjadiuje velikost rychlosti (od Cervené
barvy po modrou) tekutiny, kterd dané objekty obtékd jako feseni LBM.

V rdmci generovani vstupnich dat je nejprve kazdému uzlu mfizky prifazen jeho typ. RozliSujeme
mezi typy reprezentujici tekutinu, hranici télesa a vrstvu uzli télesa bezprostfedné sousedicich s jeho
hranici. U tfid Polygon a Circle zavadime ddle typ uzlu reprezentujici vnitfek télesa. V uzlech hranice
télesa jsou poté vypocteny veliCiny, které mohou byt pouZity pro vypocet sily pomoci metody integrace
tenzoru napéti a pfi vypoctu interpolacnich okrajovych podminek, tj. jednotkové normdlové vektory
a parametry @, viz (2.53). Vypocet parametru ® je bliZe rozebran v sekci 2.2.2.

Pro kazdy uzel miiZky jsou nésledné jeho typ, hodnoty normélového vektoru a hodnoty parametru @
uloZeny do textového souboru input_data. Tento soubor je déle pfedan programu realizujicimu nu-
mericky vypocet dané dlohy pomoci LBM. Jak jiZ bylo zminéno v ivodu price, pro numerické feSen{
byl vyuzit kéd vyvijeny na katedfe matematiky FIFI CVUT v Praze, ktery slouZi k feSeni Navierovych-
Stokesovych rovnic pro newtonovskou nestlacitelnou tekutinu. Program je implementovany v jazyce
C++ a vyuziva paralelizace na GPU s vyuZzitim platformy CUDA. V kédu jsou jako typy LBM im-
plementovény varianty CLBM a SRT. Pro dcely této prace byla v kédu provedena fada dprav, zejména
pak:

e implementace metody integrace tenzoru napéti pro vypocet sily pomoci diference,

e implementace rdznych zpusobi lokdlniho vypoctu tenzoru napéti,
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e implementace interpolac¢nich okrajovych podminek,
e vypocet sledovanych veli¢in a jejich nasledny vypis do souborti.

Schéma kédu je k nahlédnuti na obr. 2.13.

Parametry tlohy

DataGenerator

Obrazek 2.13: Schéma ilustrujici propojeni modulu DataGenerator a programu, ktery realizuje nume-
ricky vypocet pomoci LBM.

2.2.2 Implementace interpola¢nich okrajovych podminek

V této sekci popiSeme, jakym zplisobem byly implementovéany interpolacni okrajové podminky po-
psané v sekci 2.1.7. Postup popiSeme pro Bouzidiho okrajovou podminku s linedrni interpolaci, ana-
logicky vSak byly feSeny i ostatni okrajové podminky, které vSechny pouZzivaji hodnoty parametru G,
viz (2.53). PopiSeme nejdiive vypocet tohoto parametru.

Uvazujme t&leso Qp obtékané tekutinou. Parametr © je nutné vypoéitat ve viech bodech x € Q.
V kazdém takovém bodé je pak nutné vypocitat hodnotu ® pro kazdy ze smérd mozného §iteni kromé
sméru odpovidajicimu &;,. V rdmci modelu D2Q09 tedy celkem ur¢ujeme 8 hodnot pro kazdy bod hranice,
oznacme je O, @,,..., 0O, kde C¢islo indexu odpovida prislusnému sméru, viz obr. 2.1b. Zdiraznéme,
Ze prisecik x,, s hranici nemuze existovat pro kazdy ze sméru (viz obr. 2.9). Ve smérech, pro které tento
prisecik neexistuje, parametr ®; nedefinujeme a provadime v nich standardni §ifeni z okolnich uzli. Z
implementacnich ddvodu pro tyto sméry pokladame ®; = —1.

Pro urditost dédle uvazujme, Ze v daném sméru prisecik x,, existuje, a Ze analyticky popis hranice
obtékaného télesa 0Q, splituje vazbu

d(x)=0, VYxe . (2.58)

S pouZitim znaCeni z obr. 2.9 parametrizujme usecku spojujici body xy, = (xr,,yr,) a Xp = (Xp, Yp)

jako
x=sxp, +(1=15)xp, (2.59)
y=sys, + (1 =5)yp,

kde s € (0, 1). Ddle dosazenim (2.59) do rovnice vazby (2.58) ziskdme hodnotu s. Je snadné nahléd-
nout, Ze ziskand hodnota s odpovida hledané hodnoté parametru ®;, a neni tedy nutné explicitné pocitat
soufadnice bodu x,, a pouZzit vztah (2.53).
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Vyse popsany postup lze vyuZit pro libovolny tvar hranice popsany vazbou, pfi¢emZ v rdmci im-
plementace musi byt tato vazba explicitné urcend. V tlohach v kapitole 3 za vazbu ¢ volime rovnici
kruZnice.

Jak jiz bylo zminéno, v rdmci implementace jsme pro sméry, pro které neexistuje priseik s hra-
nici, poloZili ®; = —1. Déle jsme hodnotu ®; pouZili k ureni typu Sifeni v daném sméru. Pro ®; < 0,
tj. ®; = —1, provadime standardni Sifeni, pro hodnoty 0 < ®; < 1 pak zvolime vzorec na zdkladé hod-
noty ®; v souladu se vztahy pro Bouzidiho okrajovou podminku. Funkce f_bouzidi_1, kterd realizuje
Bouzidiho okrajovou podminku s linedrn{ interpolaci, je k nahlédnuti v piikladu kédu 2.1. Podotknéme,
ze v piikladu kodu 2.1 oznaluje (x4, y5) bod, ze kterého by do bodu x ¢, bylo provedeno standardni Sifent
v piislusném sméru. Dédle metoda SD.cdf() slouZi k ziskdni hodnoty postkolizni distribu¢ni funkce pro
dany smér a uzel. Zbylé ¢asti kddu odpovidaji znaceni ze vztahu pro Bouzidiho okrajovou podminku

(2.54).

template< typename LBM_DATA >
CUDA_HOSTDEV static dreal f_bouzidi_1( LBM_DATA &SD, dreal theta, int k,
int kpruh, didx xfA, didx yfA, didx xfB, didx yfB, didx xs, didx ys )

{
// Standardni sireni:
if (theta < 0) {
return SD.cdf( kpruh, xs, ys );
}
// Bouzidi pro theta < 0.5, (2.54):
else if (theta < 0.5) {
return (1.0 - 2.0 * theta) * SD.cdf( k, xfB, yfB ) +
(2.0 * theta) * SD.cdf( k, xfA, yfA );
}
// Bouzidi pro theta >= 0.5, (2.54):
else {
return (1.0 - 0.5 / theta) * SD.cdf( kpruh, xfA, yfA ) +
(0.5 / theta) * SD.cdf( k, xfA, yfA );
}
}

Pfiklad kédu 2.1: Funkce realizujici Bouzidiho okrajovou podminku s linedrni interpolaci.
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Kapitola 3

Numerické vysledky

V této kapitole uvedeme vysledky provedenych numerickych simulaci. Bude k nim vyuZita mfizkova
Boltzmannova metoda popsand v kapitole 2.1 a bude uvazovan matematicky model popsany v kapitole 1.

Hlavnim cilem numerickych simulaci je ovéfit spravnost implementace vypoctu sily pomoci inte-
grace tenzoru napéti, viz sekce 2.1.5. Postupné ovefime zdkladni implementaci s vyuZitim diferenct,
dale pak vyuZijeme vztahy pro lokdlni vypocet tplného tenzoru napéti. Predmétem zkoumani bude dale
vliv volby okrajové podminky volené na hranici obtékaného télesa v souvislosti se zakfivenou geometri{
hranice. Poté prozkoumdme vliv nahrazeni hranice télesa po ¢astech linedrni kiivkou pomoci mnoZiny
lagrangeovskych bodt. Na zavér na modelové tiloze demonstrujeme implementované metody a predsta-
vime dal$i smér navazujictho vyzkumu.

3.1 Definice testovaci ilohy

Kromé posledni numerické simulace vyuZijeme ve vSech simulacich k ovéfeni testovaci dlohu a
referencni hodnoty pfevzaté z [7]. Uvazujeme dvourozmérnou oblast Q s rozméry (0;4H) X (0; H), kde

~~~~~

0.16 m Q To

0.15 m

X1

0.15 m

1.64 m

Obrézek 3.1: Schéma vypocetni oblasti s umisténym kruhem, testovaci diloha ptevzatd z [7].

Pro porovnani budeme vyuzivat hodnoty bezrozmérnych koeficientd odporu cp a vztlaku ¢y a jejich
vypoctené hodnoty budeme porovndvat s referenénimi hodnotami z [7]. Bezrozmérné koeficienty odporu,
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resp. vztlaku jsou definované vztahy

2F

cp = pU_;D’ (3.1a)
2F

L = pU—jD, (3.1b)

kde F je vektor celkové sily piisobici na téleso, U,, [ms~!] je charakteristickd rychlost a D je primér
valce. Numerické simulace budeme v souladu s [7] provddét pro dvé rtizné hodnoty charakteristické
rychlosti U, = 0,3 ms™!, resp. U, = 1,5 m s™!, které odpovidaji hodnot& Re = 20, resp. Re = 100. Pro
piipad Re = 20 budeme v souladu s [7] hledat ¢asové zpriimérovanou vyslednou hodnotu bezrozmér-
nych koeficientl, naopak v pfipadé¢ Re = 100 budeme hledat maximdalni hodnotu téchto parametr vzdy
v Casovém intervalu (10 s; 25 s).

Referencni hodnoty koeficientli uvedené v [7] jsou uvedené v tabulce 3.1.

Us Re Rozsah koeficientu odporu ¢cp  Rozsah koeficientu vztlaku ¢y
03ms~! 20 5,57 - 5,59 0,0104 - 0,0110
1,5ms™! 100 3,22 - 3,24 0,9900 - 1,0100

Tabulka 3.1: Hodnoty Reynoldsova Cisla a referencni hodnoty c¢p a ¢y, pro rizné hodnoty U, uvedené v

[71.
Rychlost na vstupu budeme predepisovat parabolickym profilem ve tvaru

(x,0) = 4U xz(l xz) x,0)=0, xeod 3.2
ul x’ - DQH H B uz xa - ] X mn- )

Poznamenejme, Ze v rdmci této kapitoly budeme vyuzivat zavedené nazvy zpuisobt vypoctu tenzoru

napéti, resp. ndzvy okrajovych podminek podle tab. 2.1, resp. 2.2. Na zavér uvedeme v tab. 3.2 seznam
uloh, které budou v ramci této kapitoly zkoumany.
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Uloha

Popis

Strana

3.1

Vypocet odporového koeficientu cp a vztlakového koeficientu ¢; me-
todou integrace tenzoru napéti s pouzitim diference.

40

3.2

Vypocet odporového koeficientu cp a vztlakového koeficientu c¢; me-
todou integrace tenzoru napéti za pouZiti riznych zptsobt pro vypocet
tenzoru napéti.

43

33

Vypocet odporového koeficientu cp a vztlakového koeficientu c¢; me-
todou integrace tenzoru napéti s pouZitim lokalniho vypoctu pro tplny
tenzor napéti a s vyuZitim rdznych interpolacnich okrajovych podmi-
nek na hranici obtékaného télesa.

46

34

Vypocet odporového koeficientu cp a vztlakového koeficientu c; me-
todou integrace tenzoru napéti s pouzitim diference a s vyuZitim riz-
nych interpolacnich okrajovych podminek na hranici obtékaného té-
lesa.

49

3.5

Vypocet odporového koeficientu cp metodou integrace tenzoru napéti
s pouzitim diference pii po Castech linedrni aproximaci hranice obté-
kaného télesa.

52

3.6

Vypocet a analyza rozloZeni ptisobeni sily podél hranice obtékanych
stén.

Tabulka 3.2: Vycet a popis zkoumanych tloh v ramci kapitoly 3.

39
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3.2 Zakladni daloha

ULoHA 3.1: ZAKLADN{ IMPLEMENTACE METODY INTEGRACE TENZORU NAPETI

Nastaveni tlohy:
e QO =(0;1,64m)x(0;0,41 m)
e v=103m?s!
e 1 €(0;255s)
Pocatecni a okrajové podminky:
o Na Q volime pocatecni podminku podle sekce 2.1.6.
e Na Bﬁin volime rychlost podle vztahu (3.2).
e Na 8f20ut volime odtokovou okrajovou podminku dle sekce 2.1.7.1.
o Na dQyan a na 8Qy volime fullway bounce-back okrajovou podminku.
Diskretizace a pouZité metody:
o O=N,xN,, Ny =128i, N, = 32, kde i € {2,...,11}
e vl e{1073,3-1073,5-107%,7-1073, 1072}

e Pro vypocet tplného tenzoru napéti volime aproximaci pomoci diference podle (2.44).

V této tloze je cilem ovéfit zdkladni funkEnost implementace metody integrace tenzoru napéti na za-
klad€ porovnani numericky ziskanych hodnot cp a ¢z s hodnotami z [7]. VyuZivame zdkladni formy vy-
poctu tplného tenzoru napéti, tj. vypoctu pomoci diference. Dile nezohlediiujeme skute¢ny tvar hranice
obtékaného télesa a na hranici t€lesa je predepsdna fullway bounce-back okrajovd podminka. Budeme
sledovat vliv hodnoty v" na vysledné hodnoty cp a c;. Pro kazdou hodnotu v* budeme dile diskrétni
miizku postupné zjemnovat a budeme sledovat vliv rozliSeni miizky na hodnoty ¢p a ¢;. V neposledni
radé budeme porovnavat vysledky ziskané pomoci vypocti s jednoduchou (32 bitt) a dvojitou (64 biti)
strojovou presnosti. Vysledky jsou k nahlédnuti na obr. 3.2 a obr. 3.3.

Implementaci metody integrace tenzoru napéti lze povaZzovat za tGspé$nou, jelikoZ numericky zis-
kané hodnoty odpovidaji referen¢nim hodnotim z [7] v uspokojivé mife. MliZeme pozorovat zjevny
vliv hodnoty v* a rozli$eni miizky na hodnoty cp a c;. Pro tlohu odpovidajici Re = 100 jsou hodnoty
bezrozmérnych koeficientii vy$ii neZ jsou referenéni hodnoty z tab. 3.1. Pro hodnotu vF = 1073 v dloze
odpovidajici Re = 20 vysledné hodnoty c;, vypocitané v jednoduché strojové z diivodu nestability fadove
neodpovidaly referenéni hodnoté, proto zde nejsou uvedeny. Ve vSech ostatnich piipadech vSak byly vy-
sledky pocitané v jednoduché a dvojité strojové piesnosti témér shodné. V dalsich tlohdch budeme jiz
vSak pracovat vyhradné s dvojitou strojovou presnosti.
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Obrazek 3.2: Grafy primérnych hodnot cp a ¢; pocitanych v jednoduché a dvojité pfesnosti v zavislosti
na rtizné hodnoté v* a prostorovém kroku Al diskrétni miizky Q pro tlohu 3.2 s Uy, = 0,3ms™!,
Re = 20. Pro vypocet tenzoru napéti byly pouZity diference a na hranici télesa byla vyuzita fullway
bounce-back okrajovd podminka. Referencni hodnota oznacend Sch-T odpovida hodnoté prevzaté z [7].
Z diivodu podobnosti hodnot jsou vysledky pro odliSeni uvedeny carkované.
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Obrazek 3.3: Grafy konecnych maximalnich hodnot cp a ¢y pocitanych v jednoduché a dvojité pies-
nosti v zdvislosti na réizné hodnoté v* a prostorovém kroku Al diskrétni miizky Q pro dlohu 3.2
s Uw = 1,5ms™', Re = 100. Pro vypocet tenzoru napéti byly pouZity diference a na hranici télesa
byla vyuZita fullway bounce-back okrajovd podminka. Referencni hodnota oznacend Sch-T odpovida
hodnoté prevzaté z [7]. Z divodu podobnosti hodnot jsou vysledky pro odliSeni uvedeny carkované.
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3.3 Analyza lokalniho vypoctu tenzoru napéti

ULoHA 3.2: LokALNf VYPOCET UPLNEHO TENZORU NAPET{

Nastaveni dlohy:
e Q=(0;1,64 m)x(0;0,41 m)
e v=103m?s!
e 1€(0;255s)
Pocéte¢ni a okrajové podminky:
e Na a volime pocatecni podminku podle sekce 2.1.6.
e Na 9Qj, volime rychlost podle vztahu (3.2).
e Na (')Qout volime odtokovou okrajovou podminku dle sekce 2.1.7.1.
e Na szwau ana 6f2b volime fullway bounce-back okrajovou podminku.
Diskretizace a pouZité metody:
o O=N,xN,, Ny =128, N, = 32, kde i € {2,...,11}
e vl €{1073,3-1073,5-107%,7-1073, 1072}

e Pro vypocet dplného tenzoru napéti volime lokalni aproximaci pomoci (2.47), (2.48) a
(2.50).

V této dloze je cilem otestovat rtizné zpdsoby lokdlniho vypoctu tenzoru napéti, které jsou po-
psané v sekci 2.1.5.2. Porovndme vysledky ziskané pomoci lokdlntho vypoctu s vysledky ziskanymi
v tloze 3.2, kde byly k vypoctu vyuzity diference. Opét nijak nezohlediiujeme skute¢ny tvar hranice
obtékaného télesa a na jeho hranici predepisujeme fullway bounce-back okrajovou podminku. Podobné
jako v tiloze 3.2 budeme sledovat vliv hodnoty v* na vysledné hodnoty cp a ¢z, a pro kazdou hodnotu v*
diskrétni miizku postupné zjemnujeme a budeme opét sledovat vliv rozliSeni mfizky na hodnoty cp a cy.
Vysledky jsou k nahlednuti na obr. 3.4.

Nelze obecné fici, Ze by n€jaka z testovanych metod lokdlniho vypoctu tenzoru napéti vedla k lepSim
vysledktim neZ metoda diferenci. Lze pozorovat, Ze se vysledky pri aproximaci tplného tenzoru napéti
se standardni a modifikovanou rovnovaznou distribu¢ni funkci vyrazné nelisi pro Zadnou z konfiguraci.
Pii aproximaci dynamického tenzoru napéti dostdvdme pro vétsi hodnoty v odligné vysledky, nicméné
se zmen3ujici se hodnotou v se vysledky blizi zbylym metoddm pro lokalni vypodet tenzoru napéti.
Nejdulezitéjsim pozorovanim je, Ze metody lokalniho vypoctu tenzoru napéti pri této konfiguraci obecné
nepredstavuji v pfipadé vypoctu cp a ¢ lepsi volbu nez schéma vyuzivajici aproximace pomoci diferenct,
coZ je ukdzano pfimym porovndnim hodnot.
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Obrazek 3.4: Grafy primérnych hodnot c¢p a ¢y poCitanych ve dvojité piesnosti v zavislosti na rizné
hodnoté v% a prostorovém kroku Al diskrétni miizky Q pro tlohu 3.3 s U, = 0,2ms~!, Re = 20.
Pro vypocet tenzoru napéti byly pouzity rizné zpisoby lokalnitho vypoctu. Na hranici télesa byla vy-
uzita fullway bounce-back okrajovd podminka. Referencni hodnota oznacend Sch-T odpovidd hodnoté
prevzaté z [7]. Déle byly pro srovndni uvedeny vysledky z tlohy 3.2 obdrZené aproximaci diferencemi
vypoétené dvojitou presnosti. Z ditvodu podobnosti hodnot jsou vysledky pro odliSeni uvedeny ¢arko-

vane.
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Obrazek 3.5: Grafy kone¢nych maximdlnich hodnot ¢p a ¢y pocitanych ve dvojité presnosti v zavis-

losti na rizné hodnoté v* a prostorovém kroku A/ diskrétni miizky Q pro tilohu 3.3 s Uy, = 1,5m s

-1

B

Re = 100. Pro vypocet tenzoru napéti byly pouzity rizné zpisoby lokalniho vypoctu. Na hranici télesa
byla vyuZita fullway bounce-back okrajovd podminka. Referencni hodnota oznacend Sch-T odpovida
hodnoté prevzaté z [7]. Déle byly pro srovnani uvedeny vysledky z tlohy 3.2 obdrZené aproximaci dife-
rencemi vypoctené dvojitou presnosti. Z diivodu podobnosti hodnot jsou vysledky pro odliseni uvedeny

carkované.
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3.4 Analyza interpolac¢nich okrajovych podminek

ULoHA 3.3: VLIV INTERPOLACNICH OKRAJOVYCH PODMINEK PRI LOKALNIM VYPOCTU 07

Nastaveni ulohy:

e QO =(0;1,64 m)x(0;0,41 m)

2 -1

e v=10"m?s"
e 1€(0;255s)
Pocatecni a okrajové podminky:
e Na 5 volime pocatecni podminku podle sekce 2.1.6.

e Na 8Qin volime rychlost podle vztahu (3.2).

e Na 8@01“ volime odtokovou okrajovou podminku dle sekce 2.1.7.1.

Na dQyan volime fullway bounce-back okrajovou podminku.

Na 9€, volime postupn& okrajovou podminku Bouzidi 1, Bouzidi 2, Sjednocen 1, Sjedno-
cend 2 (viz legenda v tab. 2.2).

Diskretizace a pouZité metody:
o O=N,xN,, Ny =128, N, = 32, kde i € {2,...,11}
e vLe{1073,3-1073,5-1073,7-1073, 1072}

e Pro vypocet tplného tenzoru napéti volime lokdlni aproximaci pomoci (2.48).

V této dloze je cilem otestovat vliv volby riiznych okrajovych podminek na hranici obtékaného télesa.
Pro vypocet uplného tenzoru napéti volime vztah (2.48), tedy volime lokdlni zplisob vypoctu tenzoru
napéti. Budeme znovu sledovat vliv hodnoty v* na vysledné hodnoty cp a ¢z a pro kaZdou hodnotu
vE diskrétni mifzku budeme postupné zjemiiovat a sledovat vliv rozliseni miizky na hodnoty cp a c;.
Vysledky jsou k nahlednuti na obr. 3.6 a na obr. 3.7.

Pro niz&i hodnoty v' vysledky pfi pouZiti okrajovych podminek s kvadratickou interpolaci fadové
neodpovidaly referencnim hodnotam, proto je zde neuvadime. Je moZné pozorovat, Ze se hodnoty ziskané
stejnym stupném interpolace 1isi jen velmi malo, pfic¢emzZ plati, Ze hodnoty ziskané za pouZiti okrajovych
podminek s linedrn{ interpolaci jsou obecné bliZe k hodnotdm referencnim.
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Obrazek 3.6: Grafy primérnych hodnot ¢p a ¢y poCitanych ve dvojité piesnosti v zavislosti na rizné
hodnot& v* a prostorovém kroku Al diskrétni
vypocet tenzoru napéti byl vyuzit vztah (2.48). Na hranici télesa byly vyuzity rizné interpolaéni okrajové
podminky. Referenéni hodnota oznacena Sch-T odpovida hodnoté prevzaté z [7]. Z divodu podobnosti
hodnot jsou vysledky pro odliseni uvedeny ¢arkované.
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Obrazek 3.7: Grafy kone¢nych maximalnich hodnot cp a ¢y, pocitanych ve dvojité presnosti v zavislosti
na rtizné hodnoté v* a prostorovém kroku Al diskrétni miizky Q pro tdlohu 3.4 s Uy, = 1,5ms™!,
Re = 100. Pro vypocet tenzoru napéti byl vyuzit vztah (2.48). Na hranici télesa byly vyuzity rtizné
interpolacni okrajové podminky. Referenéni hodnota oznacend Sch-T odpovid4 hodnoté prevzaté z [7].

Z dtivodu podobnosti hodnot jsou vysledky pro odliSeni uvedeny carkované.
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ULoHA 3.4: VLIV INTERPOLACNICH OKRAJOVYCH PODMINEK ZA POUZIT{ DIFERENCI K VYPOCTU 0

Nastaveni tlohy:

e Q=(0;1,64 m)x (0;0,41 m)

2 -1

e v=10"m?s"
e 1€(0;255s)
Pocatecni a okrajové podminky:
o Na Q volime pocatecni podminku podle sekce 2.1.6.

e Na 8Qin volime rychlost podle vztahu (3.2).

Na 6ﬁout volime odtokovou okrajovou podminku dle sekce 2.1.7.1.

o Na Qa1 volime fullway bounce-back okrajovou podminku.

Na 0Q, volime postupné okrajovou podminku Bouzidi 1, Bouzidi 2, Sjednocend 1, Sjedno-
cend 2 (viz legenda v tab. 2.2).

Diskretizace a pouZité metody:
o O =N, xN,, N, = 128i, N, = 32i, kde i€ {2,..., 11}
e VL€ {1073,3-1073,5-1073,7-1073, 1072}

e Pro vypocet Uplného tenzoru napéti volime aproximaci pomoci diference podle (2.44).

Pro vypocet tplného tenzoru napéti narozdil od tlohy 3.4 volime vztah aproximaci pomoci diference
podle (2.44). Budeme opét sledovat vliv hodnoty v* na vysledné hodnoty cp a ¢z, a pro kazdou hodnotu
vt diskrétni mifzku budeme postupné zjemiovat a sledovat vliv rozliseni mifzky na hodnoty cp a c;.
Vysledky jsou k nahlednuti na obr. 3.8 a na obr. 3.9.

Podobné jako v 3.4, nedochdzelo pro nizii hodnoty v* pfi pouZiti okrajovych podminek s kvadra-
tickou interpolaci ke shodé s referenénim hodnotami. Opét jako v 3.4 je i zde moZné pozorovat, Ze se
hodnoty ziskané stejnym stupném interpolace 1isi jen velmi malo, pfi¢emZ plati, Ze hodnoty ziskané za
pouZiti okrajovych podminek s linedrni interpolaci jsou obecné bliZe k hodnotdm referen¢nim. V porov-
nani s vysledky z dlohy 3.4 mizeme vidét, Ze v tomto piipadé, zejména pro dlohu odpovidajici Re = 20,

s v cvv s

byly dosaZeny vysledky cp bliZici se referenénim hodnotdm jiZ pro hrubsi m¥izku a pro niz$f hodnotu v’
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Obrazek 3.8: Grafy primérnych hodnot ¢p a ¢y poCitanych ve dvojité piesnosti v zavislosti na rizné
hodnoté v a prostorovém kroku Al diskrétni miizky Q pro tlohu 3.4 s Uy, = 0,3 ms™!, Re = 20. Pro
vypocet tenzoru napéti byl vyuzit vztah (2.44). Na hranici télesa byly vyuzity rizné interpolaéni okrajové
podminky. Referenéni hodnota oznacena Sch-T odpovida hodnoté prevzaté z [7]. Z divodu podobnosti
hodnot jsou vysledky pro odliseni uvedeny ¢arkované.
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Obrazek 3.9: Grafy kone¢nych maximalnich hodnot cp a ¢y, pocitanych ve dvojité presnosti v zavislosti
na rtizné hodnoté v* a prostorovém kroku Al diskrétni miizky Q pro tdlohu 3.4 s Uy, = 1,5ms™!,
Re = 100. Pro vypocet tenzoru napéti byl vyuzit vztah (2.42). Na hranici télesa byly vyuZzity rtizné
interpolacni okrajové podminky. Referenéni hodnota oznacend Sch-T odpovid4 hodnoté prevzaté z [7].

Z dtivodu podobnosti hodnot jsou vysledky pro odliSeni uvedeny carkované.
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3.5 Aproximace objektu mnohoiihelnikem

ULoHA 3.5: APROXIMACE OBTEKANEHO TELESA POMOC{ MNOHOUHELNKU

Nastaveni dlohy:

e Q= (0;1,64 m)x (0;0,41 m)

2 -1

e v=103m?s"
e 1€(0;255s)
Pocatecni a okrajové podminky:
e Na a volime pocatecni podminku podle sekce 2.1.6.
e Na 9Qj, volime rychlost podle vztahu (3.2).
e Na Bﬁout volime odtokovou okrajovou podminku dle sekce 2.1.7.1.

e Na 8f2wa11 ana 6Qb volime fullway bounce-back okrajovou podminku.

Diskretizace a pouZité metody:

o O =N, xN,, Ny = 128i, N, = 32i, kde i € {3,5,7)

vl e {1073, 1072}

Téleso nahradime s vyuZitim implementované tfidy Polygon popsané v sekci 2.2.1.

e Pro vypocet Uplného tenzoru napéti volime aproximaci pomoci diference podle (2.44).

V této dloze je nasim cilem demonstrovat funkcnost tfidy Polygon popsané v sekci 2.2.1 a princip
nahrazeni hranice télesa pomoci po ¢astech linearni hranice. Tento zplisob aproximace hranice je plano-
vano vyuZzit v navazujicim vyzkumu pro komplexnéjsi geometrie. UvaZujeme stejnou vypocetni oblast
jako na obr. 3.1 s tim rozdilem, Ze kruzZnice je nahrazena mnohouihelnikem. Aproximace mnohouhelni-
kem je schematicky zobrazena na obr. 3.10.

T2 L2

N
N

(a) Nahrazované teleso (b) Mnohothelnik pouZzity k nahrazeni

. SN
\/

Obrézek 3.10: Znazornéni procesu aproximace télesa mnohouhelnikem za pouZiti tfidy Polygon.
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Pro tcel této dlohy uvazujme lagrangeovské body, jez jsou uniformé rozloZeny na hranici, ktera je na-
hrazovana. V ramci této tlohy tedy tyto lagrangeovské body tvoii vrcholy pravidelného mnohotihelniku.
Oznacme Ax vzdalenost mezi dvéma sousednimi body a definujme bezrozmérny parametr

Ax
W= o 3.3)

Se zmensujici se hodnotou ¢ zjevné roste pocet bodd, které jsou rozmistény na hranici objektu. Budeme
zkoumat hodnoty cp pro rizné roliseni miizky s rozméry 128i x 32i, kde i € {3,5,7}, v zdvislosti na
hodnoté i, tj. na poctu vrcholit mnohothelniku, ktery aproximuje v této tloze kruznici. Vysledky jsou k
nahlédnuti na obr. 3.11.

a) Re = 20, v& = 1072 b) Re = 100, v£ = 1072
6,2 4,0
__6,0F _ 3.8
L58: _________ 1 4.3,6F
§ 1 ] § 3.4rF
5,6F 3,2 ¢
5,4 3,0
5,5 13 5,5
v [-]

4,0
3,8 ¢

534
3,2

5,5 0] 13

— =3 — =5 — =T Sch-T

Obrazek 3.11: Grafy kone¢nych primérnych, resp. maximdalnich hodnot ¢p pocitanych ve dvojité pres-
nosti pro rtizné hodnoty v* a rizné hodnoty prostorového kroku Al v zivislosti na . Uloha 3.5 md
nastaveni Uy, = 0,2ms™!, Re = 20, resp. Us, = 1,5ms™!, Re = 100. Kfivky v grafech odpovidaji
riznym rozliSenim miizky s rozméry 128i X 32i a jsou oznaCeny podle hodnoty parametru i. Pro vypocet
tenzoru napéti byl vyuzit vztah (2.44). Na hranici télesa byla vyuZita fullway bounce-back okrajova pod-
minka. Vysledky ziskané pro riizné v* a Re v rdamci tlohy 3.2 jsou vZdy pro dané i vyznaceny &arkované
odpovidajici barvou. Referencni hodnota oznacena Sch-T odpovid4 hodnot€ pievzaté z [7].

Uvadime zde pouze numericky ziskané hodnoty cp, jelikoZ numericky ziskané hodnoty c; se v né-
kterych pripadech fddové liSily od referencnich hodnot a nebylo moZné je povazovat za konzistentni.

Z4dna z uvedenych aproximaci neposkytovala idealni volbu pro nahradu télesa ve smyslu piiblizeni
se k referen¢nim hodnotdm. Nicméné cilem tlohy 3.5 bylo pouze demonstrovat funk¢nost tfidy Polygon
a jelikoZ se ziskané hodnoty pro riiznd rozliseni miizky, v a riizné hodnoty Re neli§i od referen¢nich
hodnot vyraznym zptisobem, byla funkénost v uspokojivé mife prokdzana. Nalezeni optimalniho poctu
bodd pro aproximaci hranice a samotna celkova optimalizace procesu aproximace bude pak predmétem
budouciho vyzkumu.
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3.6 Analyza rozloZeni puasobici sily

ULoHA 3.6: VYPOCET A ANALYZA ROZLOZENf SIL PODEL OBTEKANYCH STEN

Nastaveni tlohy:
e Q=(0;1,64 m)x(0;0,41 m)
e v=10m?s"!
e 1€(0;255s)

Pocatecni a okrajové podminky:

o Na Q volime pocatecni podminku podle sekce 2.1.6.

Na 6f21n volime rychlost podle vztahu (3.2) s Uy, = 0,5 m s7L.
e Na dQy volime odtokovou okrajovou podminku dle sekce 2.1.7.1.
o Na dQyan a na dQyp volime fullway bounce-back okrajovou podminku.
Diskretizace a pouZité metody:
e O =N,xN,, N, = 128i, N, = 32i, kde i € {3,5,7,9}
e v €{107%, 1072}
e Stény nahradime s vyuzitim implementované tfidu SVGCurve popsané v sekci 2.2.1.

e Pro vypocet iplného tenzoru napéti volime aproximaci pomoci diference podle (2.44).

V ptedchozich dlohach jsme doposud testovali zejména rizné okrajové podminky a zplisoby vypo-
¢tu tenzoru napéti. Vysledkem vzdy byly bezrozmérné koeficienty tlaku a odporu. Ve vSech dlohach
jsme uvazovali jednoduchou geometrii t€lesa ve formé kruznice, resp. mnohotihelniku. V budoucnu vSak
budou predmétem vyzkumu komplexnéjsi geometrie (napt. geometrie cévy) a budou zkoumany jiné veli-
Ciny, jako je ptsobici sila a jeji rozloZeni podél obtékanych stén. Proto na zavér predstavime vypocet sily
v modelové tloze, kterd byla definovdna za demonstrativnim t¢elem. Budeme uvaZovat geometrii repre-
zentujici cévu s CasteCnym asymetrickym ziZenim. K pfedepsani geometrie vyuZijeme tfidu SVGCurve.
Vypocetni oblast je k nahlédnuti na obr. 3.12.

0.144 m Q To

0.41 m
T

0.149 m

1.64 m

Obrazek 3.12: Schéma vypocetni oblasti modelové tlohy reprezentujici ziZenou cévu.
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Budeme sledovat rozloZeni obou slozek sily FX podél dolni, resp. horni stény, a budeme zkoumat
vliv riznych hodnot prostorového kroku a vX. Nezévisle na prostorovém kroku bude velikost sily zazna-
mendvéna vZdy ve stejnych pozicich podél stén. Vysledky jsou pro dolni, resp. horni st€nu k nahlédnuti
na obr. 3.13, resp. 3.14.
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Obrazek 3.13: Grafy rozloZeni sloZek sily podél dolni stény pocitanych ve dvojité presnosti v zavis-
losti na rGizné hodnot& prostorového kroku Al diskrétni mifzky Q. K¥ivky v grafu predstavuji vysledky
pro riizné hodnoty v%. Pro vypocet tenzoru napéti byl vyuzit vztah (2.44). Na hranici stény byla vyu-
Zita fullway bounce-back okrajova podminka. Z diivodu podobnosti hodnot jsou vysledky pro odliSeni
uvedeny ¢arkovaneé.
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Horni sténa
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Obréazek 3.14: Grafy rozloZeni sloZek sily podél horni stény pocitanych ve dvojité pfesnosti v zdvis-
losti na rGizné hodnot& prostorového kroku Al diskrétni mifzky Q. K¥ivky v grafu predstavuji vysledky
pro riizné hodnoty v*. Pro vypocet tenzoru napéti byl vyuzit vztah (2.44). Na hranici stény byla vyu-
zita fullway bounce-back okrajova podminka. Z diivodu podobnosti hodnot jsou vysledky pro odliSeni

uvedeny ¢arkovaneé.

Z obr. 3.13, resp. 3.14 je mozné pozorovat, Ze se vysledky pro riizné hodnoty v* vyznamné nelisi.
Pro vSechny hodnoty prostorového kroku je vZzdy zachovén tvar rozloZeni rozloZeni sily podél stény,
se zmensujici se hodnotou prostorového kroku se vysledky zpresiiuji. Bylo mozné ocekavat, Ze hodnoty
F 1L budou maximélni v oblastech, kde dochézi ke ziZeni stén, a naopak Ze hodnoty F 2L budou v téchto
mistech nabyvat minima. To bylo na zdklad€ prezentovanych vysledkd potvrzeno. Je mozné pozorovat,
Ze tvary rozloZeni sily podél horni a dolni stény jsou podobné (pro F 2L horizontdlné symetrické), coZ je v
souladu s nastavenim ulohy, jelikoZ i tvary stén jsou si podobné.
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3.7 Shrnuti vysledki numerickych simulaci

V rdmci této kapitoly jsme porovnanim numericky ziskanych vysledkl s referenénimi hodnotami
cp, resp. cp z [7] postupné potvrdili spravnost implementace metody integrace tenzoru napéti, ddle jsme
testovali vliv riznych zptsobl vypoctu tenzoru napéti a vliv riznych okrajovych podminek pfedepsanych
na hranici télesa.

Ziskané vysledky ukazuji, Ze volba diferen¢niho schématu k naslednému vypoctu tenzoru napéti je
pro metodu integrace tenzoru napéti vhodnéjsi nez lokalni zptisoby vypoctu. Ddle pak jako nejvhodnéjsi
varianty okrajovych podminek na hranici obtékaného télesa mohou byt na zakladé vysledk oznaleny
Bouzidiho a sjednocend okrajovd podminka, obé€ s linedrni interpolaci. Celkem jsme tedy uZitim kom-
binaci diferenci a jedné z téchto interpolac¢nich okrajovych podminek dostali nejpiesnéjsi vysledky pri
pouZiti metody integrace tenzoru napéti.

V dalsi ¢asti bylo s pouzitim vhodné dpravy zvolené testovaci tlohy ukdzano, zZe obtékané téleso lze
pfi pouZiti vhodného zptisobu do jisté miry nahradit zjednoduSenym tvarem.

V zavére¢né tloze jsme na vhodné zvolené tiloze demonstrovali néstroje vyvinuté v rdmci této prace

a ukazali jejich moznou aplikaci, kterd bude vyuzita béhem navazujiciho vyzkumu.
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Zaver

Cilem této prace bylo matematické modelovani proudéni nestlacitelné newtonovské tekutiny se za-
méfenim na modelovani proudéni krve v cévach. Hlavnim cilem prace byla implementace metody inte-
grace tenzoru napéti [20] pro vypocet sily pomoci mfizkové Boltzmannovy metody (LBM).

Prvni kapitola je vénovana zakladnim vztahtim popisujicim dynamiku tekutin. Déle jsou zde pred-
staveny zdkladni poznatky tykajici se sestaveni matematického modelu proudéni krve. Na zavér této
kapitoly jsou definovany pfedpoklady, které v rdmci této prace klademe na ndmi pouZity model. V druhé
kapitole je Ctenafi predstavena pouZitd numerickd metoda, tj. LBM. Jsou zde rozebrany rizné typy volby
okrajovych podminek, které jsou v rdmci price testovdny. Déle je detailné rozebrdna metoda integrace
tenzoru napéti. Na zaver této kapitoly je popsano schéma pouzitého kédu spole¢né s implementovanym
modulem, ktery slouzi ke generovani riiznych geometrii, jeZ lze vyuzit v ramci numerickych simulaci.

Ve treti kapitole je nejdiive testovdna zdkladni implementace metody integrace tenzoru napéti. Dale
je na stejné tloze analyzovan vliv volby riznych okrajovych podminek pfedepsanych na hranici obté-
kaného télesa a také vliv volby rtizného zplisobu vypoctu slozek tenzoru napéti. Poté je demonstrovana
funk¢nost modulu slouZiciho ke generovani geometrie v tloze, kdy po ¢astech linedrné nahradime hranici
obtékaného télesa. Vysledky vSech téchto zminénych simulaci byly porovnény s referenénimi hodnotami
z [7]. Na zavér treti kapitoly je v dloze, kterd reprezentuje model ziZené cévy, analyzovano rozlozeni
sily podél obtékanych stén. K simulacim byl vyuZit numericky software vyvijeny na Katedfe matematiky
FJFI CVUT v Praze, ktery vyuZivé paralelni implementaci LBM v jazyce C++ s vyuZitim architektury
CUDA.

V budoucim vyzkumu je v planu rozsifit pouzity matematicky model i na nenewtonovské tekutiny.
Dale je v planu zaméfit se na analyzu pritoku krve v geometriich reprezentujicich cévy. K tomu bude
vyuZzit jiz zminény implementovany modul pro generovani geometrie. Mimo jiné je také cilem mode-
lovat silové pasobeni a kolizi proudd, ke které miize dochazet po provedeni dplného kavopulmondalniho
napojeni, jeZ je blize popsano v tivodu této prace. V neposledni fadé je planovéno rozsifeni simulaci do
trojrozmérného prostoru.
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