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Abstrakt: Tato prace se zabyva matematickym modelovanim proudéni nestlacitelné newtonovské teku-
tiny a studiem obtékdni pevnych prekdzek. Hlavnim cilem této préce je implementace vypoctu sily me-
todou vymény hybnosti pro 2D a 3D model. Chovani vypoctu sily je ovéfeno na dloze s referencnimi
vysledky publikovanymi v literatufe. V teoretické ¢ésti je predstaven matematicky model proudéni ne-
stlaCitelné newtonovské tekutiny spolu se shrnutim zakladnich aerodynamickych pojmu. Ve druhé ¢asti
se Ctendf sezndmi s miiZkovou Boltzmannovou metodou (LBM) a posledni ¢ést je vénovana diskuzi
aplikace LBM s implementovanym vypoctem sily na vhodné zvolenou testovaci dlohu. Implementace
metody vymény hybnosti do LBM koédu byla tsp€sna v obou modelech a obdrzené vysledky odpovidaji
referencnim vysledkiim v literature.
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Abstract: The work deals with mathematical modeling of Newtonian incompressible fluid flow and with
the study of flow around solid obstacles. The main goal of this thesis is to implement force computation
using momentum exchange method for 2D and 3D model. In order to verify behaviour of the force
computation, results are compared to the reference. In the theoretical part, mathematical modeling of
Newtonian incompressible fluid flow, together with an introduction to the aerodynamics concepts are
presented. In the second part, the reader is introduced to the Lattice Boltzmann method (LBM) and the
last part of the thesis is devoted to the discussion of the results of the application of LBM with imple-
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Uvod

Tato price se zabyva problematikou simulace proudéni tekutin (z anglického computational fluid
dynamics, ddle CFD), coZ je jedno z nejvice zkoumanych odvétvi numerické matematiky a zdroven in-
tenzivné vyuzivané v praxi, napiiklad ve Formuli 1. Ve zminéném motorsportu, ale i automobilovém
primyslu obecné, jsou ndklady spojené s optimalizaci vozli vysoké. Nejen proto jsou stédle vice expe-
rimentalni modely v ranych fazich projektd nahrazovany numerickymi simulacemi. Mezi dal$i vyhody
numerickych simulaci patii moZnost snadno je pozménit na jednotlivé tlohy.

Numericka metoda studovana v této bakalarské praci je miizkova Boltzmannova metoda (LBM, z an-
glického Lattice-Boltzmann method) vyvinuté na pfelomu 80. a 90. let dvacéatého stoleti. Diky moZnosti

Vv

paralelnich vypocti na GPU tési se tato metoda rozmachu hlavné v poslednich patndcti letech, kdy jsou
kréatce nahlédnout do problematiky aplikace LBM na simulaci proudéni tekutiny okolo prekazky.

K numerickym simulacim byl vyuZivdn kéd LBM napsany v jazyce C++, ktery je jiZ nékolik let
vyvijeny na KM FJFI CVUT v Praze. Kéd vyuZiva softwarové architektury CUDA, kterd umoZiiuje pa-
ralelni vypocCy na grafickych kartach. Tento k6d byl modifikovan dle potfeb zadani prace, zejména v ném
byla implementovana metoda vymény hybnosti pro vypocet sily pisobici na téleso pii obtékani, s ¢imZ
souvisi i vypocet bezrozmérnych koeficient. Pro implementaci metody vymény hybnosti bylo nejprve
nutné na grafické karté rozdélit vypocet kolize a Sifeni, abychom ziskali sprdvné hodnoty k vypoctu sily.
Daile se v ramci této prace podafilo rozsifit SDL o ukazatel fluktuaci v redlném cCase.

Price je rozdélena do tff kapitol. Nejprve se Ctendf sezndmi s matematickym modelem dynamiky
tekutin, zdkladnimi pojmy z aerodynamiky a formulaci tlohy, v dal$i ¢asti je predstavena miizkova Bolt-
zmannova metoda pouZita ptfi numerickych simulacich. Spolu s pfedstavenim LBM je v této ¢asti uveden
i algoritmus pro vypocet sily metodou vymény hybnosti, ktery byl v rdmci této prace implementovan. Po-
sledni, tfeti Cast, se vénuje vysledkiim aplikace miizkové Boltzmannovy metody. V této Casti je nejprve
diskutovédna spravnost implementace vypoctu sily ve 2D modelu, ndsledné je tento vypocet diskutovan

i ve 3D. K ovéreni se vyuZije referencnich hodnot publikovanych v [6].
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Kapitola 1

Matematicky model

1.1 Vypocetni oblast

Jako vypocetni oblast budeme chépat oblast Q ¢ R>, uvnitf které umistime pevné téleso Q;, C Q,
viz obrézek[1.1] Dale uvazujeme Casovy interval 7 = (0, T) € R pro T > 0. Rovnice popisujici dynamiku
tekutin popiseme v R3, pfi implementaci 2D tlohy budeme uvaZovat tfeti rozmér jako jednotkovy.

Q

Obrazek 1.1: Dvourozmérnd vypocetni oblast Q s télesem €, umisténym uvniti oblasti.

1.2 Popis dynamiky tekutiny

Pfi makroskopickém pohledu se 1ze na tekutiny divat jako na kontinuum, tedy spojité prostredi,
ve kterém Ize zanedbat Casticové vlastnosti tekutin a 1ze na jeho popis pouZzit diferencidlni pocet. To plati
také pii omezeni se jen na velmi malou ¢ast kontinua. Odtud dostdvame zdkon zachovani hmoty (neboli
rovnici kontinuity) v konzervativnim (diferencidlnim) tvaru

dp
ar (pu) (1.1)
kde p = p(x,1) [m s3] je hustota tekutiny a u = u(x, ) [m s~1] vektor rychlosti pro x € Q [m], t € 7 [s].
K rovnici (I.1)) je$té postupné pfidime zdkon zachovéni hybnosti a zdkon zachovéni energie, a dostaneme
tak kontinuum popisujici Navierovy-Stokesovy-Fourierovy rovnice v konzervativnim tvaru

d(pu;) p Ota Ot Ot

——+V-(ouu)=—-—7—+—+—+— +pF;, i €{1,2,3}, 1.2
ot V- Gouiat) 8x,-+8x1+8x2+5)C3 tpki el } (-2
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0

2 3
+V. p(E+u?)u}=V-(KV9)+pF-u+pQ+Z—[Zuirik]—v-(pu), (1.3)

0 u’

)
kde p = p(x,1) [kg m~! s72] vyjadiuje tlak okolniho materidlu, F = F(x,t) [kg m s72] je objemova sila
vztaZend na jednotku hmotnosti a nakonec je zaveden dynamicky tenzor napéti Tp = (7;;) [kg m~!s72].
Dile E = E(x, ) [kg m? s~2] vyjadfuje specifickou vnitini energii,  se nazyva koeficient tepelné vodi-
vosti, § = 6(x, t) [K] je teplota tekutiny a Q = Q(x, ) [kg m? s~3] je hustota tepelnych zdrojt na jednotku
hmotnosti.

UvaZujeme newtonovskou tekutinu, pro kterou maji sloZzky dynamického tenzoru napéti tvar

3
= o\

Ou:
Tij=/lV'u+2/la—ul i=j (1.4)
Xi
Ou; Ou; o
Tij:Tﬁ:'u(a_x;Jra_xi) L+ (1.5)

kde u [kg m~! s7!] se nazyva soucinitel molekuldrni viskozity nebo také dynamicka viskozita a plati
u = pv. Ve vztahu (T.4) se objevuje také druhy viskézni koeficient A [kg m~! s~!], pro ktery se ¢asto
pouZziva Stokesova hypotéza [10]

2
A=—-Zpu. 1.6
3H (1.6)

1.3 Charakteristické veliciny

Pro popis a nésledné vyhodnoceni proudéni tekutin ve vypocetni oblasti Q je nutné zavést nékolik
veli¢in, pomoci kterych lze proudéni l1épe charakterizovat a rozliit.

1.3.1 Reynoldsovo ¢islo

Pro popis dynamiky tekutin je vyhodné pouZit bezrozmérny popis veli¢in. Pro pfevody mezi systémy
jednotek se pouziva Reynoldsovo ¢islo, bezrozmérna veli¢ina definovand vztahem

f _ lowo

Re = ,
tov v

1.7

kde lp [m] je charakteristicka délka, kterd je pro simulace vétSinou volena jako jeden z rozmért oblasti
Q nebo Qy, dile ug [m s~'] je charakteristicka rychlost a #o [s] je charakteristicky &as spliiujici vztah
to = i—‘(’) Rychlost 1y volime jako maximalni nebo primérnou rychlost pfedepsanou ve vypocetni oblasti
Q.

Pfi implementaci mfiZkové Boltzmannovy metody pfejdeme za pomoci Reynoldsova ¢isla od fyzi-
kalnich jednotek k bezrozmérnym. Pfi pfevodu vyuzijeme principu podobnosti, tj. vlastnosti Reynold-
sovo Cisla, Ze jeho hodnota ziistava v obou systémech stejnd, viz [13]].

1.3.2 Bezrozmérné koeficienty

Aerodynamické sily pisobici na téleso vyvolané proudici tekutinou se déli na dva hlavni typy. Prvni
skupinou jsou tlakové sily piisobici kolmo na povrch télesa, zatimco druhou skupinu tvoii tieci sily.
Vzhledem k t€émto prispévkim mohou byt vysledné sily rozdéleny na odlisné Casti. Pfirozené za tyto
¢asti volime jednotlivé prispévky do sméri kartézskych os spojenych s télesem a smérem obtékani [11]:

12



e Odporova sila D (z anglického Drag force) je rovnob€Zna na pohyb télesa.
e Vztlakova sila L (z anglického Lift foce) pisobi ve sméru normaly kolmé na povrch Zemé.

e Bocni sila Y (angl. Side force) je sila ve sméru osy y.

tVztlakové A‘lporové sila

sila ~——
<J ‘
\\

]
SIS0

N /

=

Obrazek 1.2: Sméry komponentil aerodynamické sily.

Z. dtivodu zavislosti té€chto sil na parametrech tekutiny, zavedeme nyni bezrozmérné koeficienty. Tyto
koeficienty budou zavislé pouze na geometrii télesa a pomohou nam tedy 1épe zkoumat jeho vlastnosti.
Definujeme:

2D

Cp = p[]—ZA’ (183)
2L

Ccr = m, (18b)
2y

cy = pUZA’ (1.8¢c)

kde U znaci charakteristickou rychlost a A obsah primétu télesa do sméru kolmého na proud tekutiny.
Koeficienty cp a ¢y nazyvame po fadé odporovy a vztlakovy a cy je koeficient bo¢ni sily.

V této prici si vystatime jen s cp, pripadné c;. Bo¢ni silu a koeficient s ni spojeny zde uvddime
pro tplnost a pfipadné budouci vyuziti.

1.4 Turbulence

Turbulenci myslime takové proudéni, které je neuspofddané v Case i prostoru, avSak definovat tur-
bulenci rigor6zné je velmi obtizné. To, jak rozumime turbulenci, je proto lepsi vyjadfit pomoci vyctu
vlastnosti, které takové proudéni ma: [[16]]

1. Nahodnost: Turbulentni proudéni je nahodné v tom, Ze i nejmensi vychylky jsou po Case natolik
velké, Ze jakakoliv predpovéd’ uz neni mozna.

2. Difuzivita: Transportované skaldrni veli¢iny jsou promichdvdny mnohem rychleji neZ pfi béZné
difuzi.
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3. ViFivest: Takovéto proudéni ma vysoké lokdlni hodnoty vifivosti, coZ koreluje se vznikem Cetnych
virovych struktur.

4. Spektrum méritek: Rozméry virovych struktur jsou omezeny z horni strany rozméry oblasti,
ve kterych vznikly a z dolni pak velikost{ virQ, které disipuji.

5. Prostorovost: Viry se objevuji v ndhodnych mistech prostoru turbulentniho proudového pole.

6. Disipativnost: Pri turbulenci se kinetickd energie nevratné méni na teplo. Pro zachovani turbulent-
niho proudéni je nutné neustdle doddvat energii.

7. Nelinearita: Vyvoj turbulentniho proudéni v ¢ase nema linearni pribeh.

Z nestabilniho chovéni turbulentniho proudéni je zfejmé, Ze popis takového proudéni nebude tri-
vidlni. Totiz vyjadfeni okamzZitého stavu proudéni tekutiny v oblastech, kde dochdzi k turbulenci, je
z podstaty Navierovych-Stokesovych rovnic obtiZné.

1.4.1 Reynoldsuv rozklad

Jednim ze zpisobi, jak popsat turbulentni tlakové a rychlostni pole, je pomoci statistického pristupu.
Rovnice zaloZené na stfednich hodnotach sestavil na konci 19. stoleti Osborne Reynolds [12].

Reynoldstv rozklad zde zavedeme pouze pro rychlost, obecné by se vSak dal definovat i pro jiné ve-
li¢iny. Reynolds pfi definici pfedpoklddal, Ze rychlostni pole u(x, ) 1ze rozloZit na slozku casové stfedn{
rychlosti u(x, t) a fluktuaci u’(x, ) podle vztahu

u(x,r) = u(x,t) +u'(x,1). (1.9

Pomoci tohoto rozkladu pak zavddime turbulentni kinetickou energii k vztahem

k= %((u;f + () + (w)) (1.10)

1.5 Formulace 2D tlohy

V této ¢asti zformulujeme dlohu proudéni tekutiny a obtékani piekdzek ve 2D. Méjme dvourozmér-
nou obdélnikovou oblast Q = (0, W) x (0, H), viz sekce kde W, H € R*, ve které proudi tekutina,
a Casovy interval 7 = (0, T) pro T € R*.

Proudéni v oblasti Q uvaZujeme jako izotermalni a nestlacitelné ( p = konst). Pro izotermalni systém
s nestlacitelnou, newtonovskou, vazkou tekutinou méjme zdkony zachovani ve tvaru

2
Ou;
Sy, (1.11a)
=1 0x;
Oui Z () Zzl 0 (du, 0uj)_OP iy (1.11b)
Por ox; TR Lo \ox; T o) "o DD '

na Qx 7, kde u = (u1,uz)’ je dvourozmérny vektor rychlosti a x; zna¢i po fadé slozky polohového
vektoru x = (x1, x2)7. VSechny veli¢iny jsou obecné zavislé na poloze x a Case t.

14



X2

l_‘in 1_‘out

Y Y
()= T > W X1

Obrazek 1.3: Schéma 2D oblasti Q = (0, W) X (0, H) [m] s rozloZenim hranice.

Ulohu feSime s okrajovymi a pocdtecnimi podminkami ve tvaru

N _x
(Vp(x, H—-vp Au) -n=0, u(x,t) = (4U°° (()1 H ) Y(x,t) eI, x 1, (1.12a)
Vp(x,t)-n=0, ulx,n)=0 V(x,1) el x 1, (1.12b)
p(x’ t) = pOut(xa t) Vu,'(x, t) ‘h = 0 V(x, t) € rout X -Z-7 Vl € {1, 2}’
(1.12¢)
Vp(x,t)-n=0, u(x,0)=0 Vx € Q, (1.12d)

kde n oznacuje vnéjsi normalu a rychlost na vstupu, tj. v ¢asti hranice I';, ma parabolicky profil. Vyraz
vp Au je pro podminky (T.12b), (T.12¢) a (T.12d)) nulovy. Jednotlivé podminky budou popséany v sekci
2.4

1.6 Formulace 3D tlohy

V této ¢asti zformulujeme tlohu proudéni tekutiny a obtékani prekdzek ve 3D. UvaZujme tfirozmér-
nou oblast ve tvaru kvadru Q = (0, W) x (0, H) x (0, H), viz sekce kde W, H € R*, ve které proudi
tekutina, a ¢asovy interval 7 = (0,T) pro T € R*.

Proudéni v oblasti Q uvaZujeme jako izotermalni a nestlacitelné ( p = konst). Pro izotermaln{ systém
s nestlacitelnou, newtonovskou, vazkou tekutinou méjme zdkony zachovéni ve tvaru

3
Z%:o, (1.132)
iz1 o
3 3
u; 9 o (ou Ou)\ P
dui Dy =pr S (2 2 80,3, 1.13b
" +p;ax,-(”f”) pV;axj(aijrax,-) o b2 (1,135
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na Qx 7, kde u = (uy,up,u3)’ je tfirozmérny vektor rychlosti a x; zna&f po fadé slozky polohového
vektoru x = (x1, x2, x3)”. Viechny veli¢iny jsou obecné zdvislé na poloze x a Case 7.
Ulohu fe§ime s okrajovymi a pocate¢nimi podminkami ve tvaru

16U (Hxy — X%)(HX3 — x%)

(Vp(x, N —vp Au) ‘n=0, ulx,f)=| H 0 ) V(x,1) € Tiy X I,
(1.14a)
Vp(x,t)-n=0, ulx,1)=0 Y(x,t) eIy x 1,
(1.14b)
p(x, 1) = pour(x,1)  Vui(x,t) -n=0Vie{l,2}, Y(x,t) € Loy X 1,
(1.14¢)
Vp(x,t)-n=0, ux,0)=0 Vx € Q, (1.144)

kde rychlost na vstupu, tj. v ¢4sti hranice I';,, mé parabolicky profil [6] a » oznacuje vnéjsi normadlu.
Pro korektnost zminime, Ze parabolicky profil ureny vztahem neni konzistentni s pfesnym fe-
Senim pro proudéni v oblasti s obecné obdélnikovym prifezem. Spravné feseni bychom nasli za pomoci
nekoneéné Fourierovy fady, viz [5)]. Vyraz vp Au je pro podminky (1.14b), (1.14c) a (1.14d) nulovy.
Jednotlivé podminky budou popsény v sekci[2.4]
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Kapitola 2

Mrizkova Boltzmannova metoda

Mrizkova Boltzmannova metoda (LBM, z anglického Lattice-Boltzmann method) je numericka me-
toda pro simulace tekutin vyvinutd na konci dvacédtého stoleti. Nasledujici fAdky budou vénovany popisu
principu této metody v prostoru R3.

LBM je zaloZeno na mezoskopickém popisu tekutiny za vyuZiti predpokladu, Ze tekutina se skldda
z &astic a je popsédna jednoCasticovou pravdépodobnostni hustotou f [kg m™© s3], f = f(x,&,1). Tato
funkce vyjadiuje pravdépodobnost vyskytu fiktivni ¢4stice v malém okoli H,y ¢ R3 bodu x s rychlosti
v malém okolf Hg C R® rychlosti § = (£1,&,&3)"[ms™'] v ¢ase t € R}. Oznatime-li E prostor rychlostf,

plati £ € Z = R?. Vyvoj distribu¢ni funkce f(x, £, f) popisuje Boltzmannova transportni rovnice

f > ,0f = Of
e +;§la—x£ +;g,6§i =C, (2.1)

kde g = (g1, gz,g3)T [ms™2] je vektor zrychlenf a C [kg m~0 §?] je kolizni operétor, ktery popiSeme
v sekci

Pro diskretizaci prostoru se pouZivd pravidelnd mfiZka (angl. lattice). Diskrétni prostor rychlosti
zavisi na rychlostnim modelu, ktery zna¢ime DdQq, kde d je dimenze prostoru a g vyjadiuje pocet smért
Siteni z kazdého uzlu. Mezi nejvice pouzivané modely patfi modely D2Q9 a D3(Q27 znazornéné na
obrazku [2.1] Poznamenejme, Ze rychlostni model vychazi z diskretizace prostoru rychlosti Z, pfi které je
cilem co nejpresnéjsi aproximace makroskopickych momentd (integralG) pomoci Gaussovy—Hermitovy
kvadraturni formule [[14].

V této praci budeme uvaZzovat rychlostni model D2Q9 pro oblast Q ¢ R? s rozloZzenim rychlosti

ko= {o}-G)-(0)-(o)} (G361 (o - =

amodel D3Q27 pro oblast Q@ C R? s rychlostmi {£;}7%,

T TR TR
IBEEEBCEECE
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) & é
X2
X3 N
&3 0 3 I Y
X1 x|
£ £, a
(a) D209. 2
(b) D3Q27.

Obrazek 2.1: Znazornéni rychlostnich modeld D2Q9 a D3Q27.

2.1 Diskretizace vypocetni oblasti

Nyni pro oblast  definovanou v kapitole zavedeme diskretizaci izotropni miizkou Q. Tato
mifiZka m4 tvar

() = {x; ¢ = (ih, jh Ch)T |0 €{0,1, s Ny — 1} € 10,1, Ny — 11,€ €{0, 1, .N. — 1)}, (2.4a)
O ={(x;jeli€ll,2 Ny =2} j € {12, N, = 21 L € {1,2, .. N, — 2}, (2.4b)
=00, (2.4¢)

kde I' je mnozZina uzld diskretizujici hranici vypocetni oblasti Q a Q oznacuje jeji vnitfek. Vzdalenost
mezi sousednimi uzly ve sméru os x a y uvazujeme v celé miiZce stejnou (uzly v miizce jsou ekvi-
distantn{), ozna¢me ji #. MnoZinu uzli x € Q, které jsou zaroven obsaZeny i v oblasti €, oznacme €);,.

Hranici této mnoziny fb budeme rozumét uzly x; € f}b, pro které existuje k € {1, 2, ...,q — 1} tak, Ze uzel
xp + At€, & Q. V piipadé dvourozmérné oblasti tfeti soufadnici neuvaZujeme.
Pro Casovy interval 7 zavadime diskretizaci pomoci ekvidistantniho intervalu Z definovaného

I={=iA]i€{0,1,..,N,—1}}, (2.5)
kde N, e Na At = %,-
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Q,

Iﬂin l—‘out

I

Iy

I

(a) Dvourozmérnd vypocetni oblast Q s hranici I" rozdélenou na vstup I, stény I'y a odto-
kovou ¢&4st I, definovand v sekci ['1;1'}
A

v

(b) Dvourozmérna vypocetni oblast Q diskretizovana ekvidistantni mfiZkou Q s diskrétni hranici [
rozdélenou na vstup I';,, stény I'y a odtokovou cast I',,,.

Obrazek 2.2: Schéma pfevodu dvourozmérné oblasti Q na diskrétni oblast Q pomoci izotropni ekvi-

distantni mfizky. Pfekazka €, je diskretizovana na €}, s hranic{ f;, a vnitikem €.

Po diskretizace ziskdvame z rovnice (2.1)) diskrétni miiZzkovou Boltzmannovu transportni rovnici

Jilx + At€, t + At) — fi(x, 1) = Cr(x, 1) + Sk(x, 1), (2.6)

kde index k znali ke kterému sméru v daném modelu dand rovnice piislusi, ¢ili index k miiZze nabyvat
hodnot od 0 do g — 1. Déle se v rovnicich vyskytuje diskrétni silovy ¢len S, jehoZ podoba zavisi, stejné
jako u kolizniho operatoru Cy, na zvoleném typu LBM [[7, [§]].

Rovnici (2.6) 1ze ptepsat do tvaru

filx + Atg, t + A1) = fi(x,1), (2.7)

kde f;" nazyvdme postkolizni distribu¢ni funkef, pro kterou plati

fi @, t) = fi(x, 1) + Ci(x, 1) + Si(x, 1). (2.8)
Rovnice (Z.7) plati Vx € Q,Vk € {0, 1, ...,qg — 1},Vt € {0, 1, ..., N, — 1}.
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2.1.1 Prechod k bezrozmérnému systému jednotek

V ramci této Casti rozliSime fyzikalni a bezrozmérny popis jednotek. Mezi témito systémy budeme
piechézet za pomoci Reynoldsova ¢isla definovaného dfive vztahem (1.7).

Charakteristické veli¢iny pro LBM budeme znacit ¢arkami, fyzikdlni budou bez carek. Z rovnosti
Reynoldsovych ¢isel pak dostavame

1/2 T4 o 12
0 _ 00 _Re/=Re=-""=2L, (2.9)
IoviBM  VLBM 4 fov

kde up [ms™!] je charakteristickd rychlost, [o [m] charakteristickd délka, 7y [s] znaci charakteristicky
cas a v je kinematickd viskozita zminénd diive. Tyto veliCiny popisuji fyzikalni systém. Pfi nastaveni
simulace volime ug, ly, v a charakteristicky Cas je pevné urcen vztahem uy = f—g Cérkované veli¢iny
znali analogicky charakteristické veli¢iny v LBM popisu - volime viskozitu vy gy, poet uzld [, pocet
iteraci 7, ze kterych dopocteme u,. Tyto veliCiny ndm umoZni definovat

polo (2.10a)
I

A=, (2.10b)
)

kde & [m] oznacuje prostorovy krok, tj. vzdalenost mezi uzly, a Az [s] vyjadiuje Casovy krok neboli délku
trvani jedné iterace.

Dale budeme v této kapitole pouZzivat jen bezrozmérné veli¢iny v LBM, proto pro zjednoduseni
zapisu budeme pfi jejich zpisu vynechdvat carku.

2.2 Makroskopické velic¢iny

V této ¢asti si zavedeme vztahy, pomoci kterych vypocteme makroskopické veliciny:

g-1
p=> fo (2.11a)
k=0
p=cp, (2.11b)
q_l 1
pu=y" fif + Mg, 2.11¢)
k=0 2

kde ¢, je rychlost zvuku, ktera zavisi na zvoleném modelu, pro D209 i D3Q27 plati ¢y = \/Lg V posled-

nim ze vztaht (2.11c) miizeme rozpoznat definici statistické stfedni hodnoty, stfedujeme zde rychlosti &
s jednotlivymi pravdépodobnostmi fi pro k € {0, 1,...,q — 1}.

2.3 Algoritmus LBM

Cely algoritmus mrizkové Boltzmannovy metody Ize rozdélit do nékolika Casti.

1. Inicializace, béhem které se nastavi hodnoty diskrétni distribu¢ni funkce podle pocatecnich a okra-
jovych podminek. Oba typy podminek budou popsany v sekci[2.4]
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2. Cyklus se bude opakovat, dokud nebude splnéna podminka ukonceni simulace (dokud ¢ < T'):

(a) V ramci cyklu jsou nejprve vypocteny makroskopické veli¢iny ze vztaht (2.11).
(b) Nasleduje kolizni krok, tj. vypocitaji se postkolizni distribu¢ni funkce pomoci vztahu (2.7).

(c) Pii kroku Sifeni rozesle algoritmus hodnoty diskrétni distribu¢ni funkce v pfislusnych smé-
rech. Nasledné se spoctou hodnoty distribu¢ni funkce v dal$im ¢asovém kroku. Ty zavisi
pouze na hodnotéch, které dorazi z okolnich uzli.

vvvvvv

proto se jimi budeme Venovat vice v nasledujici Casti @

3. Ukonceni algoritmu.

Pro kolizni krok je nutné jesté definovat diskrétni aproximaci Maxwellovy-Boltzmannovy rovno-
vazné distribucni funkce fke 9 Vke{0,1,..., q — 1}, kterd mé tvar

ﬁqw,u>=pwk(1+fk2 LEw u)7

cs 2c% 2c?

(2.12)

kde wy, jsou vahy, které maji tvar podle zvoleného rychlostniho modelu [[1]. Pro model D209 jsou ve tvaru

411111 1 1 1
8
S A 2.13
Wiedio {9999936 36736’ 36} 213)

Viéhy pro pripad D3Q27 maji tvar

8 _
5. k=0,
2
we =127 {1 2,3, .6}, (2.14)
= €{7, 18},
54>
1
Sl {19 20 ,26).
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Inicializace

f

Makroskopické veli¢iny —

f

Kolizni krok

{ |

Krok Sifeni

f

Okrajové podminky

f

Podminka ukonceni Ne

+An0

Ukonceni algoritmu

Obrazek 2.3: Schéma algoritmu LBM.

2.4 OKkrajové a pocatecni podminky

Pfi simulaci fyzikdlni dlohy mdme vétSinou zvoleny makroskopické parametry tlohy, jako jsou na-
priklad hustota tekutiny p, rychlost v oblasti # nebo tlak p. Pro tyto parametry je potieba predepsat
pocatecni a okrajové podminky. Jejich formulaci v mezoskopickém LBM popisu uvedeme v této kapi-
tole. V8echny podminky jsou v této sekci zavedeny pro 2D model. Pro Gplnost zminime, Ze v ptipade 3D
jsou vSechny podminky definované analogicky [7, 18]

24.1 Pocatecni podminka

Jednou z moZnosti na pocatecni podminku v Case ¢t = 0 je poloZit distribu¢ni funkce f; v uzlech
x;j € L rovny rovnovaznym distribu¢nim funkcim fke 1 Yk €1{0,1,...,8}, kde f]f a je uréeno z predepsa-
nych hodnot hustoty p;,; a makroskopické rychlosti u;y;, tj. Yk € {0, 1, ..., 8} vztahem (2.12))

fi(xi.j,0) = £ W (pini(%i ), Wini (X)) (2.15)
Tato volba je snadno implementovatelnd a vypocet je méné Casové naro¢ny, avSak mohou nastat pro-

blémy s kompatibilitou s okrajovymi podminkami, viz [15].

2.4.2 Vstupni podminka

s~ 2

Na vstupni &sti hranice [, predepiSeme hodnoty rovnovazné distribuéni funkce vypo&itané pro za-
danou hustotu a rychlost. V této praci budeme zkoumat dvé varianty (P a G) tohoto ptfedpisu — s kon-
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stantn{ zadanou hustotou (p = 1) (varianta P) a s modifikaci odpovidajici pfedepsdni gradientu tlaku
(varianta G). Tuto modifikaci pouZijeme pouze ve dvourozmérné dloze.

Pro prvni variantu pfedpokldddme, Ze do oblasti proudi tekutina se zndmou hustotou. V LBM je hus-
tota navédzdna na tlak vztahem (2.11b), a proto neni tato podminka konzistentni s okrajovou podminkou
(1.124).

Ve druhém pripadé budeme predpokladat, Ze do oblasti proudi tekutina s Hagenovym-Poiseullieovym
rychlostnim profilem a Ze misto hodnoty tlaku (hustoty) 1ze na vstupu pfedepsat hodnotu gradientu tlaku
(hustoty) podle vzorce

op _ ,0p i
— = =2yr—— 2.16
(3)61 Csaxl v ( )

(%)

kdy gradient tlaku budeme pfi samotné implementaci aproximovat jeho diferenct.

2.4.3 Full-way bounce-back okrajova podminka

Tato okrajovd podminka je zaloZena na odrazu my§lenych &astic tekutiny od hranice I zp&t do oblasti
s tekutinou Q. Diky této vlastnosti je vhodna pro simulace proudéni tekutiny kolem téles. Bylo vyvinuto
nékolik modifikaci této podminky [8]]. V této praci zminime v numerickych simulacich pouZitou full-way
bounce-back okrajovou podminku.

Mgjme uzel x; reprezentujici tekutinu a uzel piekdzky x;, jako na obrdzku [2.4] V této situaci plati
Xp = X7+ At§; pro index k € {4, 7,8}, viz[2.Tal Podminka pfedepsand na hrani¢nich uzlech se dd vyjadrit
vztahem

i@ t) = fi(xpt = A x, €T, xp € O\Q, (2.17)

kde pro index k plati & = —&, a x}, je uzel, na kterém se piedepisuje full-way bounce-back podminka.
Déle popiSeme algoritmus pouze pro odraz od bodu x,, pro zbyvajici uzly by byl postup analogicky,
viz obrazek 2.4

Pii kroku Sifeni v Case ¢ je nactena hodnota distribu¢ni funkce f;(x¢,7) do bodu x;. V dal$im Case,
namisto vypoCtu kolize, je hodnota funkce f; (xs,?) zapsdna do f>(xp,t + Ar). Nésledné dojde k Sifeni
fz(xh, t+ Ar) do uzlu Xr.

Jo 2 fs
© 0Qx O © Ox O © Ox O @) xr O
. "Y'f"g’ """"""""""" A A -
o o, PO 0, 8yl O 0,0 ® o, 0
fa
(a) Po kolizi v Case t — At. (b) Po Sifeni v Case . (¢) Po obraceni sméru (d) Po Sifeni v Case 1 + At.
v Case t.

Obrazek 2.4: Schéma full-way bounce-back okrajové podminky na rozhrani mezi x ¢ a x;.

2.4.4 Odtokova okrajova podminka

Na &4sti hranice T our Nastavime odtokovou podminku dle [3]]. Pro hrani¢ni uzly prislusejici I',,; ne-
existuje uzel, od kterého by obdrZely hodnotu distribu¢nich funkci ve smérech &, k € {3, 6,7}. ReSenim
je nastavit pri kroku $ifeni hodnotu té€chto distribu¢nich funkci dle vztahu
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Vfi-n=0 Vke{3,6,7}, (2.18)

tj. zkopirujeme hodnoty danych distribu¢nich funkci z uzlu pfedeslého (ve sméru od hranice dovnitf
oblasti), viz obrdzek [2.5] V rovnici vystupuje normdlovy vektor n ve sméru vnéj$i normdly k hranici
fOMf‘

(a) Pred sifenim v Case t. (b) Po Sifeni v Case 1 + At.

Obréazek 2.5: Schéma definice postkoliznich distribu¢nich funkci pfi odtokové okrajové podmince,
které budou pouZity pii koliznim kroku v uzlu x; v Case ¢ + Ar. PferuSované Sipky znac¢i postkolizn{
distribucni funkce, plné reprezentuji distribucni funkce, které jsou po kroku $ifeni. Na carkované hranici
I'ous je vyznacen vnéjsi normélovy vektor n.

2.5 Kolizni operatory

Pro LBM existuje nékolik riznych variant diskrétnich koliznich operatorti, podle kterych se pak uvadi
varianty LBM, napt. SRT-LBM [7]], MRT-LBM [9], CLBM [2] aj. Kolizni operator ziskal pojmenovan{
podle jeho vlastnosti charakterizovat lokdln{ redistribuci funkci f(x, &, t) a tato redistribuce nastdva pravé
vlivem srazek castic [8]].

2.5.1 SRT

Kolizn{ operator SRT (Single Relaxation Time, tedy LBM s jednim relaxa¢nim ¢asem) [14] je nejjed-
noduss$im ze vSech operatorti. Pivod ma u Bhatnagarova-Grossova-Krookova (BGK) kolizniho modelu
Castic [[14] a Ize jej aproximovat ve tvaru

A . .
CRT (x,1) = —{( file,t) =[x, 1) VxeQVrel, (2.19)

kde relaxacni Cas 7 znaci, jak rychle systém sméfuje do lokdlni rovnovahy urcené f,f 1 ke{0,1,..,q—1}.
Lokalni rovnovéha je stav, kdy se lokaln{ veli¢iny v ¢ase neméni. Parametr 7 je uréen viskozitou vztahem

(8]

A
o (r - Et) (2.20)
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2.5.2 CLBM pro 2D

Druhym typem LBM pouzivanym v této praci je Centrdlni LBM (CLBM, z anglického Central LBM)
publikované v roce 2007 [2l]. CLBM je zaloZeno na provedeni kolize v prostoru centrdlnich momentd f;.
Uvazujeme rychlostni model D209 a definujeme obecné, resp. centrdlni momenty ve tvaru

8
ma = ) RENED, .21
k=0
resp.

8
ko =) filérn —un)™ (Exn — u2)™, (2.22)
=0

kde @ = (a1, )T € 72 je multiindex a u je makroskopickd rychlost definovand vztahem (2.11c]).
Postkolizni distribuéni funkci f*(x, r) ziskdme formélné vztahem

free0 = f(x,0 + K7'SK(f(x, 1) - f(x, 1)), (2.23)
kde A A A
t At At t
S = diag (—, g —) (2.24)
To T1 T2 T8
pro relaxacni Casy 7;,1 € {0, 1, ..., 8}. Dale matici K volime tak, aby
k.,0) p
ka o) 0
ka,n ki
K = Kf = k(zjo) + k((),g) = k(z’o) + k(()’z) , (2.25)
ko) = koo | [keo — koo
k2,1 ka1
ka2 k1,2)
k2,2 k)
kde prvni tfi sloZky odpovidaji po fadé hustoté p a sloZkdm hybnosti pu
8
koo = ) fi=p, (2.26a)
k=0
8
ko) = Z JilGky —u1) =0, (2.26b)
k=0
8
kon = Y filbea —u2) = 0. (2.26¢)
k=0
Definujeme vektor k°? vztahem
T
K4 = Kf“ = (p,0,0,0,2pc3,0,0,0,pc})" . (2.27)

Pfi zaptsobeni na rovnici (2.23) matici K zleva pak lze rovnici pfepsat ve tvaru

25



K'(x,1) = k(x,1) + S (k4(x, 1) — k(x,1)). (2.28)

Relaxacni ¢asy volime za pfedpokladu izotropni viskozity nasledovné

T4 = T5 = Tshear, (2.29a)
T3=T6=T7=T3=1, (2.29b)

kde Casy 73, 76,77, T3 jsou voleny ke zlepSeni numerické stability kolizniho modelu CLBM a vztah
mezi viskozitou a relaxaénim Casem 7.4, je stejny jako u jinych koliznich model [3]], tj.

At
VLBM = C? (T shear — ?) (2.30)

Pro implementaci je pouZita kaskddova varianta CLBM [2]], kde niz§{ momenty slouzi k vypoctu
momentl vyssich.

2.5.3 CulLBM pro 3D

Kumulantni LBM (CuLLBM, z anglického Cummulant LBM) je typ LBM poprvé publikovany v roce
2015 [3]]. Pouziva se vyhradné pro simulace ve 3D. Kumulantni operdtor je zaloZen na nékolika relaxac-
nich ¢asech pro makroskopické momenty, které jsou jak Galileovsky invariantni, tak i statisticky na sobé
nezavislé.

Uvazujme nyni model D3Q27 a podobné jako v sekci [2.5.2] definujeme obecné, resp. centrdlni mo-
menty ve tvaru

26
ma = ) fill €56, (2.31)
k=0
resp.
26
ke = Z Jelrr —u)™ (€ — u2)™ (Ex s — u3)™, (2.32)

k=0

kde @ = (a1, a2, @3)" € Z3 je multiindex a u je makroskopicka rychlost definovana vztahem (2.11c).
Postkolizni distribu¢ni funkci f*(x, r) ziskdme formdlné vztahem

[0 = fex.n+ MG (N'SNG(Mf“(x,1) - Mf(x.1))), (2.33)

(2.34)

At At At At At At)
711 13 s T T3

S = diag(O, 0,0,0, —, —, —, —, .., —, —
pro relaxacni Casy 7;,i € {0, 1, ..., 26}. Matice M definuje vektor makroskopickych momentd u vztahem

a jeji presny tvar matice 1ze nalézt v [3]]. Déle matice NV definuje kombinace kumulantd pro kolizi, viz [3].
Nakonec nelinearni operator G transformuje vektor obecnych momentt ¢ do tvaru kumulantniho vektoru

y = G(u) = GIMF) = (Y0.0.0)» Y(1.0.0) Y0.1.0)» - ¥22.2))" - (2.36)
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Definujeme vektor y°? vztahem

¥4 = (0.0,0,0,0,0,0,0,0,3p¢2,0,0, ..,0)". (2.37)

Zapusobime-li na rovnici (2.33)) zleva postupné matici M a poté operdtorem G, miiZeme rovnici piepsat
do tvaru

Y'(x.0) = y(x.0) + NT'SN(y“(x.1) - y(x.1)). (2.38)

Za predpokladu izotropni viskozity volime relaxacni casy

T1 = Tshear> (2.39a)
=1 Vie{2,3,4,..23}, (2.39b)
kde pro Tpeqr plati opét
At
VLBM = C? (Tshear - ?) . (2.40)

2.6 Vypocet sily metodou vymény hybnosti

Podstatnd Cast praktické Césti této prace je postavena na vypoctu sily. Tu lze napocitat nékolika
zptsoby napiiklad metodou integrace tenzoru napéti (angl. stress integration method) nebo metodou
vymény hybnosti (angl. momentum exchange method) pouZitou v této préci [4].

Jak uZ nazev metody napovidd, budeme pocitat zménu hybnosti na rozhrani tekutiny a télesa. Popis
uvedeme pro obecny model DdQq. Nejprve definujeme skaldrni pole w(x;) vztahem

1, Xp € Qb,
w(xp) = n = (2.41)
0, xp € Q\Qy,

tj. pro uzlové body nachézejici se uvnitf télesa nebo na jeho hranici je hodnota w(x,) nastavena na 1,
v opacném piipadé je rovna 0. Pro nenulové rychlosti €, oznacime &; rychlost v opatném sméru,

4. & = ~&
Pro bod x;, na hranici télesa €, pro ktery je w(xp) = 1, ziskdme celkovou zménu hybnosti za casovy
krok At nasc¢itanim piispévkil od okolnich uzli

D + £ + At ] [1 - wix, + D] & 2.42)

k+0

kde fl_{* je postkolizni distribu¢ni funkce ve sméru opacném ke sméru f;’.
Sectenim prispévki od vsech hrani¢nich uzld x;, ziskdvame celkovou silu, kterou t€leso piisobi na te-
kutinu

1
F(t)= > = > [ G0+ f Gy + Mg )] [1 = wlaey + Aigp] &y (2.43)

xpely k+0
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Obrazek 2.6: Dvourozmérné schéma opacnych sméra rychlosti £, a £ mezi uzlem x;, a uzlem tekutiny
zachycujici zdkladni mySlenku metody vymény hybnosti. Ve 3D se vypocet provadi analogicky.

2.7 Poznamky k implementaci

V této sekci popiSeme implementaci vypoctu sily metodou vymény hybnosti, ktery byl formalné
popsén v sekci 2.6

Uvazujme 2D tlohu [[.5]s kruhovou piekazkou se stiedem v bodé (sx, sy) o poloméru r-1. Pro vy-
pocet celkové sily (Fx,Fy), kterou pfekdzka pusobi na tekutinu, budeme prochazet jednotlivé uzly te-
kutiny sousedici s pfekdzkou za pomoci bool wall:

Fx = 0;

Fy = 0;

// scanning neighborhood of the obstacle
for( int x = sx-r; X <= SX+I; X++ )

{
for( int y = sy-r; y <= sy+r; y++ )
{
if( map( x,y ) == LBM_BC::GEO_FLUID )
{
// scanning for neighboring wall nodes
bool wall = false;
for( int i = -1; i <= 1; i++ )
for( int j = -1; j <= 1 ; j++ )
if( map( x+i,y+j ) == LBM_BC::GEO_WALL )
wall = true;
// if the neighboring node is a wall, its contribution is computed
if ( wall )
{
real fx, fy;
ComputeForce( x,y, fx,fy );
Fx += fx;
Fy += fy;
}
}
}
}
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V piipadé, Ze dany uzel s prekdzkou sousedi, vypolteme pro tento uzel piispévek k celkové sile
(fx, fy) pomoci funkce ComputeForce():

void ComputeForce( int x,int y,real &fx,real &fy )

{
// array used for computing contribution to this node’s force
dreal SS[ 8 1;
// array used for setting weights
dreal W[ 8 1;
// set scalar array W
for( int i = 0; i <= 7; i++ )
W[ i ] = 1;
if( map( x-1,y ) == LBM_BC::GEO_WALL )
W[ mz ] = 0;
if( map( x,y-1 ) == LBM_BC::GEO_WALL )
W[ zm ] = 0;
if( map( x+1,y ) == LBM_BC::GEO_WALL )
W[ pz 1 = 0;
if( map( x,y+1 ) == LBM_BC::GEO_WALL )
W[ zp 1 = 0;
if( map( x-1,y-1 ) == LBM_BC::GEO_WALL )
WL mm ] = 0;
if( map( x+1,y-1 ) == LBM_BC::GEO_WALL )
W[ pm ] = 0;
if( map( x+1,y+1 ) == LBM_BC::GEO_WALL )
WL pp 1 = 0;
if( map( x-1,y+1 ) == LBM_BC::GEO_WALL )
W[ mp 1 = 0;
// compute momentum exchange according to the equation @z@@
SS[ pz ] = ( pdf[ Fxy(pz,x,y,X,Y) ] + pdf[ Fxy(mz,x-1,y,X,Y) 1 ) * W[ mz ];
SS[ zp ] = ( pdf[ Fxy(zp,x,y,X,Y) ] + pdf[ Fxy(zm,x,y-1,X,Y) 1 ) * W[ zm ];
SS[L mz ] = ( pdf[ Fxy(mz,x,y,X,Y) ] + pdf[ Fxy(pz,x+1,y,X,Y) 1 ) * W[ pz 1;
SS[ zm ] = ( pdf[ Fxy(zm,x,y,X,Y) ] + pdf[ Fxy(zp,x,y+1,X,Y) 1 ) * W[ zp ];
SS[ pp 1 = C pdf[ Fxy(pp,x,y,X,Y) 1 + pdf[ Fxy(mm,x-1,y-1,X,Y) ] ) * W[ mm ];
SSL mp ] = ( pdf[ Fxy(mp,x,y,X,Y) ] + pdf[ Fxy(pm,x+1,y-1,X,Y) ] ) * W[ pm ];
SS[L mm ] = ( pdf[ Fxy(mm,x,y,X,Y) ] + pdf[ Fxy(pp,x+1,y+1,X,Y) 1 ) * W[ pp 1;
SS[ pm ] = ( pdf[ Fxy(pm,x,y,X,Y) ] + pdf[ Fxy(mp,x-1,y+1,X,Y) ] ) * W[ mp ];
// node contribution to the total force
fx = SS[ pp ] + SS[ pz ] + SS[ pm ] - SS[ mm ] - SS[ mz ] - SS[ mp ];
fy = SS[ pp 1 + SS[ zp 1 + SS[L mp ] - SS[ pm ] - SS[ mm ] - SS[ zm ];
}

Tato funkce nejprve nastavi hodnoty pro pole W — nulova bude v piipadé, Ze se v daném sméru nachazi
uzel prekédzky, v opacném piipad€ je hodnota nastavena na 1. Pozice daného sméru v poli je dand indexy
ij,kdei,je {m, z, p} (pismena znaci zménu pozice na dané souradnici — "m" odpovidad hodnoté -1,
"p" znaci hodnotu +1 a v pfipad€ "z" se hodnota neméni).

Po nastaveni pole W se spocitaji prispévky od jednotlivych smérd SS[ ij 1,proi,j € {m, z, p}
za pomoci distribu¢nich funkei pdf[] ziskanych po kroku §ifeni dle vztahu (2.42). Nakonec jsou jed-
notlivé prispévky naséitany do (fx,fy), ¢imZ ziskdme piispévek daného uzlu k celkové sile pocitané

vztahem (2.43)).
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Kapitola 3

Vysledky

V této kapitole shrneme vysledky numerickych simulaci za pouZiti mfizkové Boltzmannovy metody
aplikované na matematicky model popsany v kapitole [I] Pfedmétem zajmu pro nds bude vliv prostoro-
vého kroku /4 a Casového kroku At na feSeni uloh, pricemz Casovy krok Ar je vazan na vypy vztahem
(2.30). Ve vsech tlohdch budeme zkoumat i vliv pfesnosti aritmetiky pocitace, tj. porovndme ziskané
vysledky v zdvislosti na pouZiti jednoduché (32 bitii) a dvojité (64 bitti) pfesnosti pro vypocet.

V prvni ¢asti se zaméfime na otestovani numerického modelu pro tdlohu ve 2D definovanou v ¢ésti
[I.5] Druh4 ¢ast je vénovéna ovéfeni implementace vypoctu sily pro 3D model definovany v[I.6] V obou
¢astech budeme vysledky porovndvat pomoci testovacich tloh popsanych M. Schiferem a S. Turkem

v [6], pfi¢emZ referencni hodnoty budeme oznacovat zkracené S&T.

3.1 Ovéreni implementace vypoctu sily ve 2D

Cilem této sekce je ovéfit spravnost implementace vypoctu sily metodou vymény hybnosti popsané
v sekci Jeden z pfistupu, jak zjistit spravnost naseho modelu, je pomoci bezrozmérnych veli¢in.
V naSem pfipadé se zaméfime na odporovy a vztlakovy koeficient.

Do obdélnikové dvourozmérné vypocetni oblasti Q = (0; 1,64 m) X (0;0,41 m) umistime pevné
dvourozmérny viélec Qy, viz obrizek [3.1]

vy

Implementaci vypoctu sily ovéfime vypoctem odporového a vztlakového koeficientu pomoci vztahl
(1.84a) a (1.8b) aplikovanych na vélec o poloméru r = 0,05 m, tj.

2F

Cp = m, (31&)
2F

L = U—22S (3.1b)

kde Fi, F jsou slozky vektoru sily a § = 0,1 m?> odpovida obsahu podstavy télesa dle [6]. Na vstupu
budeme piedepisovat podminky P a G definované v sekci[2.4.2]a rychlost s parabolickym profilem danou
vztahem (1.12a). Dle maximalni pfedepisované rychlosti rozdélime tuto tlohu na dvé podilohy: stabilni
(s Uss = 0,3 m s™!) a nestabilni (s Us = 1,5m s ).
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Obréazek 3.1: Schéma umisténi kruhového télesa o poloméru podstavy » = 0,05 m ve 2D vypocetni
oblasti Q = (0; 1,64 m) x (0;0,41 m).

3.1.1 Uloha 2D stabilni

Uloha 3.1.1

Vypocet odporového cp a vztlakového ¢y, koeficientu pro 2D piipad se stabilnim proudénim:
Parametry tdlohy:

e Q= (0;1,64 m)x (0;0,41 m)

e 1€(0;15)s

2 -1

e v=102m?s"
Pocatecni a okrajové podminky:

Pro 5 zvolime pocateéni podminku dle[2.4.1

Na I, predepieme postupné vstupni podminky P a G dle a rychlost u dle (I.12a)).
Pro [, zvolime odtokovou okrajovou podminku

e Pro [, zvolime full-way bounce-back okrajovou podminku
Parametry LBM:

o N.xN,e{128ix32i|ie€{l,2,.,11}} e Re=20

o vipy €1{1074,1073,1072,107"} e jednoduch4 a dvojita presnost
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a) c¢p, jednoduché presnost b) ¢p, dvojitd presnost
: ; ; ‘ : —

T T T T T A7

c) cr, jednoduchd presnost d) cr, dvojitd presnost
- ; : —

LA S R N | O T

— — — — Prumérné hodnoty pro podminku P a vppy = 10 — — — — Primérné hodnoty pro podminku P a vppy = 1072
— — — — Pramérné hodnoty pro podminku P a vypy = 1073 — — — — Pramérné hodnoty pro podminku P a vypy = 107
Priimérné hodnoty pro podminku G a vy gy = 1073 e Referenéni hodnota S&T

Obrazek 3.2: Graf zavislosti primérné hodnoty odporového cp a vztlakového ¢y, koeficientu na prosto-
rovém kroku / pro vstupni podminky P a G za pouZiti CLBM pro volbu U, = 0,3 m s~! odpovidajici
Re = 20 pro tlohu pti pouziti riznych vz py. V levém sloupci vystupuji hodnoty pocitané jedno-
duchou presnosti, v pravém sloupci nalezneme hodnoty spoctené dvojitou presnosti. Referencni hodnota
S&T je ptejata z [6]].

Uloha simuluje nastaveni stabilni 2D tlohy s U, = 0,3 ms~! z [6]. Pfedmétem zkoumani
zde jsou zdvislosti bezrozmérnych koeficientt na prostorovém kroku 4, ktery postupné zmenSujeme.
Z obrazku plyne, Ze se zjemnujici se mfizkou se primérné hodnoty koeficientl bliZi k referencnim
hodnotdm v intervalu ¢5,57;5,59) pro cp a (0,0104;0,0110) pro ¢, uvedenym v [6]. Z obrazku @
je ztejmé, Ze v piipadé vypoctu vztlakového koeficientu cy, je vhodnéjsi pouZit pfi vypoctu dvojitou
presnost. Ddle zkoumdme tuto zavislost pro rizné ¢asové kroky At, tj. hodnoty vygy. Z obrazku
vyplyvé, Ze pro zmenSujici se Casovy krok, konverguji koeficienty k referencnim hodnotdm. Pro hodnoty

vrpm NiZ§T nez 1073 jiz nemd smysl, z diivodu numerické pfesnosti, uvazovat jednoduchou piesnost.
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3.1.2 Uloha 2D nestabilni

Uloha 3.1.2

Vypocet odporového cp a vztlakového ¢y koeficientu pro 2D piipad s nestabilnim proudénim:
Parametry tdlohy:

e Q=(0;1,64 m) x (0;0,41 m)
e 1€(0;15)s
e v=102m?s"!
Pocatecni a okrajové podminky:
e Pro 5 zvolime pocdteéni podminku dle [2.4.1
e NaT’, pfedepiseme postupné vstupni podminky P a G dle a rychlost u dle (T.12a).
e Pro I, zvolime odtokovou okrajovou podminku
e Pro I, zvolime full-way bounce-back okrajovou podminku m
Parametry LBM:
e N xN,e{128ix32i|ie€{l,2,..,11}} e Re =100

e vigy € {1074,1073,1072} e jednoducha a dvojita presnost
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a) c¢p, jednoduchd presnost b) ¢p, dvojita presnost
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h [m] h [m]
c) cr, jednoduché presnost d) ¢z, dvojita presnost
T T T ] T T T ————]
2 =
|
s 1,5
O
1 fre i
|
1073
— — — — Maximéln{ hodnoty pro podminku P a vyp;; = 1072 — — — — Maximéln{ hodnoty pro podminku P a v;py = 1073
— — — — Maximaln{ hodnoty pro podminku P a vyzy = 10~ Maximéalni hodnoty pro podminku G a vy = 1073

Referenéni hodnota S&T

Obrazek 3.3: Graf zdvislosti maximdalnich hodnot odporového cp a vztlakového ¢y koeficientu na pro-
storovém kroku 4 pro vstupni podminky P a G za pouziti CLBM pro volbu U, = 1,5 m s~! odpovidajici
Re = 100 pro dlohu pii pouZiti riznych vy gys. Referencni hodnota S&T je prejata z [6].

leoha simuluje nastaveni nestabilni 2D dlohy s U, = 1,5 m s7! z [6]. Zkoumame zde z&vis-
losti bezrozmérnych koeficientli na prostorovém kroku £, ktery postupné zmensujeme. Z obrazku
plyne, Ze se zjemnujici se mfizkou se maximalni hodnoty koeficientl bliZ{ k referencnim hodnotdm v
intervalu (3,22;3,24) pro cp a {0,99; 1,01) pro ¢, uvedenym v [6]]. Dile zkoumame tuto zavislost pro
riizné Casové kroky Az, tj. hodnoty vy gu. Z obrazku[3.2] vyplyvd, Ze pro zmen3ujici se Casovy krok, kon-
verguji koeficienty k referenénim hodnotdm. Pro hodnoty v; gy niZ$i nez 1073 jiz nemd smysl, z diivodu
numerické pfesnosti, uvazovat jednoduchou presnost. Pifpad vy gy = 107!, kviili numerické stabilité pro
velké Casové kroky, nebyl v této simulaci uvazovan.

3.1.3 Shrnuti dlohy

V ramci udlohy [3.1] jsme chtéli ovéfit spravnost a pfesnost implementace sily metodou vymény hyb-
nosti ve 2D. Grafy na obrazcich a vyobrazuji hodnoty koeficientl ¢p a ¢; v porovnéni s hodno-
tami z [6]. V obou pifipadech z obrazki vyplyva, Ze se zjemnujici se miiZzkou a zmensujicim se Casovym
krokem, se hodnoty koeficientt bliZi k referen¢ni hodnotam.
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3.2 Ovéreni implementace vypoctu sily ve 3D

Tato sekce bude, podobné jako sekce [3.1] zaméfena na ovéfeni implementace vypoctu sily porovnd-
nim s referenénimi hodnotami S&T z [6], tentokrit vSak pro 3D model. Porovnani provedeme pro dvé
rizné prekazky — kvadr se tvercovou podstavou a vdlec.

Uvazujme tfirozmérnou oblast ve tvaru kvadru Q = (0; 1,64 m) x (0; 0,41 m) x (0; 0,41 m), do které
umistime pevné vilec, resp. kvddr, viz obrazky resp. [3.4b]

/

/E FOMI

0.16 m

0,16 m

rin

0,1 m

0,I m

ASm

X3
X1

o AN X2

k3 *
* 0,41 m o 041 m

(a) Umisténi valce ve 3D oblasti. (b) Umisténi kvadru ve 3D oblasti.

Obrézek 3.4: Schémata vypocetnich oblasti pro 3D ulohu.

Podobné jako v sekci [3.1] pro nds budou pfedmétem zdjmu bezrozmérné koeficienty cp a ¢y, které
vypocteme dle vztahd

2F
cp=———, 3.2a
D SULSH (3.2a)
2F
p=—3 (3.2b)
pULSH

kde H odpovidi vysce oblasti, tj. H = 0,41 m, a plocha § = 0,1 m? pro obé télesa. Rychlost na vstupu
budeme predepisovat dle vztahu (I.14a) z [6]. Ulohu opét rozd&lime na dva p¥ipady: stabilni (s Us, =
0,45 m s™!) a nestabilni (s Us = 2,25 m s ).

35



3.2.1 Uloha 3D stabilni — valec

Uloha 3.2.1

Vypocet odporového cp a vztlakového c; koeficientu pro dlohu ve 3D s valcovou prekazkou a
stabilnim proudénim:
Parametry tdlohy:

e Q= (0; 1,64 m) x (0; 0,41 m) x (0;0,41 m)

e 1€(0;15)s

2 -1

e v=103m?s"

Pocatecni a okrajové podminky:
e Pro a zvolime pocate¢ni podminku dle

e Na I, predepiSeme vstupni podminku P dle arychlost u dle (T.14a).
e Pro [, zvolime odtokovou okrajovou podminku

e Pro I, zvolime full-way bounce-back okrajovou podminku
Parametry LBM:

o N.x N, e{128ix32ix32i|i€{l,2,3,4,5}}
® ViBM = 1073
e Re =20

e jednoduchd a dvojita presnost
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a) c¢p, jednoduchd presnost b) ¢p, dvojita presnost
T T T T

T T

c) cr, jednoduchd presnost d) cr, dvojita presnost
T T T T T T
0,15 - =40,15 ]
T 0,1F 1 01F 1
S
Q
0,05 F 10,05 - .
RIS R SRR i
’ 278 277 276 ! 278 277 276
h [m] h [m]
Prumérna hodnota cp Prameérnd hodnota ¢y, : -+ Referenéni hodnota S&T

Obrazek 3.5: Graf zdvislosti primérnych hodnot odporového cp a vztlakového ¢ koeficientu na prosto-
rovém kroku £ pro rychlostni profil definovany za pouziti CLBM pro volbu Uy, = 0,45 m s~
odpovidajici Re = 20 pro tlohu [3.2.1] V levém sloupci nalezneme hodnoty pocitané jednoduchou pies-
nosti, v pravém sloupci jsou hodnoty pocitané dvojitou presnosti. Referencni hodnota S&T je prejata z

[6].

Uloha simuluje nastaveni stabilni 3D dlohy s Us = 0,45 ms™! z [6]]. Pfedmé&tem zdjmu pro
nés zde jsou zavislosti bezrozmérnych koeficientli na prostorovém kroku 4, ktery postupné zmenSujeme.
Z obrazku plyne, Ze se zjemnujici se miizkou se primérné hodnoty koeficientl pfi pouZziti dvojité
presnosti bliZ{ k referencnim hodnotam v intervalu (6,05; 6,25) pro cp a (0,008; 0,010) pro ¢z uvedenym
v [6].
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3.2.2 Uloha 3D nestabilni — vélec

Uloha 3.2.2

Vypocet odporového cp a vztlakového c; koeficientu pro dlohu ve 3D s valcovou prekazkou a
nestabilnim proudénim:
Parametry tdlohy:

e Q= (0; 1,64 m) x (0; 0,41 m) x (0;0,41 m)

e 1€(0;15)s

2 -1

e v=103m?s"

Pocatecni a okrajové podminky:
e Pro a zvolime pocate¢ni podminku dle

e Na I, predepiSeme vstupni podminku P dle arychlost u dle (T.14a).
e Pro [, zvolime odtokovou okrajovou podminku

e Pro I, zvolime full-way bounce-back okrajovou podminku
Parametry LBM:

o N.x N, e{128ix32ix32i|i€{l,2,3,4,5}}
® ViBM = 1073
e Re =100

e jednoduchd a dvojita presnost
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a) c¢p, jednoduché presnost b) c¢p, dvojitd piesnost
F T
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Maximalni hodnota cp Maximalni hodnota ¢y, Referencéni hodnota S&T

Obrazek 3.6: Graf zavislosti maximalnich hodnot odporového c¢p a vztlakového ¢, koeficientu na prosto-
rovém kroku / pro rychlostni profil (T.T4a) za pouZiti CLBM pro volbu Uy, = 2,25 m s~! odpovidajici
Re = 100 pro tlohu[3.2.2] Referen¢n{ hodnota S&T je piejata z [6].

Uloha simuluje nastaveni nestabilni 3D dlohy s Us, = 2,25 ms~! z [6]. Zkoumame zévislosti
bezrozmérnych koeficientd na prostorovém kroku £, ktery postupné zmensujeme. Z obrazku plyne,

I 2

Ze pii zjemrniovani miizZky se maximdlni hodnoty koeficientl bliZ{ k referenénim hodnotdm v intervalu
(3,29;3,31) pro cp a (—0,011; —0,008) pro ¢z uvedenym v [6]].
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3.2.3 Uloha 3D stabilni — kvadr

Uloha 3.2.3

Vypocet odporového cp a vztlakového ¢, koeficientu pro tlohu ve 3D s prekazkou ve tvaru kva-
dru a stabilnim proudénim:
Parametry tdlohy:

e Q= (0; 1,64 m) x (0; 0,41 m) x (0;0,41 m)

e 1€(0;15)s

2 -1

e v=103m?s"

Pocatecni a okrajové podminky:
e Pro a zvolime pocate¢ni podminku dle

e Na I, predepiSeme vstupni podminku P dle arychlost u dle (T.14a).
e Pro [, zvolime odtokovou okrajovou podminku

e Pro I, zvolime full-way bounce-back okrajovou podminku
Parametry LBM:

o N.x N, e{128ix32ix32i|i€{l,2,3,4,5}}
® ViBM = 1073
e Re =20

e jednoduchd a dvojita presnost
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a) c¢p, jednoduché presnost b) ¢p, dvojitd presnost
I I

T T

0,3 0,3

Prumérné hodnota cp Prumérnd hodnota ¢y, e Referencni hodnota S&T

Obrazek 3.7: Graf zdvislosti primérnych hodnot odporového cp a vztlakového ¢ koeficientu na prosto-
rovém kroku £ pro rychlostni profil definovany za pouziti CLBM pro volbu Uy, = 0,45 m s~
odpovidajici Re = 20 pro tlohu [3.2.3] V levém sloupci nalezneme hodnoty pocitané jednoduchou pies-
nosti, v pravém sloupci jsou hodnoty pocitané dvojitou presnosti. Referencni hodnota S&T je prejata z

[6].

Uloha simuluje nastavenf stabilni 3D ulohy s Uy, = 0,45 m s~z [6] pro kvadr se ¢tvercovou
podstavou. Pfedmétem zkoumani zde jsou zavislosti bezrozmérnych koeficient na prostorovém kroku
h, ktery postupné zmensujeme. Z obrazku plyne, Ze se zjemiujici se miizZkou se primérné hodnoty
koeficientii pfi pouziti dvojité presnosti blizi k referenénim hodnotdm v intervalu (7,5;7,7) pro ¢p a
(0,06; 0,08) pro ¢, uvedenym v [6].
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3.2.4 Uloha 3D nestabilni — kvadr

Uloha 3.2.4

Vypocet odporového cp a vztlakového ¢, koeficientu pro tlohu ve 3D s prekazkou ve tvaru kva-
dru a nestabilnim proudénim:
Parametry tdlohy:

e Q= (0; 1,64 m) x (0; 0,41 m) x (0;0,41 m)

e 1€(0;15)s

2 -1

e v=103m?s"

Pocatecni a okrajové podminky:
e Pro a zvolime pocate¢ni podminku dle

e Na I, predepiSeme vstupni podminku P dle arychlost u dle (T.14a).
e Pro [, zvolime odtokovou okrajovou podminku

e Pro I, zvolime full-way bounce-back okrajovou podminku
Parametry LBM:

o N.x N, e{128ix32ix32i|i€{l,2,3,4,5}}
® ViBM = 1073
e Re =100

e jednoduchd a dvojita presnost
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a) c¢p, jednoduchd presnost b) ¢p, dvojita presnost
T T T T

2-8 27 2-6 2-8 27 26
h [m] h [m]
c) ¢y, jednoduché presnost d) ¢, dvojita presnost
0,15 O Ccu ednoduchd presnos _0,15>)L L x -
0,1 .
10,05 |
0F 1 0f .
| | | C | | |
2-8 27 2-6 2-8 27 26
h [m] h [m]

Maximalni hodnota cp

Maximalni hodnota cr, . Referencni hodnota S&T

Obrézek 3.8: Graf zdvislosti maximdalnich hodnot odporového cp a vztlakového ¢y koeficientu na prosto-
rovém kroku h pro rychlostni profil (T.T4a) za pouziti CLBM pro volbu Us, = 2,25 m s™! odpovidajici
Re = 100 pro tlohu Referencni hodnota S&T je prejata z [6].

Uloha simuluje nastaveni nestabilni 3D tdlohy s U, = 2,25 ms~! z [6]. Pfedmétem zdjmu
zde jsou zavislosti bezrozmérnych koeficient na prostorovém kroku /4, ktery postupné zmensujeme. Z
obrazku plyne, Ze se zjemnujici se miizZkou se maximalni hodnoty koeficientli bliZi k referencnim
hodnotdm v intervalu (4,35; 4,55) pro cp a (0,025; 0,045) pro ¢y uvedenym v [6]].

3.2.5 Shrnuti dlohy

V rdmci tlohy [3.2] jsme chtéli oveéfit spravnost a presnost implementace sily metodou vymény hyb-
nosti ve 3D. Grafy na obrézcich a[3.8] vyobrazuji vysledné hodnoty koeficientl c¢p a ¢z v
porovnéni s hodnotami z [6]. Ve vSech piipadech z obrazkl vyplyva, Ze se zjemnujici se mfizkou se

N

hodnoty koeficientd pii pouziti dvojité presnosti bliZi k referenc¢nim hodnotam.
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Zaver

Cilem této prace bylo matematické modelovani proudéni a obtékdni prekdZzek nestlacitelnou newto-
novskou tekutinou.

V prvni kapitole byly pfedstaveny rovnice popisujici dynamiku tekutiny spolu se zdkladnimi pojmy
z aerodynamiky a popisem turbulentniho proudéni. V rdmci této kapitoly byly formulovany tlohy ve 2D
i ve 3D. Druhd kapitola byla zaméfena na popis miizkové Boltzmannovy metody (LBM). Déle byl v
této Casti predstaven algoritmus vypoctu sily, kterou vnofené t€leso pisobi na tekutiny metodou vymény
hybnosti.

Tteti kapitola byla vénovana samotnym vysledkim testovini implementace metody vymény hyb-
nosti. Ziskana sila vedla k vypoc¢tu bezrozmérnych koeficienti odporu a vztlaku daného télesa. Sprav-
nost implementace vypoctu sily byla ovéfovana porovnanim bezrozmérnych koeficientd s referenénimi
hodnotami z [6].

K numerickym simulacim byl vyuZivan kéd LBM se softwarem CUDA od spole¢nosti Nvidia umoz-
flujicim paralelni vypocet na grafickych kartdch implementovany v jazyce C++. Tento kéd je vyvijen na
KM FJFI CVUT v Praze. Pro téely této prace byl v tomto kédu implementovan zmifiovany vypocet
sily metodou vymény hybnosti pro 2D a 3D model. Simulace dloh byly provedeny pro dvé rizna Rey-
noldsova ¢isla predstavujici stabilni a nestabilni proudéni. Ve 2D uloze bylo prekdzkou téleso kruhového
tvaru, ve 3D tloze byly za télesa voleny postupné valec a kvadr se ctvercovou podstavou.

V blizké budoucnosti bude cilem rozsitit LBM kdéd o rovnici vedeni tepla a simulovat vyménik
tepla (napf. chladi¢ v auté nebo topeni v mistnosti). V neposledni fadé je v planu implementovat dosud
testované tlohy v softwaru OpenFOAM a porovnat s vysledky LBM.
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