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Abstrakt: Uvazujeme kvazi-relativistickou kvantovou ¢astici na kruznici s komplexnim magnetic-
kym polem. Nejprve vySetiime jeji hybnost s redlnym a komplexnim vektorovym potencidlem.
Pomoci hybnosti ziskdime pro realny potencial magneticky kvazi-relativisticky operator a najdeme
jeho spektrum. Déle pro komplexni potenciél, kdy operatory nejsou samosdruzené, odvodime za
jaké podminky lze ziskat magneticky kvazi-relativisticky operator jako odmocninu m-akretivniho
operatoru. VySetiime jeho vlastnosti a navrhneme jeho tvar. Nakonec ukazeme, za jaké podminky
je kvazi-hermitovsky.

Klicovd slova: komplexni magnetické pole, kvazi-hermitovsky operator, kvazi-relativisticky ope-
rator, odmocnina m-akretivniho operatoru

Title:

Quasi-relativistic quantum particle on a circle with complex magnetic field
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Abstract: We consider a quasi-relativistic particle on a circle with complex magnetic field. First,
the momentum of the particle with real and complex magnetic vector potential is investigated.
Thence, we obtain the magnetic quasi-relativistic operator with real potential and find its spec-
trum. Since operators with complex potential are non-self-adjoint, we derive the condition under
which the magnetic quasi-relativistic operator can be obtained as a square root of an m-accretive
operator. Furthermore, its properties are investigated, and we attempt to construct such opera-
tor. Finally, we derive the condition under which the operator is quasi-Hermitian.
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Uvod

V zakonech elektrodynamiky v klasické fyzice vystupuji jako hlavni fyzikalni veli¢iny elek-
trickd intenzita a magneticka indukce, jez popisuji elektromagnetické pole. V kvantové mechanice
ovSem jejich roli prebiraji skaldrni a vektorovy potenciél, coz je nezbytné napriklad k vysvétleni
Aharonov—Bohmova jevu. Dalsi zménou by mohla byt fyzikiln{ relevance komplexnich parametri
danych veli¢in. V kvantové statistické fyzice se vyuziva komplexni magnetické pole v matema-
tické teorii, stejné jako potencialy elektromagnetického pole v klasické fyzice. Pfed nékolika lety
byl publikovan ¢lanek [14] samotného experimentalniho pozorovani vlivu komplexniho magnetic-
kého pole. Mimo to se v ¢lanku [16] zmifiuje matematickd analogie mezi ¢astici v imaginarnim
magnetickém poli a popisem stability ¢ernych dér.

-----

d
P,i=—t— —a(x
“ dx (z)
s komplexnim vektorovym potencidlem a(x) na kruznici. Operator P, se ukéazal jako dobry model
pro studium kvazi-hermitovskosti. Rekneme, Ze je operator P, kvazi-hermitovsky, pokud spliiuje
se svym sdruzenym operator P; a metrikou © vztah

OP,07 ! =P
Poznatky z tohoto ¢lanku vyuzijeme k ziskdni magnetického kvazi-relativistického operatoru

H, :=+/P2+m?2l.

Kvazi-relativisticky operator byl prvni snahou sjednotit specialni teorii relativity s kvantovou
mechanikou.

V prvni kapitole se sezndmime se zakony popisujici elektromagnetické pole v klasické fyzice.
V dalgi kapitole uvedeme popis elektromagnetického pole v kvantové mechanice a jeji rozsireni do
relativistické a kvazi-hermitovské kvantové mechaniky. Ve tfeti kapitole se seznamime blize s fy-
zikalni motivaci pro komplexni magnetické pole. Na matematicky aparat spektralni teorie vetné
bézi Hilbertova prostoru a vlastnosti kvazi-hermitovskych operéatorti se podivame ve ¢tvrté kapi-
tole. V posledni kapitole provedeme postupné spektralni analyzu operdtoru hybnosti na rtznych
intervalech a operatoru hybnosti s magnetickym potencidlem na kruznici. Nakonec se budeme vé-
novat magnetickému kvazi-relativistickému operatoru, ktery budeme chtit ziskat jako odmocninu
z m-akretivniho operatoru.



Kapitola 1

Magnetické pole v klasické fyzice

Pocatky teoretické fyziky jsou spojeny s Isaacem Newtonem. Isaac Newton ve svém dile
Philosophiae naturalis principia mathematica vyslovil zakon sily:

Zmeéna pohybu je umérnd hybné vtistené sile a nastdvd ve sméru primky, podél niz
stla pisobi.

Matematicky zapsané: F = ma , kde F je sila, m hmotnost a a zrychleni. Tento zdkon nam
umoznuje nalézt trajektorii hmotného bodu, pokud zname silu, kterd na néj ptisobi. V jistych
situacich nam ale Newtonova mechanika a jeho rovnice nemusi stacit. Namisto vektorového popisu
pohybu s konceptem sily se poté zavedla analytickd mechanika se skaldrnimi funkcemi.

Definujme Lagrangeovu funkci L =T — U, kde T je kinetické energie a U potencidlni funkce.
Predpokladejme, ze vtisténé sily vystupujici v Newtonové zakonu jdou vyjadrit pomoci poten-
cialni funkce a systém, ktery popisujeme, obsahuje pouze holonomni idealni vazby, tj. vazby lze
vyjadiit pouze funkei polohy a ¢asu a nedochazi kviili nim k disipaci energie. Za téchto podminek
mizeme Newtonovy rovnice prevést na Lagrangeovy

afony on_
dt \ 9¢; dgi

kde ¢;,qg; jsou obecné soutradnice polohy a rychlosti, i = 1,2,...,s, s je pocet stupnt volnosti.
Lagrangeova funkce je obecné funkci polohy, rychlosti a ¢asu a vyraz % zde vystupuje jako
operator uplné casové derivace.

Pokud umime zkonstruovat Lagrangeovu funkci, ziskali jsme popis bez konceptu sil. Jesté
ale zbyva odvozeni Lagrangeovych rovnic bez Newtonovych zékoni. V analytické mechanice se
misto nich zavadi diferencidlni nebo integralni principy. My zde vyslovime Hamiltontuv integralni
princip stacionarni akce:

Skutecny pohyb mechanické soustavy s holonomnimi vazbami a potencidlnimi silami
v casovém intervalu (t1,t) se déje po takové trajektorii, na niz akce

S [a(t)] = / " L(gs(). (), 1) e

nabyvd staciondrni hodnoty vzhledem k izochronmim variacim s pevngmi konci, pri
nichz 5qi(t1) = (5qi(t2) =0.



Zapsédno matematicky, chceme, aby §5 = 0. Veli¢ina akce S zde vystupuje jako funkcional.
Metodami varia¢niho poc¢tu pro funkcional definovany pres integral ziskame Eulerovy rovnice.
A ty jsou pro tento konkrétni piipad totozné s Lagrangeovymi, které jsme chtéli. Hamiltontv
princip ndm fika, ze skute¢na trajektorie se déje po kiivce, kterd je extremélou funkcionélu,
tj. v jistém smyslu minimalni nebo maximélni. Vyhodou je jeho snadné formulace i v jinych
oblastech fyziky.

JelikoZ obecné soufadnice nemusi mit rozmér délky a Lagrangeovu funkci chceme vyuzivat

i mimo mechaniku, definujeme z Lagrangeovy funkce obecnou hybnost po slozkich p; = g—;, 1=
1,...,s, aobecnou energii £ = q'i(% — L. Dale mtuzeme pomoci Lagrangeovy funkce najit veli¢iny,

které se v daném systému zachovavaji, tzv. integraly pohybu. Veli¢ina F je integral pohybu, pravé
kdyz % = 0. Z toho lze ukézat, Zze pokud Lagrangeova funkce nezévisi na case t, zachovava se
obecnéa energie, a v pripadé nezévislosti na i-té slozce polohy ¢; se naopak zachovéava i-ta slozka
obecné hybnosti.

Lagrangeovou funkci dokédZeme popsat mnoho fyzikilnich situaci. VyfesSit Lagrangeovy di-
ferencialni rovnice druhého fadu ale nemusi byt vzdy snadné a nemusi byt snadno vidét ani
symetrie popisovaného systému, které by vedly k jejich zjednodusSeni. K tomu nam pomuze Ha-
miltonova funkce. Hamilton ukazal, Ze obecnou hybnost mtiZzeme pouZivat jako rovnocennou pro-
ménnou. Diky matematické Legendreovy duélni transformace definujeme Hamiltonovou funkci
H(qi,pi,t) = >, pidi(q5,p5,t) — L, ¢i(qj,pj,t),t), kde rychlosti ¢; jsou funkei polohy, hybnosti
a Casu ziskané ze vztahu p; = %' Fyzikalné predstavuje Hamiltonova funkce obecnou ener-
gii v jinych proménnych. Po derivovani Hamiltonovy funkce se znalosti Lagrangeovych rovnic
dostaneme Hamiltonovy kanonické rovnice

. 9H _ 9H
Q’L - aplv p’L - aq’L?

1=1,...,8s.

Po odvozeni z Lagrangeovy funkce ma prvni sada kanonickych rovnic nedynamicky vyznam,
vyjadiuje pouze vztah mezi hybnosti a rychlosti, zatimco druha sada dynamicky vyznam ma
a je ekvivalentni s Newtonovymi pohybovymi rovnicemi. Z s diferencialnich rovnic 2. fadu jsme

vvvvvv

dostali 2s oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Pro slozitéjsi problémy je snizeni fadu

v

dilezit&jsi nez pocet rovnic.

1.1 Lorentzova sila

Jedna z fundamentalnich interakci v nasem svété je elektromagneticka. Uvazujme nabitou ¢és-
tici v elektromagnetickém poli, kterd ma na néj zanedbatelny vliv. V takovém pfipadé fekneme, ze
na Castici s ndbojem ¢ v elektromagnetickém poli ptisobi tzv. Lorentzova sila F' = q (E + v X B),
kde E = E (x,t) je intenzita elektrického pole a B = B (x,t) je magnetickd indukce. Béhem
historie se zavedly potencialy, kterymi tyto veli¢iny lze vyjadiovat. E = —Vp — %, B=VxA,
kde ¢ je skalarni potencial a A vektorovy. Pomoci nich miZeme definovat potencialni funkci pro
Castici v elektromagnetickém poli U = g(¢ — v - A). Zkusme najit pro tuto ¢astici Lagrangeovy
pohybové rovnice.

Nejdfive sestavime Lagrangeovu funkci L = %m'v2 —q(p—v-A). Lagrangeovy rovnice budeme
pocitat po slozkach ¢ = 1,2, 3. Prvni si spo¢itdme ¢len

oL
8’1)1'

= muv; + q4;.



Na ten nasledné zapusobime operatorem tplné ¢asové derivace

dOLN L DA 0A,
dt 8’Ul' - i q@xj v a 815 '

Druhy ¢len bude
oL Oy n vlaAj
al'i N qa{L‘i 1Y (91’1 '

Dosazenim dostavame

e OA L OAL L 0 DA
i qa.Tj Y 4 ot ani 2% 8:01 N

mas — _6@_8Ai+vaA]~_aAiU
i=4 8$1 8t ]8$i 8%- 1)

0,

g . : Aj ; -
Jelikoz plati E; = —% - 8571; a(vxB), =vj %x? - % j, dostavame
7 ? J

ma; = q(E; + (v x B);), i=1,2,3

nebo vektorové
ma = q(E +v x B).

Vypocitejme konkrétni piiklad ¢astice s ndbojem ¢ v homogenni magnetické pole ve sméru
z, E=0,B = (0,0, B). Pohybové rovnice se zjednodusi na mv = ma = qv x B. Vyjadieno po
slozkach dostdvame nésledujici diferencialni rovnice

@1 = iBUQ, ?}2 = —gB’Ul, ’[)3 =0.
m m

7 treti rovnice vidime, Ze rychlost ve sméru z je konstantni, vs = wg3. Pii zderivovani prvni
rovnice podle ¢asu a dosazeni za ¥ z druhé dostavame

q 2
U1 + (*B) vy = 0.
m

Reseni takové rovnice ma tvar vi(t) = Acos (LBt + ), a tedy va(t) = —Asin (LBt + o).
Zintegrovanim rovnic pro slozky rychlosti ziskame trajektorii ¢astice

1(t) spAsin (LBt + ¢o) + xo1
x(t) = | wa(t) | = | ZyAcos (LBt + o) + oo
x?’(t) Vo3t + To3

A, o, V03, To1, To2, Toz jsou integradni konstanty, které se ziskaji z pocatecnich podminek. Vyraz
% mé rozmér frekvence a nazyva se cyklotronové frekvence. Zavér: Trajektorie nabité ¢astice
v homogennim magnetickém poli méa tvar kiivky zvané Sroubovice s osou, kterd je rovnobézna
s magnetickym polem, a jeji frekvence obéhu nezavisi na rychlosti.

V roce 1905 Albert Einstein vydal svou specialni teorii relativity, ¢imz zménil popis fyzikalnich

déju. K definovani Lagrangeovy funkce jsme pouzili kinetickou energii 7' = %va z nerelativistické

mechaniky. Definujeme relativistickou Lagrangeovu funkci jako L = —mqgc?y/1 — Z—; —U, kde myg
je klidovad hmotnost. Opét si vezméme potencidlni funkci pro ¢astici v elektromagnetickém poli

10



. . . 2
U = q(p — v - A). K sestaveni Lagrangeovych rovnic z L = —mgc?y/1 — Z—qlp—v- A
pouzijeme stejny postup jako v nerelativistickém piipadé. Zapsano vektorové dostavame

d mov
dt / v2
ez
Vidime, zZe vysledek je podobny jako v nerelativistickém piipadé, jen se ndm zménila hmotnost
Mo kterad neni konstantni a nelze ji vytahnout pred derivaci.

=q(E+vxB).

na relativistickou m = >
v

2
Pokud bychom se omezili na homogenni magnetické pole, E = 0, B = (0,0, B), dostavame

d mov
dt F

2

=q(v x B).

Vyuzijeme Einsteiniiv vzorec E = mc® a mame

d (Ev
— (=) =q(vxB).
Vidime, ze Lagrangeova funkce nezavisi na Case, a tedy energie je integralem pohybu, tj. kon-

stantni. Derivace na ni neptisobi a po tpravé mame

dv  ¢c?

Tuto sadu diferencidlnich rovnic vyfesime stejné jako pfedtim. Trajektorie relativistické ¢astice
pak bude

. 2
21(t) —q]iQ Asin <%Bt + ¢o ) + xo1
x(t)= | z2(t) | = qB%A cos (%Bt + @0 ) + xo2
w3(t) vo3t + To3

7da se, ze se tento vysledek o moc nelisi od nerelativistického pripadu. Dulezité je si ale v§imnout
- . 2 2 . . L
opét cyklotronové frekvence we, = % =48 — ﬂ\/1 — % . Zde uz frekvence obéhu zavisi na

m mo

rychlosti ¢astice. Cim je rychlost vétsi, tim je frekvence pomalejsi.

1.2 Maxwellovy rovnice

Samotné elektromagnetické pole popisujeme pomoci dvou sérii Maxwellovych—Lorentzovych
rovnic:

OF .
I. série: V- E=—, VxB:uosoﬁ—i-,uog,

II. série: VXE:—%I:, V-B =0,

kde p = p(x,t) je hustota elektrického naboje, j = j(x,t) proudova hustota, £y permitivita
vakua a pg permeabilita vakua. Proudova hustota j = vp, kde v je rozloZeni rychlosti naboju.

11



Konstanty g a pg jsou uméle zavedeny v soustavé jednotek SI. Permeabilita je definovana jako
po = 47 - 1077 Hm™!, permitivita pak Weberovym vztahem equg = C%, [e0] = Fm~L.

Tyto rovnice popisuji elektromagnetické pole buzené Easticemi (popsané p a j) ve vakuu
nebo v latce na mikroskopické tirovni. Vsimnéme si, Ze pokud neméame ¢asové proménliva (nesta-
cionarni) pole, dostavame nezavislé rovnice pro elektrické a magnetické pole. V nestacionarnim
pripadé uz ale zavislé jsou a popisujeme elektromagnetické pole.

Ve fyzice vzdy hleddme veli¢iny, které se zachovéavaji, a jedna z nich je naboj. Zédkon zachovani
naboje je vyjadfeny v diferencidlnim tvaru rovnici kontinuity

dp
ot
Rovnici kontinuity lze odvodit i z I. série Maxwellovych rovnic. Rovnici V x B = ,uoeo% + poJ
upravime a na celou zaptisobime operatorem divergence, poté vyuzijeme identitu pro diferencialni

operédtory a rovnici V- E = 2.

+V-j=0.

ot ot ot

Dale miizeme z Maxwellovych rovnic dostat i rovnice elektromagnetické viny. Na rovnice
s operatorem rotace zapusobime jesté jednou operatorem rotace a dostavame

OF . 0 . 0 .
0z—V-V><B+u050V~+ro-J:uo<€0V~E+V-J>:uo (p—i-V-g).

0 O’E dj
0=V E+ — B=V(V-E)-AF D -
XVXE+ VX V( ) + oS0+ Ho g,
0 ) 0’B )
0:V><VxB—Moa()anE—uOVX]:V(V~B)—AB+MOEOW—MOV><J.
Po dosazeni z ostatnich dvou rovnic
O’E 1 03
AFE —_— = -
Ho=0 52 Vot o
62
AB — pogg 9z —poV X J.

Pripomenime Weberiv vztah pgeg = C% Méame tedy nehomogenni vlnové rovnice pro elektro-
magnetické pole. Pro p = 5 = 0 dostavame homogenni vlnovou rovnici.

V pfedchozi ¢asti jsme rozepsali veli¢iny E a B pomoci skalarniho a vektorového potenciélu.
Jejich zavedeni je spjato s II. sérii Maxwellovych rovnic. Rovnici V - B = 0 muzeme splnit
zavedenim vektorového potencialu

A=A(rt), VxA=B,

Dosazenim toho potencialu do prvni rovnice z II. série ziskdivame V x (E + %) = 0 a lze zavést
skalarni potencial

0A
90:90<T7t)7 _VSO:E—FE;

ktery ji splni. Déle prepiSeme I. sérii pomoci potenciéli:

0A 0A 0? 0?
p:v.<_v¢_> I—A¢—V'm+<€oﬂo LA g0>,

= ot G G
. 0 0A 0y 0?A
g =VxVxA +€0u0a <V(,0+ 8t> =V(V-A)-AA +€0M0VE +50M0W’

12



a upravime na

& p 0 By
AﬁP—EOMOatQ——go—at<V A+€O'u08t>’

52 A dp
AA—wmaﬂz—wJ+V6WA+%maJ

Jelikoz nejsou potencidly zavedené jednoznaéné, lze vzdy vybrat takové, které spliuji Lorenzovu
podminku

V-A-+ — =0.
€005,

P1i zavedeni d’Alembertova operdtoru [ = A — c%% maji rovnice tvar

p
Op=-L1

® -
OA = —poj

Reseni Maxwellovych rovnic jsme tedy pfevedli na tlohu feseni nehomogennich vlnovych rovnic
pro potencidly splhujici Lorenzovu podminku.

Pole jako fyzikilni objekt v Minkowského prostorocasu popisujeme pomoci hladkych funkci
qa(x"), které zavisi na souradnicich

ct
T

1.0

1

T
MY — =
(") 22 y

x> z

a kde a je blize neurceny index jednotlivych funkci. Pfi zavadéni Hamiltonova principu v ana-
lytické mechanice jsme zminili, Ze se d& formulovat i v jinych oblastech fyziky. Radi bychom
ho tedy vyuzili pro odvozeni Maxwellovych rovnic. Po aplikovani na pole dostdvame nésledujici

znéni:
Skutecnyj casovy vijvoj soustavy poli se déje s takovou zdvislosti q, na x*, pro kterou

akce

1 *
S [QG(wu)] = E v g(‘]m Qa,;ux'u) av

nabyvd staciondrni hodnoty vzhledem k variacim dqq(x*) spliiujici podminku pevnijch
konci, kterd pozZaduje nulovou variaci na hranici OV* oblasti V*, dqq(x*)|ay= = 0.

Integrace probiha pfes oblast V* &tyiprostoru, jehoz element dV* = daldx'da?dx® = cdtdV.
Pokud bychom integrovali pfes oblast V* = (ct1, ct2) X V, miizeme napsat akci jako

to
S = dt/de.
t1 1%

V porovnani s akci v Hamiltonové principu vidime L = fV.Z dV. Funkce .Z tedy predstavuje
hustotu Lagrangeovy funkce a nazyvé se lagrangidn. Z Hamiltonova principu plynou Lagrangeovy
rovnice pro pole v Minkowského prostorocase ve tvaru

0 ( 0L > 0L

— = 0.
Oxt \ O, 0qq
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K odvozeni Maxwellovych rovnic si nejdiive definujme ¢tyirychlost (u#) = dg:) , kde 7 je vlastni

ZC), kde pg je klidova hustota ndboje. Pomoci

¢as. Poté ¢tyfproud ma tvar (j#) = po(ut) =

ného muzeme rovnici kontinuity pfepsat do kovariantniho tvaru

op . Ocp 054 Oj*
- v . e - = — =
ot "V T 9 T o T oan
L
Pii zavedeni ¢tyfpotencidlu (A*) = ( 2) lze piepsat d’Albertovy rovnice pro potenciily na
O A* = —pggt.

Pomoci ¢tyipotencidlu zavedeme tenzor elektromagnetického pole

0A 0A
F,,=——-—"t,
" Ozt ox?

Po zvednuti indexii a dosazeni intenzity elektrického pole a magnetické indukce za potencidly
dostavame

0 B _B _B
E c Cc c
L0 -By B

FHYY — c

() 2By 0 -B
s —B, B 0

Dualni tenzor F};, = %EH,\WF M mé pak po zdviZzeni indexu tvar

0 Bl BQ BS

-B; 0 _Es Ea
F*},LV_ C C
N L

-B; - L

Maxwellovy rovnice tak mutzeme zapsat v kovariantnim tvaru

oFm OF*H
1. série: = —puog”, II. série: =0

ox? oxY

Pokud zavedeme lagrangian
1
L(Ap, App,2¥) = Ly + Lpp = _EF‘“’FW =" Ay,
0

kde .Z; je lagrangian pro elektromagnetické pole a .Z,; je interak¢ni lagrangian, dostaneme
pomoci Lagrangeovych rovnic

0 (02 _ 0z _
Oxv \0A,,) 0A,

I. sérii Maxwellovych rovnic. II. série je automaticky splnéna potencialy.
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Kapitola 2

Magnetické pole v kvantové mechanice

Klasicka fyzika dokazala vysvétlit mnoho prirodnich jevi. Zdalo se, Ze jevy, které jesté vy-
svétleny nebyly, brzy budou a patrani po fundamentélnich pfirodnich zakonech skonéi. Nakonec
ale jejich vyfeSeni vedlo k jedné z nejvétsich revoluci ve fyzice. V mikrosvété byly takovymi jevy
napiiklad zarfeni absolutné ¢erného télesa, fotoelektricky jev, nebo stavba atomu. Z jejich FeSeni
se rozvinula kvantova mechanika. Na rozdil od Newtonovych zdkont mechaniky nebo Einsteinovy
obecné teorie relativity nebyla kvantova mechanika prednesena pouze jednou osobou. Jeji hlavni
teoreticky vyzkum probfhal v prvni poloviné dvacatého stoleti a podileli se na ném napiiklad
Niels Bohr, Werner Heisenberg, nebo Erwin Schrédinger. Jelikoz se mikrosvét nefidi stejnymi
zékony, které byly postupné objevovany pro nas svét v lidském méritku, ¢asto jsou predpovédi
kvantové mechaniky v rozporu s nasf intuici. Richard Feynman, jeden z nejvétsich fyzika vSech
dob, tekl: “Myslim, Ze muzu s jistotou Fict, Ze kvantové mechanice nerozumi nikdo.” Nékteré
jejl disledky neumime ani dodnes uspokojivé interpretovat. Experimenty nicméné mluvi jasné
a matematické teorie je dokdze celkem dobfe popsat.

2.1 Kvantova mechanika

K prechodu z klasické fyziky na kvantovou mechaniku nam pomutze Hamiltontv formalismus.
Pomoci néj popisujeme stav ¢astice vektorem ve fazovém prostoru slozeny z polohy @ a hybnosti
p. Pozorovatelné (veli¢iny) pak popisujeme redlnou funkei v proménnych x a p, jejiz hodnoty
odpovidaji vysledku méfeni dané veli¢iny. V kvantové mechanice je prostor vSech moznych stavi
Castice separabilni Hilbertuv prostor 7. Stav kvantové Castice popisujeme nenulovym vektorem
1 € . Vektoru v popisujici stav fikdme vinova funkce a jeji fyzikalni interpretace je statisticka.
VInova funkce je imérna hustoté pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v daném bodé. Pozorovatelné
v kvantové mechanice popisujeme pomoci samosdruzenych operatorti na stavovém prostoru 2.
Mozné hodnoty vysledkii méfeni pozorovatelnych pak odpovidaji spektru ptislusnych operatort.
Pro samosdruzeny operator plati, ze jeho spektrum je realné. Definujme operator pro kartézské
slozky polohy a hybnosti

(X50) @) = aju(@), (o) (@)= —ihg;i(m).

Index j je urcéen rozmérem popisovaného fyzikalniho systému a A je redukovana Planckova kon-
stanta. Operatory ostatnich pozorovatelnych ur¢ime z principu korespondence, tj. za proménné
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x a p dosadime jejich operatory. Casovy vyvoj stavu ¢astice je uré¢en Schrédingerovou rovnici

By, 1) = ih) (@,0),

s pocateéni podminkou ¥ (x,tg) = ¢(x), kde hamiltonian H predstavuje operator energie.

2.1.1 Castice v elektromagnetickém poli

Budeme uvazovat pouze pripad nabité ¢astice, ktera neovliviiuje dané elektromagnetické pole,
s klasickym potencidlem. Jako stavovy prostor ¢astice mame 7 = L%(R3, d3z). Pro elektromag-
neticky potencial U = ¢(¢ — v - A) je hamiltonian
9 22

H

A-P—L<P-A)+q + ¢p.

)
~ ~\ 2 P q =
-~ (p_ A) st 4
2M< 94) TW= 50 T g M oM

Pro jednoznac¢nost hamiltonianu pouzijeme Coulombovu kalibraci
[13, A} — iV -A=0.

Operatory A a P pak spolu komutuji. Necht

~ 1~ L

A=-Bx X.

2
2

Potom je magnetické pole homogenni a pro slabé magnetické pole miizeme ¢len q;—]f} zanedbat.

Dosazenim do hamiltonidnu ziskavame

kde L = X x P je operator momentu hybnosti. Tento hamiltonian lze rozdglit na &ast

)
~ P

Hy=— D
0 QM-H]%

ktera nezavisi na magnetickém poli, a na B - fi;, kde

~ q 3
=—1L
Ky, oM
je operator orbitalniho magnetického momentu. Déale predpokladejme, Ze je skalarni potencial
sféricky symetricky a magnetické pole mifi ve sméru z, tedy

H=Hy— ——Ls.
0 2]\43

Poté hamiltonian Hy a operator Lz maji stejné vlastni funkce 1, ; . Pomoci nich pak dostaneme
jejich vlastni éisla
Hoz/}n,l,m = En,lwn,l,mv L3¢n,l,m = mhwn,l,mv
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n € Ny je radialni kvantové ¢&islo, [ € Ny orbitélni kvantové ¢islo a m € Z magnetické kvantové
¢islo s podminkou |m| <. Energie E,, ; zde nebudeme uvadét explicitng, ale sta¢i nam védét, ze
nezavisi na m. Pro celkovy hamiltonian dostavame

N qB

Hlpn,l,m = (En,l - Wmh> wn,l,nr
Timto zpusobem bychom mohli s jistou nepfesnosti popsat atom vodiku, kdyz bychom uvazovali
proton jako nekone¢né t&zky vici elektronu (¢ = —e), ktery by ho nedokézal ovlivnit a nachazel
se tak v elektrostatickém potencialu. Elektron pak mutze nabyvat pouze jisté energetické hladiny
(orbitaly), které nezavisi na m a ma nenulovy zakladni stav (stabilita hmoty). Pokud ale atom
vlozime do homogenniho magnetického pole, energetické hladiny se rozstépi a zévisi i na m,

eB
En,l’m = EnJ + mmh

Toto bylo experimentalné pozorovano, jde o (norméalni) Zeemantv jev. Pocet hladin oviem ex-
perimentu neodpovida.

K opravé musime vzit v avahu vlastni magneticky moment elektronu zpisobeny jeho vlastnim
momentem hybnosti - spinem. Spin elektronu popisujeme operatorem S na stavovém prostoru
A = C%. Oznadime pg = anhe (Bohriv magneton). Vlastni magneticky moment elektronu pak
definujeme jako

Slozky operétoru S = (gl, gg, gg) jsou reprezentovany Pauliho maticemi

w02 () )

a vlastni ¢isla operédtori Sj, j =1,2,3 nabyvaji hodnot j:%.
Pauliho hamiltonian pro elektron v elektromagnetickém poli ma poté tvar

H=

kde m, je hmotnost elektronu. Stavovy prostor bude # = L?(R3, d®z) ® C2. Pomoci stejného
postupu jako v predchozim pripadé sféricky dostavame pro sféricky symetricky skalarni potenciél
a homogenni magnetické pole ve sméru z

H=Hy-B-jp,—B- g
= Hy + %B (Jig + 2§3) .
S vlastnimi vektory ¥, i m.+ = ¥ m ® ¥+ miZeme tedy psat
Hipy . = (Bng + poB(m £ 1))t pm = (2.2)
Stavy v # = L*(R3, d3z) ® C? miizeme také zapsat jako dvoukomponentovou funkci
#= ()
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kde 11,19 € L2(R3, d3x). Bezdasovou Pauliho rovnici nazveme

HU = EU

a ¢asovou P
HVU = ih—.

ot

Po jistém vypoCtu muZeme TeSeni ¢asové Pauliho rovnice pro Pauliho hamiltonian zapsat ve

tvaru e.1) = (;ﬁg:g) = exp (—;MOB - a-t) @&3) ,

kde o = (01,02,03) a ¢1(x, 1), p2(x,t) € L2(R3, dx) jsou fefeni Schrodingerovy rovnice

N 0 N N\ 2 .
ngb:ma—(f pro Hy = (P+6A) —ep.

2me

Pro nas specialni pripad jsou vlastni funkce Pauliho hamiltonianu

. wn,l,m o 0
7#n,l,mﬁr - < 0 a @/}n,l,m,f - wn,l,m )

kterym odpovidaji vlastni ¢isla
Enims = (Eng+ poB(m£1)).
A ¢len ' '
exp (_;,UJOB : at> = exp (—;uoB : U3t>

pak vyjadiuje precesi spinu kolem osy z, tedy sméru magnetického pole.

2.2 Relativistickd kvantovid mechanika

7 predchozi kapitoly vime, Ze u velmi rychle se pohybujicich objekti, jakymi ¢astice umi byt,
bychom méli vzit v potaz relativistické jevy. Chtéli bychom tedy propojit specialni teorii relativity
s kvantovou mechanikou. Soutadnice ve specialni teorii relativity transformuje pomoci Lorentzovy
transformace. Schréodingerova vinova rovnice definovana pro nerelativisticky hamiltonian

h? A =i hf%/}
- = h—
2m ot
ovSem neni pod takovou transformaci invariantni. Jelikoz chceme popisovat stavy v Minkowského
prostorocasu, fady u prostorové a casové derivace by mély byt stejné.

Prvnim pokusem splnit tyto pozadavky bylo pouziti relativistického hamiltonianu pro volnou

Castici

H = c\/p? + m2c2.
Dosazenim do Schrédingerovy rovnice a pouZziti principu korespondence dostaneme tzv. odmoc-
ninu Kleinovy—Gordonovy rovnice

V—CR2A + m2cty = ih%—f.
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Pokud bychom takovy operator aplikovali na stav po druhé, ziskdme Kleinovu—Gordonovu rovnici

_h28271/}

(—02h2A+m264)w: at? )

Pomoci d’Alembertova operatoru ji miZzeme pievést do zndmého tvaru

2.2
<D+m0)w:0.

hQ

Takova rovnice uz vici Lorentzovy transformace invariantni je, ale ma jiné nedostatky. Hlavni
problém je druhé Gasova derivace. Pro ziskani ¢asového vyvoje stavu ¢astice bychom potiebovali
dalsi pocatecni podminku. Rovnice by méla obsahovat pouze prvni ¢asovou derivaci.

K vyfeseni tohoto nedostatku rozepsal Dirac relativistickou energii
E = \/p?c? + m2c*, (2.3)

ze které je hamiltonian odvozeny, do vztahu

3
E= CZ a;pi + Bmc? = ca - p + Bmc?, (2.4)

i=1

kde a = (a1, a0, 3) a 8 jsou zatim blize neurcené koeficienty. Ty ziskame nasledujici avahou.
Vzhledem k tomu, Ze se vyskytuji v rovnici 2.3 pouze kvadratické ¢leny, o a S by mély byt
antikomutativni. Prirozené je tedy budeme reprezentovat ¢tvercovymi maticemi. Po umocnéni
obou rovnic (2.3) a (2.4) na druhou a jejich porovnéani dostavame néasledujici podminky
Q0 + ooy = 2(5in, 1,5 =1,2,3,
a; B+ Pa; =0, 1=1,2,3,

kde I je jednotkova matice a O nulova. Z téchto podminek a vlastnosti stopy matice plati
tro; = trﬁzai = —trfo;f = —tro;B8 = —tra; =0.

Jelikoz plati oz% = I, jeji vlastni ¢isla jsou bud 1 nebo —1. Z obou téchto argumentt plyne, Ze
jsou dimenze matic sudé. Mimo to, matice a; a § by mély byt samosdruzené, jelikoz pomoci
nich bychom chtéli reprezentovat pozorovatelnou - energii. Tyto podminky spliiuji napriklad

Ctylfrozmérné matice
(1 O (0O o .
B_ <@ _H)v Q; = (01' ©>7 7’_1)2735

kde o; jsou Pauliho matice (2.1). Tato reprezentace byla navrhnuta Diracem a po dosazeni
dostavame Diracovu rovnici

in (e, 1) = Hpb(a, 1),
Bt
kde
Hp = —ihco -V + fmc? = <
19
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(1)
() = ng et
(1)

Pokud ozna¢ime 7° = 3, v' = Ba; a 9, = 8%“ muzeme ji zapsat ve tvaru
(thy"9,, — me)yp = 0.

Diracova rovnice popisuje hmotné ¢astice se spinem 1/2 jako jsou kvarky nebo elektron.

2.3 Kvazi-hermitovskid kvantovid mechanika

Béhem studia kvantové mechaniky se objevily i nestandardni teorie. V roce 1992 formulovali
Scholtz, Geyer a Hahne pro ucely jaderné fyziky navrh, Ze pozorovatelné mizeme reprezentovat
i nesamosdruzenymi operatory. Rekneme, Ze operator H je kvazi-hermitovsky pokud spliiuje

H*=0HO™ (2.5)

kde H* je sdruZeny operator a © je pozitivni omezeny invertovatelny operator, jehoZ inverze je
také omezena. Operator © nazyvame metrikou. Takovy koncept je v souladu s klasickou kvanto-
vou mechanikou, kdyZ skalarni soucin (-, -) v Hilbertové prostoru modifikujeme na (-, ©-). Takovy
vyraz je opét skalarnim soucinem. Pozdéji ukazeme, ze H je kvazi-hermitovsky, pravé kdyz je
podobny samosdruzenému operéatoru. Kvazi-hermitovska kvantova mechanika tedy neni rozsifeni
klasické kvantové mechaniky, ale nestandardni, potencialné uzite¢na reprezentace. I kdyz koncept
operatoru splitujicich vztah (2.5) zminil uz v roce 1961 ve svych pracich Dieudonné, nevyvolalo
to ve védecké komunité zadny velky zajem. To se stalo az po predneseni jiné nestandardni teorie:
PT-symetrické kvantové mechanice. S PT-symetrickou kvantovou mechanikou pfisli v roce 1998
Bender a Boetcher. Ti si v8imli, Ze velka tfida operatori s jistou symetrii méa realné spektrum,
aniz by byly samosdruzené. Symetrie pro dany operator H spoc¢iva v komutacni relaci

[H,PT] =0,
kde
(P) (@) = P(—x)
je operator prostorové inverze a L
(Ty)(x) = (x)

je operator Casové inverze. PT-symetrické operdtory nachazeji uplatnéni naptiklad v optice. Za-
nedlouho poté se objevily myS8lenky, Ze takové operatory jsou fyzikilné relevantni, pouze pokud
jsou kvazi-hermitovské.
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Kapitola 3

Komplexni magnetické pole

3.1 Lee—Yang zeros

K popisu fazové prechodu se ve statistické fyzice vyuzivaji imaginarni, resp. komplexni pole.
V roce 1952 C. N. Yang a T. D. Lee publikovali svoji teorii ([11],[12]), ve které fazové prechody
tzce souvisi s partiéni sumou daného systému. Stavova rovnice a vlastnosti pfechodu systému
zéavis{ na korenech parti¢ni sumy, tedy na bodech komplexni roviny, kde je nulova. Tyto kofeny se
anglicky nazyvaji Lee—Yang zeros. Necht mame fazovy pfechod systému popsany ferromagnetic-
kym Isingovym modelem. V takovém pripadé je parti¢ni suma polynomialni funkci s proménnou

H
Z = eXp <_lﬂ—'> s

kde H je magnetické pole, k Boltzmannova konstanta a T" teplota. Jelikoz méa kladné koeficienty,
jsou jeji kotfeny komplexni. Uvazovat komplexni magnetické pole méa tedy vyznam v matematické
teorii. AZ dosud se ale predpokladalo, Ze projevy komplexnich hodnot fyzikalnich parametri nelze
zkoumat v redlném svéte. V roce 2015 byl zvefejnén ¢lanek [14] skupiny védei, ktefi takové pozo-
rovan{ uskutecnili. Ve svém experimentu se zamérili na kvantovou koherenci ve spinovém modelu
Isingova typu. Navazovali tim na ¢lanek [13], kde bylo ukazéano, ze Lee—Yang zeros komplexniho
magnetického pole jsou ekvivalentni s ¢asy, kdy je takova koherence nulova. Toto pozorovani
mé velky vyznam pro dalsi studium statistické fyziky s komplexnimi parametry, pri¢emz pravé
kvantovi koherence mtize hrat dilezitou roli.

3.2 Stabilita ¢erné diry

Cerné diry se tradi¢né v obecné teorii relativity popisuji v ramci celého prostorocasu. To
mé jisté nevyhody, a proto existuji modely, které popisuji ¢erné diry pouze lokalné pomoci tzv.
zachycenych ploch (angl. trapped surfaces), [15]. V [16] byla navrhnuta zajimava analogie mezi
popisem zdanlivého horizontu a nabité kvantové castice. Zdanlivy horizont je plocha, ktera déli
prostoroCas na Casti, kde jsou kvuli zakfiveni svételné paprsky zachycené a kde jesté dokazi
uniknout. Popisuje ho stabilni "marginally outer trapped surface"(MOTS). Necht mame pro-
storupodobnou uzavienou orientovatelnou plochu 8 kodimenze 2 vloZzenou do n-dimenzionalniho
prostoro¢asu (M, gup). Prostorocasovou Levi-Civitovu konexi zna¢ime jako V, a G je Einstei-
nuv tenzor. Na plose 8 pak mame indukovanou metriku g4, Levi-Civitovu konexi D,, Ricciho
skalar Rg a miru ng. Dale vezméme svétlupodobné vektory I* (vn&jsi) a k£ (vnitfni) mifici do
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budoucnosti, jejichz linearni obal je normélovy bundle T+8. Plati, ze [%l, = 0, k%, = 0 a jsou
normalizované jako 1%k, = —1. Definujme expanzi 6%) a torzi Q,

e(l) = qabvalb’ Qa = —kchavlilc

Plocha 8 je MOTS, pokud ) = 0. Rekneme, ze MOTS § je stabilni, pokud existuje funkce ¢ > 0
takova, Ze (5wk9(l) < 0, kde dy, je operator deformace. To ndm umoZzituje pracovat s eliptickym
operatorem Lg piisobici na prostoru L2(8,ng), ktery je definovany jako

Lsth = b0
a kterého muzeme explicitné zapsat ve tvaru
Ls = —A +2Q°D, + D,Q% — |Q* + %Rs — Gupk®
=—(D-0)?%+ %RS — Gapk®Ib.

Pokud bychom substituovali

e dme
O, o LA, Rso 2% Gukilt o~y
“ he 54 7z & Gab h2
dostavame
h? -
7L5 — H,
2m
kde H je hamiltonian
- h? the the a e? a
H=—-——A+—A°D, + DA ——AA+ep+V
2m mc 2mc2
1
— — (—ihD -S4
Qm( i . Y tep+V

pro nerelativistickou ¢astici s hmotnosti m a ndbojem e pohybujici se po & ve skalarnim poten-
cidlu ¢, vektorovém potencidlu A* a dalsim bliZe neuréeném potencialu V. JelikoZ je torze €,
realna, musi byt magneticky potencial A, Cisté imaginarni. Takovato analogie by mohla prenést
dobie prostudovanou teorii nabité kvantové ¢astice do bohaté, ale zatim tolik neprozkoumané
problematiky MOTS.
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Kapitola 4

Matematicky aparat

Ve druhé kapitole jsme zminili, Ze v kvantové mechanice popisujeme pozorovatelné pomoci
samosdruzenych operéatorti na stavovém Hilbertové prostoru. V kvantové mechanice tedy vyuzi-
vame teorii funkcionélni analyzy. V této kapitole si vyjasnime nejen tyto pojmy. Obsah je ¢erpam
zejména z [18], [19], [9], [20] a v posledni ¢asti pak z [21], [8].

4.1 Zakladni pojmy

Hilbertovym prostorem nazveme vektorovy prostor se skaldrnim soucdinem, ktery je dplny
v metrice indukované skalarnim soucinem. Obecné ho bereme jako nekonecné dimenzionélni.
Skalarni souc¢in znac¢ime (-, -) a drzime se fyzikalni konvence, tedy linearity v druhém argumentu
a antilinearity v prvnim.

Rekneme, Ze linearni operator A : ¢ — S je husts definovany, pokud pro jeho defini¢ni
obor plati D(A) = .. Mnozinu vSech takovych operatort zna¢ime symbolem .Z(5#). Sdruzenym
operatorem k operatoru A € £ () nazyvame operator A* s defini¢nim oborem

D(A) :={p e A : Ine A, Ve D(4), (¢, A¢) = (n,9)}.

Plati, ze pro kazdé ¢ existuje pravé jedna 7. Proto jsme mohli zavést pro sdruzeny operétor
specialni oznaceni A* a A*¢ :=n.

Rekneme, 7e operdtor A € .& (A) je symetricky, pokud
(¢, Av) = (A9, ¥), Vo,¢ € D(A).

Vidime, Ze se pro vektory z D(A) chova jako sdruZeny operator A*. D(A*) ale obecné nenf stejny
jako D(A), je jeho nadmnozinou. Takovou skutecnost znézoriiujeme A C A*. Operator splijici

A= A"
se nazyva samosdruzeny. Pro uplnost zde uvedme, Ze operator A je normalni, pokud
AAT = AT A.
Kazdy samosdruzeny operator je také normalni. Pokud bychom méli symetricky operator A
a dokazali udélat jeho symetrické rozsifeni A’, plati
AC A c A cC A"
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7 tohoto vztahu vidime, Ze se mtuzeme pokusit rozsifenim symetrického operatoru ziskat samo-
sdruzeny. Samosdruzeny operator je automaticky maximélni symetricky operator, tedy nemé
zadné dalsi vlastni symetrické rozsiteni. Existuji ovSem i maximalni symetrické operatory, které
nejsou samosdruzené.

U operatoru bychom radi zachovali vlastnost prfevod konvergentnich posloupnosti na opét
konvergentni, tedy pokud z, — =z, pak Az, — Ax. Pfirozené to miZeme docilit spojitymi
operatory, ale ty jsou zaroven omezené a my chceme pracovat i s neomezenymi. K tomu nam
pomiiZzou uzaviené operatory. Poznamenejme, Ze Gplny normovany vektorovy prostor nazyvame
Banachuv a Hilbertiv prostor je také Banachtv.

Necht 27,% jsou Banachovy prostory a zobrazeni A : D(4) C 2" — #. MnozZinu
I'A) ={[z,Az] e Z & ¥ 2 € D(A)}

nazveme grafem operatoru A. Operator A je uzavieny, pokud jeho graf je uzaviena mmnoZina
v Banachové prostoru 2" @ %. Pak lze vyslovit tvrzeni, Ze plati

M(xp)oZ; CD(A), 2y 2 v 2 a Az, »yv¥% = z€D(A) a Az =y)

pravé tehdy, kdyz je A uzavieny. U jistych operatori muZeme dostat rozsifenim jejich uzéveér,
ktery bude pro nas pravé analogii spojitého rozsiteni.

Z definice sdruZenych operatori lze limitnimi prechody ukézat, Ze jsou uzaviené. Pokud méa
operator uzavicené rozsifeni operatoru, existuje i nejmensi takové, nazyvame ho uzavér operatoru.
7 téchto bodu plyne, Ze pro symetrické operatory existuje uzaveér a plati

AcCAcC A

Pres limitni prechod jde ukéazat, Ze jejich uzavér je opét symetricky. Specidlné samosdruzené
operatory jsou uzaviené. Pro uzavieny normalni operator A plati

Ay = |A™)]|, Vi € D(A) = D(A”). (4.1)
Pokud A* € £ (), pak z definice sdruzeného operatoru plyne pro kazdé A € L (),
AC A

Opaé¢na inkluze neplati obecng, jak nam ¥k nasledujici tvrzeni. Jestlize A € £ (), pak A
existuje pravé tehdy, kdyz A* € £ (). Jsou-li tyto podminky splnény, plati

A" =4 a (A)" =4~
Dojdeme, 7Ze operator A € Z(Z), kde 2 je normovany prostor, nazveme omezenym, jestlize
de >0, Ve e 2, ||Ax| < c|lz||,

a operator A definovany na celém prostoru 2~ kompaktnim, pokud zobrazuje libovolnou omeze-
nou mnozinu v 2" na prekompaktni.
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Spektrum

Pro operatory na kone¢né dimenzionalnim prostoru se zavadi spektrum jako mnozina vlastnich
¢isel. Pokud existuje A € C a nenulové z € 2" takové, ze

Ax = Az,

nazyvame dané X\ vlastni ¢islo operatoru A a x vlastnim vektorem A (pro vlastni hodnotu \).
To nastava pokud neni operator A — I injektivni, tedy

Ker(A — M) # {0}.

Na nekone¢nych dimenzi mé ale smysl pojem spektra rozsiFit. Rekneme, ze A lezi ve spektru,
pokud operdtor A — AI neni bijekci. To miiZze nastat, i pokud je operator A — Al injektivni,
ale nenf surjektivni. Na kone¢né dimenzi plati, neni-li operator injektivni, neni ani surjektivni
a naopak. Zobecnéna definice spektra na konecné dimenzi pak automaticky prechézi do definice
zékladni.

Necht A je uzavieny operator a 2 je Banachiv prostor. Rezolventni mnoZinou operatoru A
nazveme p(A) C C takové, ze

VAeC, Aep(Ad) < Ker(A— M) ={0} AN Ran(A—-)\I])=Z".
Spektrum operéatoru A je poté mnoZina

g(A):=C\ p(A4).

Rezolventou operatoru A nazveme Ry(A) = (A—M)~!. Plati, Ze A € p(A) < (A—\I)~! je ome-
zeny operator na celém prostoru. Snadno lze dokazat, Ze potom A je uzavieny operéator. Tedy pro
neuzaviené operatory dostavame trivialné o(A) = C. Spektrum dale rozdélujeme do tii disjunkt-
nich mnozin. Mnozina vlastnich ¢isel tvoii bodové spektrum op(A). Jestlize pro A € o(A) plati
Ker(A—AI) = {0}, pak nutné Ran(A —\I) # 2. Pokud Ran(A—\I) # 2, ale Ran(A — A\I) =
2, pak X lezi ve spojitém spektru o.(A). Zbyvajici A, pro kterd ani Ran(A — \I) # 27, patii
do reziduélniho spektra o,(A). Plati tvrzeni, Ze pokud existuje posloupnost {z,}5°,; C D(A),
takova, ze ||z,|| =1 a

lim ||Az, — Azy| =0,

n—oo

pak A lezi ve spektrum operatoru A.
Definici rezidualniho spektra muzeme prepsat
0r(4) = [\ & 0p(A) : Ran(A— D) # 2},
Pro Hilberttuv prostor plati
(m)L = (Ran(A — AI))* = Ker(A* — XJ).

Z toho plyne
VAeC, Meo(A) <+ Ieco(AY).
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Pro jednotlivé podmnoziny spektra plati nasledujici vztahy

ANeop(A) = Xeop(4%) U (4Y),
A€o (A) = Aeo,(4),
ANEoe(A) = A€o (A"

Specialné pak miZeme psit
or(A) = {N ¢ gp(A) : X € 0, (A%)}. (4.2)

Prvni a druhou implikaci dokdZzeme nasledovné. Necht X\ € o,(A) a ¢ je vlastni vektor A pro
vlastni hodnotu \. Pak Vi € D(A*), ((A* — A)¥,¢) = (¢, (A — M\)¢) = 0. Z toho plyne
(Ran(A* —\I))* # {0}, atedy X ¢ o.(A*). Necht A € 0.(A), pak Ker(A—\I) = Ran(A* —\I) #
{0}. Ostatni vztahy plynou z predchozich tvrzeni.

Pro normalni operator A plati, ze A € p(A), pravé kdyZ existuje ¢(A) > 0 takové, Ze pro
viechna 1 € D(A)
(A = ADY[| = c(A)][¥]]-

Jako disledek dostavame, ze A € o(A), pokud existuje posloupnost {1,}5°; C D(A), takova, ze

[¢nll =1 a
ILHI HA% - )\wnH = 0.

To dokonce plati pro kazdy uzavieny operéator. Pro samosdruZeny operator A pak plati o(A) C R,
protoze
(A= AD|| = [SA[[[¢]]

a navic (obecné pro uzavieny normalni operator) o,(A) = 0, jelikoz ze vztahu (4.1) plyne
ANEop(A) < Xeo,(4Y).

Dodejme, Zze bodové a spojité spektrum symetrického operatoru je realné. Pro bodové spektrum
je toto tvrzeni trivialni, a jelikoz plati pro kazdé A s nenulovou imaginarni ¢asti, Ze je Ran(A—\T)
uzavieny, dostavame i realné spojité spektrum.

Pokud by byl uzavieny operator B podobny operatoru A, tedy existoval by omezeny injektivni
operator U, jehoZ inverze mé stejné vlastnosti, ze

A=UBU!,

pak operator A je také uzavieny a jejich spektra jsou stejné. Dokonce to plati i pro jednotlivé
podmnoziny. JelikoZ jsou operatory U,U ™! omezené, jsou bijekcemi a z podobnosti pro A € C
plati

D(A—A)=UD(B— ), Ran(A—A)=URan(B—A), Ker(A—A)=UZKer(B—\).

Uzavienost operatoru A lze ziskat pro A = 0.

Spektrum lze rozdélit jesté jinym zpiusobem. Mnozinu, ktera obsahuje vsechna A € C, pro
ktera existuje posloupnost {1, }°2; C D(A), ze které nelze vybrat konvergentni podposloupnost
a pritom (A — AI)y, — 0, nazveme esencialnim spektrem oess(A). Lze ukizat, Ze A € 0egs(A),
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pravé kdyz je hromadny bod spektra nebo vlastni hodnota nekoneéné nasobnosti. Mnozinu
04(A) := 0(A) \ 0ess(A) nazveme diskrétnim spektrem. Diskrétni spektrum obsahuje pouze izo-
lované vlastni hodnoty s kone¢nou nasobnosti. Jestlize oes5(A) = 0, pak Fikame, Ze operator A
mé Cisté diskrétni spektrum. Plati, Ze operatory maji ¢isté diskrétni spektrum, pravé kdyz maji
kompaktni rezolventu. Nespecifikujeme zde, pro které X € p(A) je rezolventa kompaktni opera-
tor. Lze totiz snadno dokazat, ze pokud je kompaktni pro né&jaké Ao € p(A), pak je kompaktni
pro viechna A\ € p(A).

Spektralni teorém

Déle uz budeme vzdy uvaZzovat husté definované operatory a separabilni Hilberttiv prostor.
Méame tvrzeni, ze Hilberttv prostor je separabilni, pravé kdyz v ném existuje nejvyse spocetné

vvvvvv

zime pouze pro operatory s kompaktni rezolventou. Plati, Ze vnoreni definiéniho oboru takovych
operatorti do Hilbertova prostoru je kompaktni. Diky spektralnimu teorému mizeme operéator
jednoznac¢né rozepsat pomoci jeho spektra a vlastnich vektor.

Vé&ta 4.1.1. Necht A je samosdruZeny operdtor a oess(A) = (0. Potom vlastni vektory operdtoru
A tvoi ortonormdlni bdzi.

Dtsledkem pak za stejnych predpokladu plati
A= Zl Anthn (P, ) = s — lim_ Zl At (¥n, ),
n= n—=

kde {\,}72 jsou vlastni ¢isla operatoru A a {1, }°°; jsou k nim pi¥islusné vlastni vektory. Pokud
totiz vlastni vektory tvofi ortonormalni bézi, pak

Ve, = dultn, ) =s— Hm D du(vn, ).
n=1 n=1

Pro vSechna 1, ¢ € D(A) tedy plati

(¢, A¢) = (A, ) = lim <A¢,an<wn,w>> = lim_ <¢,2Anwn<wn,w>> :

n=1 n=1

JelikoZ je operator A husté definovany, plati rovnost pro v8echna ¢ € 7.
Také 1ze nalézt velice uziteény vztah pro urcovani vlastnich ¢isel, zejména pomoci numeric-
kych vypocti.

Véta 4.1.2. Necht A je samosdruzeny operdtor, jehoZ spektrum je omezend ze zdola a je Cisté
diskrétni. Ddle spektrum sefadime do neklesajici posloupnosti {\n, : A1 < Ao < ...}, kde se
kazdé vlastni ¢islo opakuje podle jeho ndsobnosti. Potom pro vSechna n € N plati

A
Ap = inf sup ng)v
£nCD(A) 0yeL, Yl

kde dim £,, = n.
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Jako dusledek z toho plyne

. . (¥, AY)
info(A) =M\ = inf ~—F—2Z.
W=h= ol TP

Toto dokonce plati i pro piipad, pokud je esencidlni spektrum neprazdné.

Relativni omezenost

V jistych pripadech se vyskytuji soucty dvou operdtor. Chtéli bychom zajistit, Zze pokud
pri¢itame k jinému operatoru malou poruchu, tak ndm nezméni vlastnosti ptivodniho operatoru.
Necht A a B jsou operatory na prostoru .7 s definiénimi obory D(A) € D(B) C . Rekneme,
ze operator B je relativné omezeny viuci A (nebo A-omezeny), pokud pro n&jaké nezéporné
konstanty a, b plati

1BY[| < allp]l + bl A9][, 4 € D(A).

Infimum z mnoziny konstant b, pro které plati nerovnost, nazveme A-mezi operatoru B. Pak
muzeme formulovat néasledujici vétu.

Véta 4.1.3. Necht jsou A a B operdtory na prostoru ¢ a B je A-omezeny s A-mezi mensi
neZ jedna. Potom existuje uzdvér operdtoru A+ B, prdvé kdyZ existuje uzdvér operdtoru A. Také
plati, Ze uzdveéry operdtori A a A+ B maji stejny definicni obor. Specidlné A + B je uzavieny
pravé tehdy, kdyz A je uzavieny.

Podobna véta (Kato—Rellich) plati i pro stabilitu samosdruZzenosti a vii¢i symetrickym poru-
cham.

Véta 4.1.4. Necht A je samosdruZeny operdtor. Pokud je B symetricky a A-omezenyj s A-mezi
mensi neZ jedna, pak A+ B je také samosdruZeny. Specidlné A+ B je samosdruzeny, pokud je
B omezeny a symetricky s D(B) D D(A).

Nékdy je pro néas vyhodngjsi pracovat s kvadraty norem. Samotna nerovnost pro nezaporna

o,
1By* < o®|[wl* + 52| Av||?

nam zarucuje, ze je operator B A-omezeny, jelikoz pro a =a, 5 =10
a®|[p|? + | Ap|| < (al|o]| + bl Ap])?.

Taktéz lze ukazat, Ze infimum mnoziny v8ech moznych 3 je A-mezi.

Odmocnina operatoru

Nejen pro nasSe ucely by bylo dobré umét dokézat, jestli pro operator A existuje néjaky
operator B, ktery by spliioval
B? = A.

Existence takového operatoru neni pro kazdy operator zarucena, ten musi splitovat jisté pred-

poklady. Prirozenou podminkou je, aby byl operator A samosdruzeny a pozitivni, tedy Vi €

D(A), (¢, Ay) > 0. Pak existuje pravé jeden samosdruzeny pozitivni operator B splaujici
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. . .. 1 .
B? = A. Takovy operator B nazveme odmocninou operatoru A a znaéime v/A nebo A2. Exis-
tence odmocniny lze ale ukézat i pro dalsi t¥idy operatorti. Mnozinu

O(A4) :=={(v, AY) : ¢ € D(A), ||| = 1}
nazveme Ciselny obor operatoru A a
Sy9:={AeC:|arg(A —v)| <V}

sektorem, kde v € R je vrchol a 0 < ¢ < 7/2 je polovi¢ni tuhel celého sektoru. Operatory pak
muzeme rozliSovat podle toho, pro ktera -+, plati

O(A) C Sy 9. (4.4)
Operator A nazveme
sektorialni, pokud plati (4.4) pro vyeER a 0<v<m7/2,
akretivni, pokud plati (4.4) pro =0 a 0<v<7/2
kvazi-akretivni, pokud plati (4.4) pro v €E€R a 0<v<m7/2

Poznamenejme, Ze operdtor muze patfit do vice skupin najednou. Dale operator A nazveme
m-sektoridlni, pokud je sektorialni a plati

p(A) N (C\ 5, 5) # 0.

Obdobné definujeme (kvazi-)m-akretivni operator. Vsimnéme si, Ze operator A je kvazi-akretivni,

pokud je pro né&jakou vy operator A+~I akretivni, a m-sektorialni, pokud je sektorialni a kvazi-m-

akretivni. Operator (kvazi-)m-akretivni, resp. m-sektorialni je maximéalni (kvazi-)akretivni, resp.

sektorialni ve smyslu rozsifeni. Z toho plyne, Ze samosdruzeny, pozitivni operator je m-akretivni.

Plati, ze operator A je m-akretivni, pravé kdyz jsou splnény podminky
{AeC:RX <0} Cp(A),

1
A A A=Y < —.
MAEC A0, (A=A < e

K existenci a vlastnostem odmocniny operatoru nam vse podstatné fiké nasledujici véta.

Véta 4.1.5. Necht A je m-akretivni. Potom existuje prdvé jeden m-akretivni operdtor A3 spliiu-
2
jict (A%) = A. Ddle plati, zZe As je m-sektoridlni s ¥ < w/4, a pokud je A navic samosdruzeny

a pozitivni, pak As je také samosdruzeny a pozitivni.

Dalsi uzitecné tvrzeni je, Ze pokud je operator A m-akretivni, pak ma kompaktni rezolventu,
pravé kdyz Az ma kompaktni rezolventu.

Sobolevovy prostory

V kvantové mechanice se Casto pouziva jako Hilbertiv prostor Lebesgueiv prostor kvad-
raticky integrabilnich funkci L?. Neomezené operatory oviem nemiizou byt z jistych dvodi
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dodefinované standardné na celém prostoru . Pfirozené mnoziny pro defini¢ni obor diferenci-
alnich operatori jsou tzv. Sobolevovy prostory. Necht 2 C R™ je oteviena nepriazdni mnoZina.
Zavadime multiindex «a := (aq,...,a,) € Nf, ktery je usporadanou n-tici nezapornych ¢isel,
vy _ n ) .
a oznacime |a| =3 7 ; ;. Dale
olel
dx ' - dapm

Poté Sobolevovy prostory jsou definovany pro k € N a p € [1, o0] jako

D* =

WEP(Q) == {4 : Q — C;1p, D € LP(Q); || < k},

kde derivace D% je bréna jako slabé, respektive temperované distribuce. Na téchto prostorech
zavadime normu
1

19llkp = (ZOS\algk !IDW!\?)p , prol<p<oo,
ZOS‘MSkHDamea prop = oo,

kde || ||, zna¢i standardni normu na LP prostorech. Plati Wk»(Q2) = LP(§). Definujme vektorové
prostory H*P(Q) jako ziplnéni mnozin {¢ € C*(Q) : |[¢||k, < oo} vzhledem k normé || - ||k,
Meyer a Serrin dokazali, ze H¥P(Q) = W*P(Q). Pro nas budou dilezité prostory W+2(Q) C
L%(2). Dale budeme pouzivat znaceni H*(Q) = H*?(Q) = WF2(Q) a || - ||gx = || - ||r.2-

Okrajové podminky

U vlastnostech operatoru hraji dilezitou roli okrajové podminky. Okrajové podminky na
hranici 0€2 zapisujeme pomoci vztahu

oY
on

kde n je jednotkovy vektor vnéjsi normaly hranice a o : 92 — C je funkci. Takto obecné zapsanou
podminku nazyvame Robinovou okrajovou podminkou. Speciédlné podminku ¢ = 0 (pro a = o0)
na 02 nazyvame Dirichletovou a 8—¢ = 0 (pro a = 0) Neumannovou. Napiiklad pro strunu si

muzeme Dirichletovu podminku predstavit jako jeji pevny konec a Neumannovu jako volny.

+ay =0,

4.2 Baze a kvazi-hermitovské operatory

Posloupnost vektort {:cj}‘]?‘;l C Z v komplexnim Banachové prostoru 2~ nazveme bazi,
pokud Vo € 27, 31{c;}32; C C,x = >°2, ¢ja;. Pro Hilbertv prostor /¢ a ortonormalni bézi
{¢j}520 C A plati Vip € I, p = 3772 (d,)¢;. Posloupnosti {$;}52,, {1, }32, C H# nazveme
biortonormalni, kdyz spliwji (¢;, 1) = ;. Jestlize jsou obé posloupnosti bazemi, pak fekneme,
ze jsou biortonormalni baze. Pro biortonormélni baze {$;}52,, {1x}32, C # plati

¥ =000 = S (W), Vi€ .
J=1 j=1
Lze dokézat, ze pokud jsou posloupnost {¢; }]o‘;l a baze {1; }j’il biortonormalni, pak je {¢; };‘; )

také bazi.
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Necht je {¢; }j’ozl ortonormélni baze Hilbertova prostoru 7 a A je omezeny operitor s ome-
zenou inverzi. Pro kazdy vektor 1) € 5 pak miizeme psét

Ay = Z b, A7) =D (A8, )4
7j=1
Dale dostévéame -
w Z X]7 w]7
7j=1

kde
Xj = A*_lgbj, 1/Jj = A¢j7 pro j = 1,2, e .

Jelikoz (x;j,Yr) = 6k a ¢; = (X;,%), plati, Ze je rozklad vektoru ¢ jednoznacny, tedy kazdy
omezeny invertovatelny operator pievadi ortonormalni bazi na jinou bazi. Baze {; }‘;‘;1 ziskané
vztahem 1; = Ag; (j = 1,2,...) se nazyva Rieszova baze. Vidime, Ze pomoci biortonormalnich
Rieszovych bazich lze rozepsat kazdé ¢ € 7. Snadno také nahlédneme, Ze béze, ktera je bior-
tonormalni s néjakou Rieszovou bézi, je sama Rieszovou bazi. Dale pro Rieszovu bazi {@Dj};’ozl

a libovolné ¢ € J plati
oo
> (W, )P < oo
j=1

Rekneme, ze posloupnosti {01521, {9152, jsou kvadraticky blizké, pokud

> gy — wl* < 0.

j=1

Véta 4.2.1. Pokud je baze {1} kvadraticky blizkd néjaké ortonormdini bazi {¢n}o 1, pak
baze {xn}o2,, kterd je biortonormdini s bdzi {in}22, je také kvadraticky blizkd ortonormdlni
bazi {pn}oo . A tedy i baze {1} a {xn}ro, jsou kvadraticky blizké.

Posloupnost {¢;}32; nazveme w-linearné nezavislou, jestlize rovnost

[e.e]

Zngbj =0

j=1
pro libovolnou posloupnost {cj} °, C C vylucuje vyrok
o0
0< > lejPllgsl1* < oo
j=1

Pro w-linearné nezavislou posloupnost, ktera je kvadraticky blizko Rieszovy béaze, plati, Ze je také
Rieszova béaze. Pokud je w-linearné nezavisla posloupnost kvadraticky blizko ortonorméln{ bézi,
je také bazi a fikame ji Barina baze. Dopliime, Ze {¢;}52; je tplny systém, pokud plati

({w;}332,)" = {o}.
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7 danych vlastnosti dostavame nasledujici inkluze

ortonormélni baze C Bariny baze C Rieszovy baze C béze C tuplné systémy.

V predchozi kapitole jsme jiz zminili nékteré pojmy z teorie kvazi-hermitovskych operatort.
Zopakujme, Ze pokud plati pro operator A

A* =0A4071,

kde © je pozitivni omezeny invertovatelny operator, jehoz inverze je také omezené, pak operétor
A nazveme kvazi-hermitovsky a © metrikou operatoru A. Také jsme zminili, ze vyraz (-, ©-) je
opét skaldrnim soucinem. Z toho plyne, Ze je operator A samosdruzeny v topologicky ekviva-
lentnim Hilbertové prostoru s = (4, (-,©-)). Operator A je oviem podobny samosdruZenému
operatoru jiz v puvodnim Hilbertové prostoru. Pro omezeny pozitivni operator © plati, Ze exis-
tuje pravé jeden omezeny pozitivni operator €, ktery spliiuje Q? = ©. Takovy operator mé opét
omezenou inverzi. JelikoZ je samosdruzeny, spliuje také Q*Q = ©. Definujme A = QAQ~L.
Potom
A=A =014 00 = (1) A" Q* = (QAQ 1) = A%,

Kvazi-hermitovsky operédtor A je tedy podobny k samosdruzenému operitoru A.

Necht A je kvazi-hermitovsky operator a oess(A) = 0. Potom vlastni vektory {152, opera-
toru A a {¢;}32; operatoru A* tvoif biortonormalni Rieszovy béze a plati

A= Z )\n¢n(¢n7 ')v A* = Z An¢n(¢n’ )

n=1 n=1

JelikoZ je operator A kvazi-hermitovsky, vezméme si danou metriku © = Q*Q a definujme
en = Qib,. Kvili podobnosti operatori A a A jsou jejich spektra stejna, a tedy {en}o2,
jsou vlastni vektory A. Podle 4.1.1 tvoif ortonormalni bazi, z cehoZ plyne, Ze {¥n}22, je Ries-
zova baze. To samé plati pro sdruzeny operator A*, protoze je také kvazi-hermitovsky. Jelikoz
en = Qpy = (1)@, coz lze napriklad ukéazat ze vztahu A* = Q*A(Q~1)*, jsou béze biorto-
normalni. Nakonec V1), ¢ € D(A) plati

(¢, Ap) = (A"¢,9)) = lim_ <A*¢, anwmw) = lim_ <¢, anwnwmw) :
n=1 n=1

Operator A i A* je husté definovany, a proto plati rovnost pro vSechna ¢ € 5#. Obdobné se
ukéze druhé rovnost, jelikoz je A* také kvazi-hermitovsky.
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Kapitola 5

Spektralni analyza

V predchozich kapitolach jsme se seznédmili se zédklady kvantové mechaniky a matematickou
teorii, na které je vybudovana. Se v8emi témito znalostmi vySetiime néasledujici model. Necht
mame Castici na kruznici s magnetickym polem, jejiZz energie je popsdna Hamiltonovou funkci

Hy, = c\/(p — qA)2 + m2c2.

Pro prehlednéjsi zapis polozime ¢ = h = ¢ = 1. Timto se nadm nijak nezméni charakter vysledk.
Po umocnéni a pouZiti principu korespondence dostaneme operator

H? = (P — A)? +m?I.

Budeme chtit najit operator H, jako odmocninu (P — A)? 4+ m?I a vySetfit jeho vlastnosti,
pri¢emz vezmeme v Gvahu komplexni magnetické pole.

5.1 Operator hybnosti

Zacfneme s vySetfenim operatoru

d
Pi=—i—
de

na ruznych defini¢nich oborech. Snadno lze ukazat, Ze je neomezeny. Nejdiive vezméme Hilberttiv
prostor % := L?((0, L)). Chtéli bychom na ném najit takové defini¢ni obory, pro které by byl
operator P uzavieny a symetricky, nejlépe samosdruzeny, a urcit jeho spektrum. Je pfirozené
k jejich hledani vyuzit metodu per partes. Aby mél vyraz

(¢, i) = —i[¢V]§ + (—i¢/, ¥) (5.1)

smysl, musi ¢, ¢ € H((0, L)) C 5. Pro symetricky operator chceme [¢)]5 = 0. S timto definic-
nim oborem nam ale tento ¢len obecné nevymizi. Vezméme tedy definiéni obor s Dirichletovou
okrajovou podminkou

D(P) := Hy((0,L)) = {p € H'((0, L)) : 9(0) = ¢(L) = 0}.
Pak
Vi), ¢ € D(P), (¢, PY) = (Pg, )
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a P je symetricky. Hrani¢ni podminky jsou dobfe definované, jelikoZ jsou funkece v € H'((0, L))
spojité. Spojitost 1 € H((0, L)) nam plyne z nasledujici nerovnosti

[Y(x) =Pyl =

xX
1
I A e O]
Y
kde jsme vyuzili Cauchy—Schwarzovu nerovnost. Déle najdéme jeho sdruzeny operéator. Chceme

D(P*):={pe#: Ine A, V€ D(P), (¢,PV) = (nv)}

s tim, ze n = P*¢. KdyZ budeme brat ¢ € C§°(0,L) C HE((0,L)), vyraz (¢, —iv)') = (n,1),
ktery upravime na —(¢,¢’) = (in, ), pak mizeme chapat jako derivaci v zobecnéném smyslu
a piseme in = ¢’. Sdruzeny operator pusobici takto

P*¢ = —i¢/

mé tedy stejny tvar jako P. Souhrnné dostavame, Ze operdtory P a P* ptsobi jako slabé, resp.
distributivni derivace. Distributivni derivace existuje pro kazdou funkci z 57, ale my musime
brat takové, aby n € 2, tedy ¢ € H'((0,L)). Z toho plyne D(P*) ¢ H'((0,L)). Obracenou
implikaci dostaneme z nésledujictho vztahu. Vi € H}(0, L), V¢ € H(0, L) plati

(¢, —iv) = (=i, ) — i[Pv]§ = (—i¢/, ).

Dostavame tedy H'(0,L) = D(P*). Z toho plyne, Ze operdtor P neni samosdruzeny, jelikoz
D(P) # D(P*). Uzavienost dokdzeme tim, ze ukdzeme D(P**) C D(P). Z pfedchozi kapitoly
vime, ze obracena inkluze plati z definice. Hledame tedy takové ¢ € 7, aby (¢, P*¢) =
(P**¢,1), Yo € D(P*). Vime, Ze operator P je symetricky a operator P* uzavieny. Tedy
P** C P*. Lze tedy psat, ze hledame takové ¢ € J, aby (¢, P*¢) = (P*¢,). Z rovnosti
(5.1) plyne, ze ¢ € H((0,L)) = D(P).

Zkusme najit symetrické rozsiteni, které samosdruzené bude. Ze vztahu

(¢, PY) = (P*¢,p) — i(d(L)p(L) — ¢(0)1:(0))

vidime, Ze pro splnéni podminky (¢, Pv) = (P*¢,1) chceme v, ¢ z takové mnoziny, aby

Hledanou mnozinou je

D(Pa) = {¢ € H'((0,L)) : (L) = app(0),|a| = 1}.
Operator P, na prostoru 2 = L?((0, L)) s takto definovanym defini¢nim operatorem je samo-

sdruzeny a muzeme ho povazovat za pozorovatelnou - hybnost.

VySetime spektrum téchto operatorti. Vezméme si nejdiiv operator P s D(P) = HZ((0,L)).
Pro vlastni ¢isla z bodového spektra resime diferencialni rovnici

— i) = M. (5.2)

Jeji obecné feseni ma tvar
Y(z) = e, ceC.
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Vidime, Ze pro zadné A\ nemuZeme splnit okrajové podminky (0) = (L) = 0, aby 9 byl
nenulovy vlastni stav. Dostavame op,(P) = (). K nalezeni ostatnich vlastnich ¢isel nAm pomize
k nému sdruzeny operator. Pro P* s D(P*) = H'((0, L)) mame stejnou diferencialni rovnici, ale
snadno vidime, Ze feseni ¢(z) = Ae® € H1((0, L)) pro viechna A, a tedy op(P*) = C. Z toho
vidime, ze o.(P*) = o,(P*) = 0. Z pFedchozi kapitoly vime, ze

or(P) = {\ & 0p(P) : X € 0 (P*)}. (5.3)
Dostéavame tedy o,(P) = C a o.(P) = 0.
Operator Py s D(P,) = {1 € HY((0,L)) : ¥(L) = ay)(0),|a| = 1} je samosdruzeny, tedy
o(P,) C R a 0y(P,) = (. Pro splnéni okrajovych podminek Fesime
(L) = ap(0),
ce™ = ac, (5.4)
pro A € R. Jelikoz |a| = 1, existuje ¢ € [0,27) takové, ze a = €'?. Dosazenim do rovnice (5.4)
dostavame
_p+2mn
S
Ukazme, Ze je spojité spektrum prazdné. Chceme, aby pro vSechna A € R\ 0,(P,) a ¢ €
existovalo ¢ € D(P,), pro které plati

An €.

i =AY = ¢,

Z rovnice dostavame obecné feSeni

wla) = e 4 e [P de

0

kde ¢ € C. Jelikoz je ¢ € L?((0, L)), integral je kone¢ny a funkce je dobie definovana. Déle pro
v8echna z € (0, L)

|¢<x>|g|c|+‘/0 e‘“%(&)dé‘é\CIJr\//o 1d5\//0 SO de < || + V|2

Funkce v je tedy kvadraticky integrabilni. Pro jeji derivaci dostavame, Ze je také kvadraticky
integrabilni, jelikoz plati
1912 = [IA¢ + Bll2 < [AlY]l2 + l|¢ll2-

Nakonec splnime podminku ¢ (L) = a1)(0). Chceme
. . L . .
ce M 4 el)‘L/ e~ MNp(€) dE = ac = ce™?.
0

Podminku splnime pii volbé konstanty

_ My e ™o de.

€= ol _ oAl
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Celkem dostavame, ze pro vSechna A € R\ 0,(P,) a ¢ € S existuje ¢ € D(P,), pro které plati
—i)) — Mp = ¢, a tedy Ran(P, — A\I) = . Jelikoz je spektrum diskrétni, vlastni vektory
1 .
() = et

VL

tvori podle véty 4.1.1 ortonormalni bazi prostoru L2((0, L)).

Pro nas pripad ¢astice na kruznici, ktery chceme vysetfit, ztotoznime kruznici s koneénym
intervalem, u kterého spojime krajni body. To znamené, Ze pro operator P, polozime a = 1.
Mame tedy operdtor Pj s defini¢nim oborem D(P;) = {¢) € H'((0, L)) : (L) = 1(0)}. Operator
je samosdruzeny a jeho spektrum tvori vlastni ¢isla

s vlastnimi vektory

Za dalsi vezméme interval (0,00). V tomto piipadé definujme operator P s
D(P) := Hy((0,00)) = {¢ € H'((0,00)) : (0) = 0}

na # := L?((0,00)), ktery splni rovnost (5.1) a je tim padem symetricky. Stejnym postupem
jako u konec¢ného intervalu, zjistime, ze D(P*) = H'((0,00)), a tedy P # P*. Opét tedy neni
takto definovany operator samosdruzeny. Taktéz uzavienost bychom ziskali postupem jako pro
kone¢ny interval. V tomto pfipadé ovSem nedokiZeme najit zAdné symetrické rozsiteni, které by

splitovalo podminku ¢(0)(0) = 0. Operator P s D(P) := H}((0,00)) je tedy piiklad maximal-

niho uzavieného symetrického operatoru, ktery neni samosdruzeny.

Dale najdéme jejich spektra. Pro vlastni ¢isla dostavame stejnou rovnici (5.2). Pro zadné
A € C nelze split podminku ¢ (0) = 0, aby byl vlastni vektor nenulovy. Opét je tedy op = 0
a pro dal3i ¢asti nam pomtze sdruzeny operator. K nalezeni A € o,(P*) uz nemusime splnit
okrajovou podminku, nicméné stale chceme, aby vlastni vektor ¢ € H'((0,00)). JelikoZ

Y(a) = ™ a dla) =,

ze vztahu B
|w($)|2 _ |C|2€i()\—)\)x _ |C|2€—2%)\J3

1ze snadno ukazat, ze ¢ € H'((0,00)), pokud SA > 0. Dostavame tedy o,(P*) =CT = {\ e C:

SA > 0} a diky (5.3) ox(P) = C™. Jelikoz je operator P uzavieny, vime, ze P** = P, a proto

o (P*) = ). Pro vyTeSeni spojitého spektra vyuZzijeme posloupnosti. Z piedchozi kapitoly vime,

7e symetricky operator méa spojité spektrum reilné. Pro libovolné A € R si vezméme posloupnost
1

Un(e) = Ngn(e), ke gn(e) = =0 (1), @ € CE(0,00)),

el =1 [ e (B[ ww=1
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pii vyuziti substituce y = &, tedy [|1nl2 = 1. Vypoctéme jeste

1 (|1 x
/2 IV g
lehll2 = n/o — (n>

Pak snadno vidime, ze Vn € N, 1,, € D(P). Dale

2 1
dz = = ||¢'[13.
z = Slell

(P — A)tp, = —ie?*y! |

a pro normu mame

(P = XDnll2 = €02

tedy
Jim (P = AL}z = 0.

To plati pro vSechna A € R, a proto dostavame o.(P) = R. Opét z tvrzeni, které jsme vyikli
v minulé kapitole, plyne o.(P*) = R.

Nakonec vySetfeme operator P s D(P) := H'(R) na 2 := L*(R). Pfes rovnost (5.1) dosta-
neme sdruzeny operator P* s D(P*) = H'(R). V tomto piipadé je tedy operator P samosdruzeny.
7 poznamek v tvodu vime, 7e o(P) C R a o,(P) = (). Opét pro funkci 1 = ce™* s X € R nelze
najit takové ¢ aby ¢ € HY(R), tedy op(P) = ). Pii pouziti posloupnosti stejného typu jako
v pfedchozim piikladu dostavame o.(P) = R.

JelikoZ je operator P samosdruZeny, reprezentuje ndm pozorovatelnou - hybnost ¢astice na
readlné pifimce. KdyZ jsme vySetiovali hybnost P; na kone¢ném intervalu, dostali jsme pouze

bodové spektrum. V praxi to znamené, Ze u ¢astice popsanou stavem v, (z) = ﬁei/\” (vlastnim
vektorem) naméfime hodnotu A, = %T” (vlastni ¢islo). V pFipadé hybnosti na realné piimce je

bodové spektrum prazdné. Hodnoty, které lze mérit, ndm ale urcuje spektrum jako celek, tedy
v tomto piipadé prvky ze spojitého spektra o.(P) = R. Témto hodnotam bychom také radi
priradili stavy. Opét k tomu vyuzijeme funkci

Y(x) = ce™, ceC

z rovnice pro vlastni &isla, ale v jiném smyslu. Jiz vime, Ze takova to funkce ¢ ¢ H'(R) ani
¢ ¢ L*(R,dz). Nicméné pro jista ¢ ma vyraz (¢, ) smysl. ¢ € L} alze ji prifadit temperovanou
distribuci z prostoru ./(R). Ta ptusobi na funkce ze Schwartzova prostoru .#(R) a z jejich
vlastnosti plyne, ze .(R) C H*(R). Pak V¢ € .#(R) plati

(16, Po) = /]R B(—id!) = —i [8] T + /]R g /R N6 = A1, 6),

jelikoz limg 400 ¢ = 0. Funkce 1 nazyvame zobecnénymi vlastnimi vektory a existuji pro
vSechna \ € o.(P). Kvuli Fourierové transformaci volime ¢ = 1/+/2m, pfi¢emz piseme p = .

5.2 Magneticky potencial

Od této chvile se uz zaméfime na kruznici ztotoznénou s otevienym intervalem (0, L), u kte-
rého spojime krajni body. Mame tedy Hilbertiv prostor # = L%(0,L)) a z piedchozi ¢asti
pouzijeme operator hybnosti P, s D(P)) = {» € H((0,L)) : (L) = ¢(0)}, dile ho budeme
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znacit P = P;. K tomuto operatoru pridame operator magnetického vektorového potencidlu A.
Budeme uvazovat takovy, ktery se neméni v ¢ase. Operator A definujeme jako operéator nasobeni

(AY) () := a(z)(z),

kde a(z) € L%((0,L)) je klasicky vektorovy potencial. Jelikoz chceme vySetiit operator P,
P — A, definujme definiéni obor D(A) := D(P) = {¢p € H((0,L)) : (L) = (0)}. Ukazme,
pak plati

a(z)y(x) € L*((0, L)).

Chceme

L
/ la(@)(@) de < oo.
0
K tomu ndm pomize nerovnost
111 < Cllel7:, € >0, Vi € D(P).

Diikaz nejprve udélame pro ¢ € H}((0,L)). Vz € [0, L] plati
2 * 2\/ Y= 7\ T ’
@l = [ (k) = [ (#o+vs) =2 [ o
2 T / 2 * / * 2 /12
<o| ["w| <2 [T < [T+ 1wp)

L
< /O (6 + [&/12) = [0]2.

Ve druhém tadku jsme pouzili Youngovu nerovnost. Dostavame tedy, Ze

1112 = esssup[p(2)” < [|[¢]Fn < oo

z€[0,L

To samé ukézeme pro 1 € H((0,L)). Definujme funkci

2 L
n(x): Lx7 proigxg 29
1, pro 5 <z < L.

Pak Vz € [£, L] plati
2 _ 2 _ ’ 2\ _ N / 2 ‘ 2 (7 I
@) = @@ = [ (ol) =2 [Cafof + [ (50 + )
2 2 * 2 / 4 2 ’ /
<2 [T 2ol [T < 2+ [ 2w

4
< (1) I

o[t

N«
@

Mimo jiné jsme zde vyuzili fakt 0 < n(z) < 1, Vo € [0, L] a [|¢[|3 < ||¢[|3;:. Podobné definujme

L
2

() 1, pro0 <z <
€Tr) =
7 —%:U+2, pro%<x§L.
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Potom ¥z € [0, §] plati
T , L ,
(@) = n(z)u(a)* = /L (Inul?)’ = (IWI?)‘
L L
= ‘2/ n”,’¢2+/ 772 (wllﬁ—l-w’@/;)‘
t L

2 fn (S| [ ()
4 (E A
Lé W\Q + WH%H < <L 4 1) ”¢H§{1

Celkové mame |[|1)]|2, < oo, V¢ € D(P) C H((0,L)). Poté mzeme udélat odhad

IN

IN

L L
| As|[3 =/ |a(z)y(x)|* de < / [0%la(@)? dz = |92 |a(@)[|3 < oo,
0 0
tedy a(z)y(z) € L*((0,L)).
Pro realny potenciél a : (0, L) — R je operator A symetricky. Plati totiz, Ze Vi, ¢ € D(P)
L L
(¢, AY) =/ ¢(z)a(z)y(z) dx =/ a(z)p(x)(z) dz = (A9, 1)). (5.5)
0 0

Operator A neni obecné omezeny. Nicméné dokézeme, Ze je P-omezeny s P-mez{ mensi neZ jedna,
a budeme tedy i tak moct pouzit vétu 4.1.4. Opét to nejdifve ukidzeme pro ¢ € H((0,L)).
Vz € [0, L] plati

)l = [ (wp) do=2m ["5uf <

<2\/ I W\/ I W!?<2\/ / W\/ / WP

= 2||y[l2/l¢' Hz < |y’ Hz+*H¢H2,

\[ <
kde € > 0. V postupu jsme pouzili Cauchy—Schwarzovu a Youngovu nerovnost. Dostavame tedy,
ze
1
149113 < lla@)I12 1% < ella(@) 1314115 + Zlla(@)lI31 13- (5.6)
7Z toho plyne, Ze operator A je na mnoziné H&((O7 L)) P-omezeny. Jelikoz muzeme vzit € libovolné

malé, je P-mez nula, coZ je menS$i nez jedna.

Pro ¢ € H'((0, L)) vezméme



Pak Vz € [£, L] plati

2 _ 2 _ v 2\ _ N / 2 ’ 2 (7 I
@ = @@ = [ (ol) =2 [Cafef + [ (50 + )
4 3 2 oo A Y o
<3 [Tweeem [T < g2 [ 2o

4 z z , 1 4
SLW”%“\/ / W\/ [T <+ (24 1) 13

Pro dikaz v druhé ¢asti intervalu vezméme opé&t

L
1 pro0 <z < 3,

r)=14
(@) {—%l‘—i—?, pro%<x§L.

Potom Vz € [0, £] plati

/ (o)’

L
— 4
o1+ 2% %] < J1oig +2

[W(@)? = In(z)v(x)]* =

4 L L _, —
<1), o+ o2 (70 + )
4 L,

L I

4 L L , 1 4
éLuwn%w\/ / W\/ [ e e (Z+ ) ik

Celkové dostavame, Ze je operator A P-omezeny pro vSechna i) € D(P) a P-mez je mensi nez
jedna. MuZeme tedy aplikovat vétu 4.1.4 a vime, Ze i operator P, s D(P) je samosdruZeny.

<

Vygetfeme jeho spektrum. Vime, Ze je redlné, a pro vlastni ¢isla mame rovnici
— i)/ (z) — a(z)(z) = M(z), € D(P). (5.7)
Po separaci proménnych a zintegrovini dostavame obecné reseni
x
Y(x) = c exp (i)\l’ —1—2'/ a(§) df) , ceC.
0

Z podminky 1(0) = ¢(L) vyplyva

o (Py) = {272” - <a>}nez, kde (a) = J:J/OL o(z) da.

V nésledujicich odstavcich dokazeme, Ze spojité i rezidualni spektrum je prazdné, a proto jeho

vlastni vektory
en(z) = —— exp <Z (22” - <a>) . —i—z’/xa({) d§> . nez (5.8)
0

tvori ortonormalni bézi.
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Piejdéme ke komplexnimu potencidlu a : (0,L) — C, [17]. Je zFejmé, Ze nespliiuje rovnost
(5.5). Operator A tedy neni symetricky. Presto plati, Ze je relativné omezeny, protoze jsme
nikde v postupu pro dikaz (5.6) nepouzili predpoklad, Ze je potencial realny. Podle véty 4.1.3,
pak mtzeme alespon Fict, ze je operator P, pro komplexni magneticky potencial uzavieny. Pro
sdruzeny operator P plati D(P;) = D(P) a ma tvar

Py = Ppp = =i/ (z) — a(a)p(x), ¢ € D(P).
Pokud definujeme
Gh¢xx):wmp<ﬂww—i[fa@ﬁﬁ>¢@% (5.9
pak mame podobnostni transformaci
QP = Pyy. (5.10)

Zkontrolujme, Ze nam operator Q, zachové defini¢ni obor D(P). Z definice operatoru €2, vidime,
Ze je generovany nenulovou omezenou diferencovatelnou funkei. S pomoci vztahu (5.6) 1ze snadno
ukézat, ze pokud ¢ € H', pak i Q. € H'. Dale

(Qa)(0) =9(0) a (QW)(L) =P(L).

Dostéavame tedy
v eD(P) = QueD(P).

Obdobné to plati pro Q1.

K vySetfeni vlastnich ¢isel operatoru P, dostavame stejnou rovnici (5.7) jako pro realny

pripad. Mame tedy
2mn
wr) = {7 - @} .
ne”Z

K ziskani vlastnich ¢isel jsme také mohli vyuZit podobnostni vztah (5.10), jelikoZ z piedchozi
¢asti vime, Ze operator Pgy mé tim padem stejné spektrum. Ten ovSem pouZzijeme k ukazani
Ran(P, — AI) = J pro viechna A € C\ o,(F,). Budeme postupovat stejné jako v piipadé
hybnosti na koneéném intervalu. Z rovnice

—i) — ((a) + Np = p € H

dostavame obecné feSeni

¥(@) = ceill@ Nz 4 il N /m =i+ )€ (6 e,
0

kde ¢ € C. Pro vSechna z € (0, L)
[$(@)] < [ef[ U FVT] 4 [V OFE o g5,

7 této nerovnosti lze snadno dokézat, Zze je funkce 1 kvadraticky integrabilni. Pro jeji derivaci
dostavame, ze je také kvadraticky integrabilni, jelikoz plati

1912 = 1({a) + N + ll2 < [{a) + AlllPll2 + [I¢]l2-
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Nakonec podminku (L) = 9(0) splnime pfi volbé konstanty

0
1 — eil{@+NL

et{a)+A)L fL efi((a>+)\)£¢(€) d¢

C =

Celkem dostavame Ran(Py,y — AI) = 7 = Ran(P, — A\I) a operator P, mé tedy prazdné spojité
i reziduélni spektrum.

Dale vyslovme tvrzeni, Ze operator P, je kvazi-hermitovsky, pravé kdyz
(Sa) = 0. (5.11)

V takovém pripadé spliiuje
0.,P,0,! =P, (5.12)

kde metriku definujeme jako

<edwxm::exp(;éx%a@wﬁ)amm. (5.13)

K ditkazu vyuzijeme spektrum operatoru F,. Necht plati podminka (5.11). Pak je operator P,
samosdruzeny, a tedy P, je kvazi-hermitovsky. Vztah (5.12) spliiuje s metrikou 0, = Q€.
Naopak pokud plati pro néjakou metriku © vztah

OP,07! =P
pak je P, podobny k néjakému samosdruzenému operatoru
02P,072.
Z toho plyne, Ze spektrum P, je realné a musi platit (5.11). Tim je tvrzeni dokdzané. VSimnéme
si, ze P, je samosdruZeny, pravé kdyz je Sa = 0, zatimco podminka (5.11) muZe byt splnéna

i v obecnéjsich pfipadech.

Do konce této ¢asti uz ovsem nemusime predpokladat, Ze je operdtor P, kvazi-hermitovsky.
Vlastni vektory piislusné k jednotlivym vlastnim &islim maji tvar

on() = \}Zexp (z (272” _ <a>) v +z'/0x a(€) d§> |

Pro sdruzeny operator dostavame

o= { -}

6o (z) = \}Zexp <z <27Lm _ (a>> z —I—i/omcz(é)df) .

Koeficienty jsme zvolili tak, aby byly vektory biortonormalni, tedy

(¢m, ¢n) = 6mna (5~14)
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pro vSechny m,n € Z. Pokud Sa = 0, pfechézi tato rovnost na (¢, ¥n) = Omn a funkee jsou
shodné s funkcemi z (5.8).

Vsimnéme si, Ze vlastni vektory operatori P, a P, muizeme pfepsat do tvart

Yn(x) = x(@)en(z) a du(r) = x ' (x)en(2), (5.15)
kde .
x(x) := exp ((%a)x —/0 Sa(f) d{) .

Déle ukazme, Ze je {1y, }nez Rieszovou bazi, ale pro Sa # 0 neni Barinou bazi. Necht (,,,1) = 0
pro viechna n € Z. 7Z faktu, ze je {e,}nez ortonormélni béazi, dostavame xy = 0, tedy 1 = 0,
a proto je {¢n}tnez Uplny systém. Ze vztahu (5.14) plyne, Ze je také nejmensi uplny, protoze
z ného nelze odebrat zadny prvek. Déle kazdy vektor 1 € L?((0, L)) mtzeme rozepsat jako

)= Z(enﬂ/f)@n = Z(XﬁlenW)Xen.

nel neZ

S prihlédnutim na vztah (5.15) pak miizeme celkové fict, Ze {1y, }nez je Rieszova baze L2((0, L)).
Jelikoz plati (5.14), je {dn }nez také Rieszova baze. K dokazani tvrzeni, ze {1y, }nez pro Sa # 0
neni Barina baze, musime ukézat, Ze baze neni kvadraticky blizka Zadné ortonormélni bazi. Z véty
4.2.1 vime, ze kdyz je baze {1y, }nez kvadraticky blizka ortonormalni bazi, pak je také diky vztahu
(5.14) kvadraticky blizka bazi {¢y, }nez. Pokud tedy nejsou kvadraticky blizké, pak nemuze byt
baze {1y }nez kvadraticky blizka zadné ortonormalni bazi. Pro vSechna n € Z

- 1

|wn*¢n|:|X*X \/Zv

a proto dostavame

Z l|9n — ¢n||g = 00,
nez

1

pokud x # x~ ", coZ nastava, pravé kdyz Sa # 0.

5.3 Kvazi-relativistickd ¢astice na kruznici

Pro ziskéni operatoru H, musime nejdiiv vySetfit jeho mocninu. Necht je funkce vektorového
potencialu a(x) € D(P). Potom mé&jme operator P2 + m?I s definiénim oborem

D(P; +m?I) = D(H?) = {¢ € H*((0, L)) : ©(0) = v(L), ¥/(0) = ¢/(L)}.
Ukazme, Ze op(P,)% = op(P2). Pro libovolné A € o,(P,) a jisté ¢ mame P,ip = Ap. Potom

dostavame
P = Pa(Patp) = Pa(M) = X%,
Z toho plyne op,(P,)? C op(P2?). Naopak, necht p € op,(P2). Pro ndjaké ¢ mame P2¢ = ue.
Potom
(Py = pI)¢ = (Po = /i) (Pa + /pI)$ = 0.
Pokud (P, + /ul)¢ = 0, pak —/n € op(P,). Jestlize x = (P, + /ul)¢ # 0, dostavame
(Po— /il)x =0, a tedy /it € 0(Fy). Celkové mame dokazano, ze

0p(Pa)? = 0p(F2). (5.16)
43



K dikazu, Ze dany operator nemé spojité ani rezidudlni spektrum vyuzijeme podobnostn{ vztah
20)—1 2
Q(lPa Qa = P<a>
Snadno bychom opét dokazali, 7e operatory €, a ;' neméni defini¢ni obor a pomoci funkece
w(w) :Ce(i<a>f\/f/\)x + de(i(a)Jrv -\

i{a)—vV—N)z TV=A —i(a —
_ elila)=v=X) VA (= >+ﬁ)£¢(§) d¢

0 2\
i(a —A)zx TV=A —ila)—/—
+ i@ +v=X) i 7°2>\e( (a) \/7)§¢<§) de,

kde z € (0,L), ¢ € A, ¢,d,\ € C bychom pak ukazali, ze VA € C, Ran(Pfa> — M) =27

Pro operdtor P2 4+ m?[ s defini¢nim oborem D(H?) tak dostdvdme spektrum trivialng ve

tvaru )
2™
{ <L — (a>> -+ m2} = {)\i + mQ}nez,

neL

s vlastnimi vektory
wnlo) = e (i (P70 @) i [T )

Vezméme si opét nejdifve redlny potencidl. Snadno lze ukézat, Ze je operator P2 + m?2I[
samosdruzeny, a dokonce i pozitivni. Také vime, Ze vlastni vektory {t, }nez tvoii ortonormalni
bazi. Abychom ziskali jeho odmocninu ukazme, Ze je m-akretivni. K tomu nam staci ukazat, ze

1
YAEC, RA<O0, [[(PZ+m*T-A)7Y| < Y

JelikoZ jsou takova \ v rezolventni mnozing, existuje omezeny operator (P2+m?I—\I)~!. Potom
pro viechna ¢ € Ran(P2 4+ m2I — ) existuje 1 € D(H?) takoveé, ze (P2 4+ m?2I — X )y = ¢.

Normu tedy muZzeme piepsat jako

P2 2T -7t
H(Pa2+m2f—)\f)_1H= sup H( a tm ) ¢||2
0£SEA 9ll2
L e
o£pep(m?) | (P2 +m2I — AI)iplle’

a sta¢f nam ukazat, Ze pro viechna ¢ € D(H?) plati nerovnost
I(PZ +m®T = A)¢[l2 > [RA[[[4]]o-
V tomto pripadé to plati, protoze

I(P3 +m?T = A3 = (P +m?)el3 + [IM[I3 — 2R ((PF +m?)w, M)
> [AP[[113 = 2(RX) (I[Pa[13 + m?|[]13) > IR l2]13.
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7 véty 4.1.5 pak plyne, 7e existuje pravé jeden m-akretivni operator H,, ktery spliiuje H? =
P2 +m?I, oznaéme ho H, = /P2 + m?2I. Takovy operétor je také samosdruZeny, pozitivni a ma
kompaktni rezolventu. Z toho plyne
o(H,) = {\/)\% n m2} -
ne
Definujme operator

Hy = Z VAL +m? Pn(hn, )
nez
s definiénim oborem

D(H,) = {w €D VX +m2|n, )P < oo} ,
neZ
kde {9, }p2; jsou vlastni vektory operdtoru P2 + m?I k piislusnym vlastnim ¢&islim. Chtéli

bychom ukézat, ze D(H,) = D(P). Definujme proto jesté operator
pa = Z )\nwn(wnv )

nel

s defini¢nim oborem

D(Pa) = {¢ S Z |)‘n|2|(¢n,1/))|2 < OO} )

neL

Necht ¢ € C$° a ¢ € D(P,), potom
(@, i(Pa+ A)p) =i > (0, Anthn) (Vo ) + (0, a()n) (Vo 1))

nez
= (o, — i a(@)n) (Wn, ) + (0,7 al@)thn) (¥, )
nez
=Y () (Wn, ) = Y (=9, 0n) (G, ) = (=, 1),
nez nez

kde v poslednim fadku jsme vyuzili metodu per partes a u ¢lenu Ay jsme rozepsali ¥ pomoci
ortonorméln{ béze, pficemz jsme méli na paméti, ze D(A) = 5 diky podmince a(z) € D(P).
Operator P, + A tedy puisobi jako slaba derivace, a proto 1 € H'. Takové funkce jsou spojité

a snadno bychom opét ukazali, Zze spliuji podminku v (0) = ¢ (L). Proto plati D(F,) = D(P).

Jelikoz také plati
Aal® < VA2 +m?? < [A)? 4+ m?

> m? (i, 0)|? = m?||Y3,

nez
dostavame D(H,) = D(P,) = D(P)

a zaroven

Dale pro vSechna A € C, R\ < 0 a ¢ € D(P) plati
[Ho = ADP2ll9ll2 > [, (Ha — A)$)| = R(, (Ha — A)¥)

=RY VAL +m2 (%, 9) — RAYI3

neL

> [RA[[113,
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a tedy takovy operator je m-akretivni. Navic Vi € D(H?)

ﬁgd’ = Z V A% +m? P (Yn, f{ad})

neE”L

= ST VR P AR (o, ) ()

neZ keZ

=Y (A% + ), ).

nez
Jelikoz vime, Ze podle véty 4.1.1
(P2 +mPI) =Y (Ar 4+ m*)n(tn, ¥),
nez

dostavame
H? = P2 4+ m?I.

Jelikoz je takovy m-akretivni operator unikatni, méame celkové
Hy= P2 +m2l =3 /X2 +m? ¢u(gn,-),
neZ

se spektrem

oty = (v} =1 () e

ne

a s piislusnymi vlastnimi vektory

() = \E exp (Mn:c +i /0 " () d§> .

Podobny postup bychom chtéli aplikovat pro komplexni potencidl. Abychom mohli pouzit
vétu 4.1.5, musi byt operator P? + m2I m-akretivni. Nejdiive ukazme, kdy je tento operator
akretivni, tedy

R(1p, (P2 +m?)p) = R(y, P2p) + m?||¢ll3 > 0, Vi € D(H?)
Pro prvni ¢len dostavime
R(p, P2) = R(PLo, Patd)
L L
- /0 P+ /0 Ra?)|? + R (i(@b, o) — i, a))
L L L
— AV 2 2 . Sy )
—/0 i +/0<érea>|w| m/o (T — 4T
L L L B
- / P+ / (Ra)? — (Sa)?||y? — 2 / (Ra)S@Y)
0 0 0
L
— @ Ph) - [ SaPluf
0
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JelikoZ je Ra realna funkce, snadno vidime, Ze operator Py, je samosdruZeny. Dostavame tak
nerovnost
1Prat 13 +m2 (0[5 — [[(Sa)yl3 > 0, V¢ € D(H?),

kterou musime splnit, aby byl operator P2 4+ m?2I akretivni. Pokud bychom vyuZili spojitost
vektorového potencialu a vztahu (4.3), miZeme napsat podminku, za které je operator akretivni,

jako
. 2mn 2
neE [(L ~ona)) 00

(5 0] - (2 (422.))

Pokud je splnéna podminka (5.17), pak je operator akretivni.

+m? — max [Sa(z)]> >0, (5.17)

kde lze prepsat

Déle diky podmince (5.17) plati YA € C, RA <0
(P2 +m? T = AD$ 2|0l > [, (P +m*T = ADw)| = Ry, (P +m*T = AD)
= Ry, (P +m*D)y) = RA[¢]13 = [RA|[[¢]3-

Operator P? + m?I je tedy m-akretivni. Z véty 4.1.5 vime, Ze existuje pravé jeden m-akretivni
operator H,, ktery spliuje H2 = P2 + m?I, ozna¢me ho H, = /P2 +m2I. Operator H, je
m-sektoridlni s ¥ < /4. Jelikoz ma také kompaktni rezolventu, dostavame

o(Ha) = { V2% +m?}

neL '

ﬁa = Z V )\121 +m? ¢n(¢na ')7

ne”

Definujme operator

s defini¢nim oborem

D(H,) = {w €A AL+ m2P|(¢n, ¥) < oo} ,

nez

kde {¢,}5%; je Rieszova béze biortonormalni k vlastnim vektortim operatoru P2 + m?2I. Opét
pomoci operatoru

pa = Z /\nz/}n(qﬁm )

ne”L
a vlastnosti Rieszovy béze

> (én 0)* < o0

nez

bychom ukézali, Ze D(f[a) = D(P) jako v pfipadé pro realny potencial.

7 predchozi kapitoly vime, Ze operétor lze rozepsat pomoci vlastnich ¢isel a biortonormalnich
Rieszovych bazich, z nichz jednu tvoii vlastni vektory. Z toho plyne

P+ mI = (A% +m*)n(bn, ).
ne”
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Nasli jsme tedy operétor, pro ktery plati ﬁg = P2 + m2I. Pokud bychom chtéli ziskat dany
operator odmocniny v duchu samosdruzeného pozitivniho operatoru jako pro realny potenciél,
museli bychom ukézat, Ze jsou operatory P2 + m?I a H, m-akretivni. Pro operétor P2 +m?I
jsme jiz podminku, za které je m-akretivni, nagli. OvSem podminku, za které je operator H,
akretivni, tedy

R(, Hath) = R /A2 +m2(1h, ¥n) (¢, 1) > 0, Vip € D(P),

ne”L

a ve které nevystupuji funkce 1, jsme bohuZel nalézt nedokazali.
Sdruzeny operator k operatoru P2 + m?I je
(P +m?*I = P2+ m?I,

s defini¢nim oborem D(H?). Takovy operator je také m-akretivni, pokud je splnéna podminka
(5.17), protoze

R(v, (P)*0) = R(P7, v) = R(¥, PI).

Z véty 4.1.5 opét dostavame m-akretivni sektorialni operator H = /(P;)2 + m?I se spektrem
+2 2mn 2
SPRE N G N[
neZ L
nez

Definujme operator

I:I; = Z \/ Xi + m? ¢n(wna )

neL

s definiénim operatorem

D(fI;) = {%f) €AYy WA +m2P (W, 0)” < OO},

ne”

kde {4, }22 ) je Rieszova béze biortonormalni k vlastnim vektortim operétoru (P;)?+m?I. Stejné
jako v predchozim pfipadé bychom dokazali D(H) = D(P). Takovy operator je sdruzeny k H,,
jelikoz V1), ¢ € D(P)

(¢7f{aw) = <d)> Z V /\% + m? ¢n(¢m¢)>

neL

= 3" VR () (s )

ne’

- (Z Xi +m?2 ‘bn(q/)md))?w)
nez

= (H}¢,).

Podminka, za které by byl operator ﬁ;‘ m-akretivni, je tedy stejna jako pro operator H,.
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Abychom mohli takovymi operatory reprezentovat fyzikalni pozorovatelné, musi byt jejich
spektrum realné. To nastavé, pokud plati (3a) = 0. Vyslovme tvrzeni, ze operator H, je kvazi-
hermitovsky, pravé kdyz (Sa) = 0. Vezméme si operator P<2a> + m? s definiénim oborem D(H?)

ze zalatku této ¢asti. Takovy operator je akretivni, pokud splituje pro viechna v € D(H?)

1Pgray¥lI* = (Sa) [ * +m?[[%]|* > 0.

Jelikoz plati ](J@)] < mauxme 0,r] |Sa(x)|, mizeme nerovnost také splnit podminkou (5.17). Pokud
je operator P?, 4+ m? akretlvnl snadno bychom ukézali jako v predeslych pfipadech, ze je i m-
akretivni. Deénuﬂne operator

=3 VAL +m? én(en,),
nel

kde ]
b = —=eOn )T vy e 7

VL

jsou vlastni vektory P, a tvorf ortonormalni bazi. Po minulych zkuSenostech uz mizeme rovnou

vidét D(E[@) = D(P). Pokud plati podminka (5.17), je akretivni i I:I<a>, protoze Vi) € D(P)
R(eh, Higyth) = R Y VA2 +m?|(En,9)> =Y RVAZ +m2|(én, 9)]> > 0.
neL neZ

Dale pro v8echna A € C, R\ < 0 a ¢ € D(P) plati
1H iy = A l2ll9[l2 = R(w, Higyw) — RAI9]13 > [RA[[|2]13,

a operéator H (a) Je tedy i m-akretivni. Jelikoz
Hpy =Y (N +m®)én(En, ) = Ply +m’
nez

véetné defini¢nich obort, dostavame
H(a) = H(a) = P(2a> +m2.

Vzhledem k tomu, Ze jsme nenasli podminku, za které je operator H, akretivni, nebo neuké-
zali, Ze staci (5.17), vychazime v nasledujicich vztazich jenom z definic danych operatori. Plati,
ze operator H, je podobny operatoru H,. S vyuzitim €2, z (5.9) a vztahi

Qawn = én = (Q;1>*¢m Vn € Z7

dostavame pro vsechna ¢ € D(P)

QHoQ ) = Qa Y A2+ m2 Yn(dn, 0 '0)

nez

= VA +m? Qb (2,1) 0ns )

ne”L

=Y VAL +m? En(én, 1)

ne”
= Hy.
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Necht plati podminka (Sa) = 0. Pak je operator ﬁ@ samosdruzeny, a tedy H, je kvazi-
hermitovsky. Podobnostn{ vztah se sdruzenym operatorem ]:I[; spliiuje s metrikou @, = 27€,.
Vi € D(P) plati

OuH.O7 'Y =00 Y VA2 +m? Y0, 07 '¢)

neL

=" VAL +m? Qa1 (0; 160, 1)

nel

= Z AV )‘721 +m? ¢n(wna¢)

neL
= Hyy,
kde jsme vyuzili vztah ©,v,, = ¢,. Naopak pokud pro n&jakou metriku © plati vztah
©H,0 ! = a;,
pak je H, podobny k né&jakému samosdruzenému operatoru
1 ~ 1
02H,07 2.

Z toho plyne, Ze spektrum H, je realné a musi platit (Sa) = 0.
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Zaver

V této praci jsme uvedli zdkony elektrodynamiky v klasické fyzice a ve specidlnim piipadé
preneseni popisu elektromagnetického pole do kvantové mechaniky. Dale jsme predstavili za-
klady relativistické kvantové mechaniky a nestandardni teorie kvazi-hermitovskych operatort.
Seznamili jsme se také s motivacemi pro komplexni magnetické pole. V hlavni ¢asti prace jsme
uvedli dilezité pojmy a poznatky z matematické teorie operatorti, které jsme nasledné vyuzili ve
spektralni analyze.

Nejprve jsme vySetiili operator hybnosti na riznych defini¢nich oborech. Zjistili jsme, jak
se pro ruzné definiéni obory méni vlastnosti operatoru, obzvlast jeho spektrum. Dale jsme se
omerzili na kone¢ny interval s periodickymi hrani¢nimi podminkami. Definovali jsme operétor
magnetického potencidlu a ukizali, Ze je P-omezeny s P-mezi mensi nez jedna. Odtud jsme pfe-
sli k operatoru Py, u kterého jsme nejdiive vySetfili vlastnosti s readlnym potencidlem a nasledné
pripomnéli vysledky z [17] pro komplexni potencial. V dalsi ¢asti jsme se vénovali operatoru
P2 + m?2I. Pro realny potenciél jsme ziskali magneticky kvazi-relativisticky potencial H, jako
odmocninu operatoru P? 4+ m?2I a nagli jsme jeho tvar. V piipadé komplexniho potencidlu jsme
ziskali magneticky kvazi-relativisticky potencial jako odmocninu m-akretivniho operatoru s pod-

minkou )
2 L
(;dist ( gi@,Z)) +m? — xren[gi] Sa(z)]* > 0.

Nakonec jsme navrhli jeho tvar a ukézali, Ze je takovy operator kvazi-hermitovsky pravé tehdy,
kdyz (Sa) = 0.

Dalsi vyzkum miiZze navazat na tuto praci hned v nékolika smérech. U kvazi-relativistického
operatoru jsme napiiklad narazili na zajimavy problém rozhodnout, za jakych podminek je ope-
rator definovany pomoci biortonorméalnich Rieszovych bazich akretivni ¢ nikoliv, a doplnit tak
tuto praci. Také muzeme studovat operatory s komplexnim magnetickym potencidlem na jinych
defini¢nich oborech.
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