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Abstrakt

Cilem této préace je vytvorit vypocetni
model stacionarniho transsonického prou-
déni v osové symetrické Lavalové dyze s
razovou vlnou. Proudici tekutina je po-
vazovana za nevazky idedlni plyn s kon-
stantnimi mérnymi tepelnymi kapacitami.
Numerické reseni je zaloZeno na kvazi-1D
Eulerovych rovnicich, je pouzita metoda
typu FTCS s pridanou umélou vazkosti.
Numerické vysledky jsou srovnavany s re-
feren¢nim resenim zaloZenym na analy-
tickych vztazich pro kvazi-1D proudéni
idealniho plynu, poloha razové viny a lo-
kalni Machova ¢isla v referenénim reseni
jsou urcovany numericky. Bylo ovéreno,
ze aby mohly byt ziskany presné vysledky,
umeéld vazkost musi byt minimalizovana.
Je-li to mozné, také je vhodné omezit si-
mulovany usek dyzy tak, aby razova vlna
vznikla blizko jeho konci, nebot tak vylep-
$ime presnost vysledku i rychlost konver-
gence. Presnost vysledkt naopak nezavisi
na sile rdzové viny. Prestoze pouzita me-
toda v okoli rdzové viny nezachovava ve-
liciny jako klidova entalpie a hmotnostni
tok, pri spravném nastaveni parametri
dobre vystihuje prirtstek entropie na ra-
zové viné.

Klicova slova: kvazi-1D proudéni,
Lavalova dyza, razova vlna, umeéla
vazkost, prirtstek entropie

Vedouci prace:
Ph.D.

doc. Ing. Jan Halama,

vi

Abstract

The aim of this thesis is to develop a com-
putational model of stationary transonic
flow in an axially symmetric de Laval noz-
zle with a shock wave. The flowing fluid is
assumed to be an inviscid ideal gas with
constant specific heats. The numerical
solution is based on quasi-1D Euler equa-
tions and utilizes an FTCS scheme with
added artificial viscosity. Numerical re-
sults are compared to reference solutions
based on analytic relations for quasi-1D
ideal gas flow. In the reference solutions,
the position of the shock wave and local
Mach numbers are determined numeri-
cally. It was verified that the artificial
viscosity must be minimized to acquire
precise results. If possible, the simulated
part of the nozzle should be restricted so
that the shock wave appears near its end,
as this improves both the precision and
the rate of convergence of the result. On
the other hand, the precision of the results
is unaffected by the strength of the shock
wave. In the surroundings of the shock
wave, properties such as mass flow rate
and stagnation enthalpy are not preserved.
In spite of this, the utilized scheme is ca-
pable of capturing the entropy increase at
the shock wave quite well.

Keywords: quasi-1D flow, de Laval
nozzle, shock wave, artificial viscosity,
entropy increase

Title translation: Numerical simulation
of transonic flow in a nozzle
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Seznam pouzitych symbolti

Pozn.: Tecka nad symbolem znaéi derivaci veli¢iny podle ¢asu (napf. Q=
0Q/0t). Carka nad symbolem indikuje, ze symbol se vztahuje ke smési plynii
(napf. é,, M). Neni-li zde uréeno jinak, indexy u symbolii zna¢i konkrétni
hodnoty veli¢iny identifikované danym symbolem. V kapitole 3 mohou indexy
mit také vyznam parcidlni derivace, viz zacatek této kapitoly.

Symbol Vyznam Jednotka
« uhel stény divergentni ¢ésti vici ose dyzy °

Ap reziduum hustoty kg -m™>
As zména entropie J- kg™l K!
At casovy krok sité s

Ax prostorovy krok sité m

€ intenzita umélé vazkosti

K adiabaticky exponent —

A vlastni ¢islo, rychlost sifeni viny m-s !

p hustota kg -m~3

o hmotnostni zlomek —

X kilomolovy zlomek —

D lokalni chyba diskretizace

globalni chyba diskretizace
vektor toklt neznamych veli¢in
vektor pravych stran rovnic
vektor nezndmych veli¢in
diskrétni aproximace f, u,r
asymptotické chovani zbytku

G\.l-j_jg"!"hm
j=
=
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Symbol Vyznam Jednotka

A prutez dyzy m?

a rychlost zvuku m-s~!

Ay kriticka rychlost m-s !

c rychlost proudéni m-s !

Cy mérnd tepelnd kapacita pii konstantnim J- kg™l . K!
objemu

Cp mérnd tepelnd kapacita pti konstantnim J-kg ' K!
tlaku

E celkova energie J

e mérné celkova energie J kg™!

H entalpie J

h mérné entalpie J kgt

hy mérnd klidova entalpie J- kg™t

1,7 indexy sité

M kilomolova hmotnost kg - kmol !

Ma Machovo ¢islo

m hmotnost kg

n pocet bodu sité —

P staticky tlak Pa

Dt klidovy tlak Pa

Q sdélené teplo J

Qm kilomolové sdélené teplo J - kmol !

q meérné sdélené teplo J kgt

R univerzalni plynova konstanta J-kmol ™! . K~}

r mérnd plynova konstanta J kg t-K!

S entropie J-K!

S mérna entropie J- kg7l Kt

Sprod mérnéd produkovana entropie J- kg™l K!

T termodynamickd teplota K

Ti klidova termodynamicka teplota K

t cas s

U vnitini energie J

Un kilomolova vnitini energie J - kmol™?

U mérné vnitini energie J- kg™t

Vv objem m?

v mérny objem m? - kg~!

w prace J

w mérnd prace J- kg™t

T délkova souradnice dyzy m

Z kompresibilitni faktor —



Kapitola 1
Uvod

Transsonické proudéni plynu je charakterizovano tim, ze je pfi ném prekonana
rychlost zvuku v pohybujicim se plynu, a plyn se zacne pohybovat rychleji,
nez se v ném muze Sitit zvuk nebo jiné mechanické vzruchy. Toto proudéni
bude realizovano v dyze neboli trysce, coz je trubice urcend pravé ke zrych-
leni pohybu plynu. Dyzu, v niz je mozno realizovat transsonické proudéni,
nazyvame dyzou Lavalovou.

Dynamika plynt je popsana slozitymi soustavami parcidlnich diferencialnich
rovnic, jejichz analytické reseni pro drtivou vétsinu piipadi dodnes nebylo
nalezeno. Zndmym prikladem jsou Navierovy-Stokesovy rovnice, popisujici po-
hyb vazké tekutiny v trojdimenziondlnim prostoru, které figurovaly v jednom
z dosud nevyresenych ,problému tisicileti“ — nejdilezitéjsich nevyresenych
matematickych problému vyhldsenych v roce 2000. Nutno dodat, ze stanove-
nym problémem nebylo rovnici vyrtesit, ale viibec dokazat, ze Teseni existuje
a ma predpokladané vlastnosti.

V dynamice plynu jsou Siroce vyuzivany ruzné numerické metody. Principem
numerického feseni je nahrazeni obtizné resitelného problému jednodussim,
opakujicim se postupem, pricemz musi byt dokazéno, ze bud dostatecné
presné vystihuje vyvoj soustavy rovnic v ¢ase, nebo v pripadé stacionarniho
reseni dokéze toto feseni popsat s arbitrarné malou chybou.

V ramci této prace budou pouzivany Eulerovy rovnice, které na rozdil od
rovnic Navierovych-Stokesovych vazkost tekutiny zanedbavaji. Budeme dyzu
popisovat pouze jednou prostorovou souradnici, takze ztratime informace
o ,,pricnych* smérech — nebudeme moci zjistit, jak se lisi stav plynu uprostied
dyzy a na jeji sténé ve stejném misté. Tato zjednoduseni vSsak neméni za-
kladni zédkonitosti numerickych metod a maji velkou vyhodu, ze odpovidajici
analyticka Teseni jsou do znacné miry znama. Vysledky numerickych metod
tak budeme moci srovnévat s feSenim ziskanym analyticky.

V kapitole 2 budou popsany v souvislostech zakladni poznatky z termodyna-
miky a dynamiky plynii, které poslouzi jako technicky ivod do problematiky.
Kapitola 3 se jiz zaméri na numerické reseni parcidlnich diferencialnich rovnic,
definuje zakladni pojmy, uvede zvolenou metodu a jeji mozné nedostatky.
Kapitola 4 vyjmenuje vlastnosti Lavalovy dyzy a shrne konkrétni postupy
pouzité pri feseni proudéni v Lavalové dyze, napr. realizaci okrajovych pod-
minek pro numerickou metodu, rovnice analytického reseni, parametricky
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1. Uvod

modelovy tvar dyzy, a také program vypracovany pro ucely této prace, ktery
vSechny tyto postupy integruje.

V kapitole 5 pak budou komentovany vysledky vypocti a bude provedena
jejich diskuze, bude také na zakladé analytického Teseni zkouména zévislost
polohy razové vlny a prirtustku entropie na slozeni smési plynu. Vysledky
numerickych vypoctu pak budou graficky zpracovany v priloze A, v niz bude
zkouman vliv parametri numerické metody na presnost jejitho vysledku, a
v priloze B, kterd se bude sousttedit na citlivost numerické metody na zménu
fyzikdlniho zadani.



Kapitola 2
Zakladni predpoklady

V této kapitole budou stru¢né shrnuty zédkladni termodynamické modely a
poznatky, na nichz se feseni proudéni v dyze zaklada.

Rovnice budou pokud mozno vyjadfovany v intenzitni podobé vztazené
na jednotku hmoty, tj. pomoci veli¢in jako mérné vnitini energie u, mérné

sdélené teplo ¢ apod., coz se jevi jako nejvhodnéjsi pro dalsi reSeni tlohy.

Pro tplnost uvedme, ze takto vyjadrené rovnice budou platit i v extenzitni

podobé (U, @) nebo pii vztazeni na jednotku latkového mnozstvi (U, Q).
Bude také dtisledné rozlisSovano mezi velicinami stavovymi a nestavovymi.

Stavova veli¢ina (anglicky property) je takova veli¢ina, jejiz hodnota zévisi
pouze na soucasném stavu plynu (napt. p, V, T'), jeji diferencial je diferencidlem
uplnym (napft. dp,dV,dT). Naopak nestavovd veli¢ina charakterizuje déj

probihajici mezi stavy a pro jednotlivy stav ji nelze jednoznacéné urcit (napr.

Q, W). Diferencial nestavovych veli¢in budeme znacit podle konvence obvyklé
v termodynamice (napft. 6Q, W) [12].

. 2.1 Kontinuum

Kontinuum je zjednoduseny model realné struktury makroskopickych systémii.

Predpoklada spojity priubéh lokalnich hodnot veli¢in, které nazyvame jako
intenzitni, tj. veli¢in, jejichz hodnota je nezavisla na velikosti soustavy.

Prikladem takové veli¢iny je hustota p = m/V. U stlacitelnych tekutin
se méni podle podminek, nemtizeme tedy p povazovat za vSeobecné platnou
konstantu, a tak je nutné ji definovat jinym zptsobem. V tvahu piichézi
definovat hustotu skalarnim polem, tj. kazdému bodu v soustavé priradit
jednoznac¢nou hodnotu hustoty, coz je pravé hypotéza kontinua.

Podle hypotézy kontinua by na libovolném misté v soustavé mélo pro
hmotnost tekutiny Am obsazenou v objemu Av platit

Am
lim =7 — 2.1
INACN A (2.1)

kde takto vzniklé skaldrni pole bude hladkou funkci vzhledem k prostorovym
souradnicim i k ¢asu.'

Wzhledem k tomu, Ze v této praci budou zkoumény pouze makroskopické jevy, nevyjde

stavova veli¢ina

kontinuum



idealni plyn

stavova rovnice
termicka

2. Zakladni predpoklady

Chyba zplsobend modelem kontinua je znatelnd az v pripadé, kdy charak-
teristicky rozmér proudéni je radové stejné velky jako prumeérnd vzdalenost,
kterou urazi molekula plynu mezi dvéma srazkami [2]. Za atmosférického
tlaku se tato chyba projevi, zkoumame-li objemy mensi nez 10~? mm? [15].

Kontinuum ma velkou vyhodu v tom, ze prevedeni prubéhii intenzitnich
veli¢in na hladké funkce ndm umozni uzit diferencidlniho poétu. Pomoci
modelu kontinua vsak nelze odvodit mnohé zakladni zakonitosti, které mezi
témito veli¢inami plati. Statistickd mechanika dokdaze z ¢asticového modelu
plynu napr. odvodit vlastnosti idealniho plynu, které budeme v podkapitole
2.2 povazovat za axiomy.

B 2.2 idealni plyn

Idedlni plyn je plyn, ktery splituje nasledujicich 5 podminek? [13]:
1. plati pro néj, ze nasledujici pomér je konstantni pii jakékoli zméné stavu,

% = konst. (2.2)

2. jeho mérna kapacita pri konstantnim objemu ¢, je konstantni,
3. jeho vnitini energie U je funkci pouze teploty (U = U(T)),

4. nelze jej zkapalnit,

5. mneni vazky.

Vztah 2.2 je termickd stavova rovnice idedlniho plynu. V zavislosti na
vyuziti je vhodné ji zapsat v upraveném tvaru. V dynamice plynt se nejcastéji
pouziva tvar

L (2.3)

p
kde r = R/M, R = 8314,41 J - kmol ! - K.

Konstanta R je univerzalni, kilomolovd hmotnost M je vlastnosti daného
plynu — predstavuje hmotnost jednotky ldtkového mnozstvi (1 kmol) tohoto
plynu. Pro smés k plynt o znamém slozeni ziskdme jeji prumérnou kilomolovou
hmotnost jako

k
M =" xiM;, (2.4)
=1

primo najevo, pro¢ je tato hypotéza nespravna. Nicméné nemusime se ani zaobirat soucasnou
casticovou fyzikou, abychom zjistili, ze obecné platnd neni — koneckoncti i model idealniho
plynu, ktery ma empirické zéklady, byl jiz v 19. stoleti spojen s predstavou velkého mnozstvi
malych ¢astic, které do sebe narazeji, a tak si predévaji kinetickou energii. Rovnice 2.1 tedy
neplati, protoze pokud AV zmensime na objem, ve kterém se pravé nenachézi zadna castice
plynu, zaznamename p = 0, a jakmile do néj ¢astice vstoupi, zaznamename skokovou zménu,
coz je chovani neslucitelné se standardni predstavou hustoty latky. Pokud ovSem uvazujeme
dostatecné velké mnozstvi ¢astic, mizeme tuto nepresnost zanedbat.

2Posledni dvé podminky nejsou uvadeény vidy, jsou soudasti pouze tzv. striktni definice.
V ramci této prace bude do definice idedlniho plynu zahrnuto vSech 5 podminek.
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2.2. Ideaini plyn

kde kilomolovy zlomek x; je podil latkového mnozstvi slozky vici latkovému
mnozstvi celku: n
Xi = —f—— (2.5)
=11y

Druhéa a treti defini¢cni podminka idedlniho plynu stanovuji, Ze ¢, je za-
vislé pouze na teploté a Ze tato zavislost je linearni. Spojenim téchto dvou
podminek vzniké kaloricka stavova rovnice idealniho plynu, uvadéna c¢asto
v diferencidlnim tvaru

du = ¢, dT. (2.6)

Zvolme libovolnou ¢astici plynu a sledujme jeji pohyb a vyvoj stavovych
veli¢in v ¢ase. Pti tomto (tzv. lagrangeovském [6]) popisu plynu muzeme ¢éstici
povazovat za uzavienou termodynamickou soustavu, protoze neuvazujeme
tok hmoty pres hranici této soustavy. Mizeme na ni proto aplikovat prvni
hlavni vétu termodynamickou pro uzaviené soustavy [12]

de = dq — dw. (2.7)

Uvazujme po zbytek této podkapitoly, ze zména kinetické a potencialni
energie je zanedbatelnd. Pak plati de = du a mizeme z 2.6 pfimo dosadit do
2.7.

Okoli plynu muze vykonat praci na jeho kompresi, nebo naopak plyn mize
konat praci na okoli pri expanzi. Tuto tzv. objemovou praci vyjadiime jako
dw = p dv a dosadime spolecné s 2.6 do rovnice 2.7:

¢y dT' = 6qg —p dv (2.8)
0g=c, dT'+p dv (2.9)
Zavedeme-li entalpii h = u + pv, pak dh = du + d(pv), tedy po upravé a

dosazeni z 2.6
dh =¢, dT +p dv + v dp. (2.10)

Srovname-li nyni rovnice 2.9 a 2.10, je zfejmé, ze dq = dh pravé tehdy,
kdyz dp = 0. Tepelna kapacita pfi konstantnim tlaku ¢, je tedy z definice
0q = ¢p dT' = dh. Diferencidl dh mizeme upravit také pomoci stavové rovnice
2.3, nebot d(pv) = d(p/p) = r dT.
Disledkem je, Ze ¢, je také konstantni a plati tzv. Mayertuv vztah (2.12):
dh =c¢, AT =du+d(pv) = ¢, AT +r dT (2.11)
cp=Cy+r (2.12)
Budeme-li opét uvazovat smés k plynlt o zndmém slozeni, pak ¢,, ¢, této
smési ziskdme pomoci hmotnostnich zlomku jednotlivych slozek:

k
Cp = Z TiCp;
i=1

k
Gy = ZUicvi (2.13)
=1
m;
g; = =k
=115

stavova rovnice
kaloricka

1. hlavni véta
termodynamicka
celkova energie

Mayeriiv vztah



2. Zakladni predpoklady

Presnost modelu idedlniho plynu silné zavisi na stavu plynu. Zjednodusené
lze tici, Ze chovani redlnych plynt se blizi idedlnimu plynu pii velmi nizkych
tlacich. Abychom mohli kvantitativné srovnat chovani realného plynu s pred-
pokladem podle modelu realného plynu, zavedeme tzv. kompresibilitni faktor

kompresibilitni faktor [12, 13]

_pv_ P

T prT
Srovname-li rovnice 2.14 a 2.3, zjistime, zZe pro idedlni plyn je vzdy Z = 1.

Cim vice se tedy Z realného plynu za danych podminek 1isf od 1, tim méné

adekvatni je pouzit model idedlniho plynu za téchto podminek.

A (2.14)

12% T T T T T T T T T T T T T T T 7]
)

—— vodni péra
--- methan
------- vzduch

Obrazek 2.1: Zavislost kompresibilitniho faktoru Z na tlaku pii teploté
T = 648 K (zdroj dat: [3])

Na obrazku 2.1 jsou vyznaceny hodnoty Z pfi fixni teploté a v daném
rozmezi tlakl, a to pro tfi rizné plyny. Methan a vzduch vykazuji pfi této
teploté prakticky stejné chovani, u vodni pary klesa Z do velmi nizkych
hodnot. Zatimco kriticka teplota vody je témér rovna zvolené teploté na obr.
2.1, kriticka teplota methanu a vzduchu je nékolikanasobné mensi. Z lze pro
libovolny plyn urcit pomoci jeho kritického stavu a obecné platné zavislosti
stavovych veli¢in na jejich kritickych hodnotéach, a to s chybou kolem 5 %?.

B 2.3 Adiabatické déje

Z hlediska termodynamiky provadime pred vlastnim fesenim proudéni jesté
dva zjednodusujici predpoklady.

Prvnim z nich je, ze mizeme zanedbat prenos tepla mezi proudicim plynem
a okolim, tj. jednd se o adiabaticky déj (6g = 0). Z rovnice 2.9 pak muzeme

3Jednd se o tzv. teorém korespondujicich stavii [13], objeveny J. D. van der Waalsem][8].
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2.3. Adiabatické déje

vyjadrit diferencial teploty jako

p dv

aT = — (2.15)

Cy

Ze stavové rovnice 2.3 a Mayerova vztahu 2.12 lze tentyz diferencial urcit
jako

ar = d <p> — Lape) = —L—d@w). (2.16)

TP T Cp— Cy

Rovnici 2.15 jsme ziskali za predpokladu adiabatické zmény, rovnice 2.16
vznikla dpravou stavové rovnice a plati tedy pro jakykoli déj idealniho plynu.
Polozime-li tedy do rovnosti pravé strany obou rovnic, musime ziskat zavislost
platnou pro adiabatické zmény v idedlnim plynu:

p dv 1

- d
P — (pv)
d 1
P _ (v dp + p dv) (2.17)
Cy cp — Cy
_odv_dp
v P

Zavedme K = ¢,/c, a zintegrujme rovnici mezi libovolnymi dvéma stavy,
které oznac¢ime 1 a 2:

2 dw 2dp
x| = = '
1 v 1 p
k(lnv; —Inwvy) = (Inpe — Inp;) (2.18)
pivy = pavy
Ziskanou rovnici muzeme zapsat také jako
pv" = konst., (2.19)

jedna se o zakladni rovnici popisujici zménu stavu idedlniho plynu pti adiaba-
tickych déjich. Pomoci této rovnice je mozné ziskat dalsi vztahy umoznujici
podrobny analyticky popis téchto déjia. Tyto vztahy lze najit v literature,
napr. [1, 2], vzhledem k zaméreni této priace na numerické feseni jim zde
nebude vénovan prostor. Podstatny v tomto vztahu je adiabaticky exponent
K, zvany téz Poissonova konstanta, ktery lze pomérné presné odhadnout na
zakladé tvaru molekuly plynu. Zndme-li x a r plynu, mtizeme snadno z definice
k a Mayerova vztahu 2.12 ziskat mérné tepelné kapacity c,, ¢, jako

= 2.20

Co w1 ( )
KR T

= . 2.21

Cp k—1 ( )

Druhym predpokladem je, ze se jednd o vratny neboli bezztratovy déj.
Druhé hlavni véta termodynamicka definuje entropii s jako veli¢inu, ktera
urcuje proveditelnost daného déje:

adiabaticky exponent

mérna tepelnd kapacita

2. hlavni véta
termodynamicka
entropie



2. Zakladni predpoklady

ds = 6—1:1 + 0Sprod (2.22)

Pro proveditelny dé&j je dsproq > 0, pro vratny déj dsproq = 0. Pro adiaba-
ticky déj bude dq = 0, a tedy ds = dsproq. Pokud tedy plati oba predpoklady,
bude ds = 0, tj. jedna se o izoentropicky déj. Vétsinou tedy budeme uvazovat,
ze béhem proudéni se neméni entropie plynu.

Za predpokladu vratného déje idealniho plynu mizeme z rovnice 2.22
dosadit do 2.9 a dale upravit pomoci 2.3:

Tds =c¢, dT"+pdv (2.23)
dI" pdv

ds =c¢,— 2.24

s =g + T (2.24)
dT dv

dS = CU? =+ 7’7 (225)

Tentyz vztah muzeme také vyjddrit pomoci definic h a ¢, uvedenych
zména entropie v podkapitole 2.2:

Tds =(c, dT'+pdv +vdp)—vdp (2.26)

Tds =c¢, dT"—wvdp (2.27)
dT" v dp

ds = Cp? — T (228)
dT dp

ds = Cpp r; (2.29)

Rovnice 2.23 a 2.27 tvori zaklad pro urcovani zmény entropie béhem
libovolného déje, rovnice 2.25 a 2.29 pak poskytuji tvary stejnych dvou vztahti
pro idedlni plyn, které muzeme piimo integrovat mezi dvéma stavy.

Ackoli zde byly tyto rovnice odvozeny pouze pro vratny déj pfi zanedbatelné
zméné kinetické a potencidlni energie, 1ze je pouzit i pro nevratné déje a
pohyb plynu [12]. Jejich obecnou platnost 1ze dokazat na zakladé definiéni
podminky idedlntho plynu U = U(T) [8].

Proudéni budeme vétsinou pokladat za izoentropické. Vyjimkou je rédzova
vlna, na niz dochazi k velkym skokovym zménam vsech veli¢in, a v disledku
toho je produkovana entropie. Naopak zvukové viny jsou dostateéné slabé,
abychom je mohli pokladat za izoentropické a skokové zmény na nich povazovat

rychlost zvuku  za elementarni. Takto slabé viny se it rychlosti

a= (gi)s, (2.30)

tj. rychlosti zvuku, kterd je dilezitym parametrem stlac¢itelného proudéni,
o némz bude dale pojednano v kapitole 4. Razova vlna se muze sitit rychleji

nez zvuk [2].
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2.4. Dynamicky popis plynu

B 24 Dynamicky popis plynu

Vratme se nyni k 1. hlavni vété termodynamické pro otevienou soustavu 2.7,
zapisme ji v extenzitni podobé a zderivujme podle casu:

dE = 6Q — 6W (2.31)
dE . .

Touto rovnici mizeme popsat okamzitou bilanci energie uzaviené soustavy.

Zvolme nyni tsek dyzy mezi libovolnymi dvéma jejimi prifezy a zkoumejme
kontrolni objem CV ohraniceny zvolenymi prifezy a sténou dyzy, jak je
nacrtnuto na obrazku 2.2.

1
: cv !

: :
iy
mro | mo
er |, €0

Obrazek 2.2: Kontrolni objem v dyze

Tento kontrolni objem je otevienou soustavou. Rovnice 2.32 nepostacuje
k popisu jeho okamzité zmény energie, protoze s hmotnostnim tokem 7o
opoustéjicim soustavu je spojena ztrata energie o - eo a stejnym zptsobem
soustava ziskdva energii z pritékajici hmoty. Zahrnme nyni tento zptsob
prenosu energie do bilance soustavy:

(iT]f = Q — W + rger — moeo (2.33)

Dosud jsme uvazovali, ze de = du, tj. zanedbavali jsme zménu potencidlni
a kinetické energie plynu. Zména potencialni energie se bézné zanedbava i
v dynamice plynu — hraje roli jen ve specialnich pripadech, kdy plyn prekonava
velké vyskové rozdily. Je vSak zfejmé, ze kinetickou slozku energie v pripadé
transsonického proudéni ignorovat nesmime, protoze rychlost plynu, a tedy
i jeho kineticka energie, je pomérné velka. Proto celkovou energii plynu na
hranicich kontrolniho objemu vyjadfrime jako

cf
er =urt 55
) (2.34)
0)
ep = uop + 7

Rovnice 2.33 ovSem stéle neni kompletni, protoze v prekroceni hranice

soustavy plynu brani tlakova sila odpovidajici mistnimu statickému tlaku.
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2. Zakladni predpoklady

Plyn musi vykonat praci, aby tuto silu prekonal, pticemz vyviji vykon

Wr = Fy - ¢; = prAjcr,

. (2.35)
Wo = Fo - co = poAoco.
Pro hmotnostni tok dyzou plati znimy vzorec
Acp =1, (2.36)

ktery upravime tak, abychom pomoci néj mohli preformulovat vyjadreni
vykonu 2.35:

Ac=" = riw (2.37)
p

Po dosazeni je tedy

W = mpror, (2.38)
Wo = mopovo.

Vykon spojeny s prekondvanim sil na hranici soustavy musime pridat do
bilance 2.33. Po vytknuti 7 tak ziskdavame rovnici

dE . . 2\ 2
EZQ—W+mI ur +pror+ 5 | —1ho (vo +povo + 57 | (2.39)

ktera jiz je korektnim vyjadienim 1. hlavni véty termodynamické pro otevie-
nou soustavu z obrazku 2.2 [12].

Aplikujme nyni rovnici 2.39 na problematiku proudéni v dyze tak, jak
jsme ji doposud popsali. Jak jiz bylo zminéno v podkapitole 2.3, povazujeme
proudéni za adiabatické — predpoklddame, ze rychlost plynu protékajiciho
dyzou je tak velkd, zZe si plyn nestiha predavat teplo se sténami dyzy. Proto
tepelny tok Q = 0. Déle v dyze nejsou umistény jakékoliv pohyblivé Esti,
které by mohly konat nebo p¥ijimat praci, tudiz i W = 0. V rovnici 2.39 si
také muzeme vsimnout, Ze soucet u + pv je roven entalpii h. Po vsech téchto
upravach ziskame rovnost platnou pro stavy na krajich kontrolniho objemu

h]-l-*:ho—l-cfo. (2.40)

Kontrolni objem jsme zvolili zcela nahodile, rovnost tudiz musi platit pro
klidova entalpie jakékoliv dva prurezy. ZapiSeme ji tedy jako

2
h + % = h; = konst., (2.41)

tj. pri adiabatickém proudéni se zachovava klidova entalpie h;, ktera odpovida
stavu, kdy se veskera kinetickd energie plynu preméni na vnitini energii.
Zdtraznéme, ze zachovavani klidové entalpie nevychéazi z 2. hlavni véty ter-
modynamické 2.22, a neni proto ovlivnéno zménami entropie. Z toho plyne,
ze v celé simulované dyze musi byt h; konstantni.

12



2.5. Kvazi-1D proudéni

Vratme se jesté k e pohybujiciho se plynu — rovnice 2.34. V nasledujicich
kapitolach budeme potfebovat zptsob, jak zmény této energie popsat v za-
vislosti na stavovych veli¢indch plynu. Mtzeme zacit tim, ze z rovnice 2.3
vyvodime, ze u = ¢, - T'. Pomoci tohoto vztahu nemtzeme urcit absolutni
hodnotu u, protoze predpokldddme konstantni ¢, az k nulové termodynamické
teploté, k popisu zmény u mezi dvéma stavy idedlniho plynu nicméné postaci.
Jiz pouzity vztah 2.16 ndm umozni nahradit teplotu tlakem:

u=c, T = © P___ P (2.42)

Cp —Cy P (H—l)p

Po dosazeni do 2.34 je tedy

c P c
- — = 4+ 24
e=ut (ﬂ—l)p+2 (2.43)

Tato rovnice se ¢asto zapisuje v extenzitni podobé [11]

p
k—1

E = pe = + qu (2.44)
a je v dynamice plynt rozsifena jakozto stavova rovnice idedlniho plynu se
zahrnutim vlivu kinetické energie.

B 25 Kvazi-1D proudéni

Proudéni v dyze v této praci popisovano pomoci jediné prostorové souradnice.
Zaroven vsak nejde o 1D proudéni, nebof pri ném bychom museli predpokladat,
ze prufez dyzy se neméni (A = konst.). Pfistup, kdy umoznime zménu prufezu
dyzy a zahrneme ji do modifikovanych 1D rovnic, nazyvame kvazi-1D popisem
proudéni [2].

Stavové veli¢iny plynu nejsme pii kvazi-1D pristupu schopni urcit pro
libovolné misto v dyze, jsme omezeni na primérnou hodnotu v prirezu
specifikovaném délkovou soutradnici dyzy. Pfi popisu pribéhu veli¢in plynu
v dyze v dalsich kapitolach je proto dobré mit na pameéti, ze se jedna o takto
zprumeérované hodnoty. Kvazi-1D elementem dyzy je pak jakysi nekonec¢né
kratky tsek mezi dvéma takto urc¢enymi prarezy, jak je znédzornéno na obrazku
2.3.

Vétsinu velicin budeme povazovat za funkce soutradnice x a ¢asu ¢t — napti-
klad p(z,t),p(x,t). Tyto veli¢iny pak muzeme diferencovat jako

dp = @dl‘—l-
x

dp
5 —Cdt.

o (2.45)

Specidlné pro A bude 0A/0t = 0 — predpokladdme, Ze tvar trysky se s ¢asem
nemeni, a tedy dA/dz = 0A/0x.

Pro dyzy poskytuje 1D popis dobrou aproximaci pribéhiti hodnot veli¢in
podél dyzy, neziskdme z néj vsak informace o tom, jak spravné navrhnout
tvar dyzy. Ten lze urcit napt. pomoci metody charakteristik [2].
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2. Zakladni predpoklady

p+ gﬁdm

p+ %dw
oT

T aF %dl‘

0A

N RS IS

Obrazek 2.3: Kvazi-1D element dyzy

Tha = 1Ry — Tho

T dx

Obrazek 2.4: Zakon zachovani hmoty v kvazi-1D elementu

Pomoci tohoto principu lze ziskat specidlni tvary parcidlnich diferencialnich
rovnic vyjadrujicich zakony zachovani, které budeme pouzivat v dalsi kapitole.
Odvodme jako priklad nejjednodussi z nich, a to zdkon zachovani hmoty.

Uvazujme proudéni protékajici kvazi-1D elementem podle obrizku 2.4.
Proudéni povazujme za nestacionarni, tj. umoznujeme akumulaci hmoty
v elementu vyjadfenou hmotnostnim tokem 7in 4. Hmotnost tekutiny uvnit
elementu m 4 lze vyjadrit jako

ma = pA dz. (2.46)

Vzhledem k tomu, Ze jsme vyloucili, ze by se tvar trysky ménil v case, je na
pravé strané rovnice 2.46 funkci ¢asu pouze p. Rovnici tedy miizeme zderivovat

do tvaru 5
d
mA _ 9P A qg.

dt ot

Hodnotu A konstantni vaci ¢asu muzeme zahrnout do derivace a ziskat

(2.47)
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2.5. Kvazi-1D proudéni

nésledujici vyjadreni akumulace 77 4:

dw (2.48)

Zameérme se nyni na toky na hranicich elementu. Hmotnostni tok v kvazi-1D
proudéni muzeme obecné popsat vztahem

m = pAc. (2.49)

Vyjdeme-li z tohoto vztahu a obrazku 2.3, musi platit

0
o —my = —(pAc) dzx. 2.50
0 1y = 5 (pAc) (2.50)
Tentokrat se s délkovou souradnici x méni vSechny veli¢iny na pravé strané,
takze parcidlni derivaci souc¢inu nijak zjednodusit nemizeme. MuZeme ale
dosadit do podminky zachovani hmoty vepsané do obrazku 2.4:
d(pA) 0

o doe = —%(pAc) dz (2.51)

Hodnota dx je nekone¢né mald, ale nenulova, takze ji mizeme rovnici vydélit
a ziskdme parcidlni diferencialni rovnici

2 (0A) + - (pAe) = 0, (2.52)
coz je prvni rovnice v soustavé 3.1 z dalsi kapitoly, kterd pro nas bude
zéakladem pro popis proudéni. Zbylé dvé rovnice, které jsou soucasti této
soustavy, by bylo mozné odvodit podobnym zpusobem ze silové rovnovahy
elementu, resp. z energetické bilance podobné postupu z podkapitoly 2.4.
V silové rovnovaze by bylo tfeba zanedbat tteci sily na stény dyzy, nebot
viskozitu tekutiny zanedbavame. Odvozeni parcidlnich diferencidlnich rovnic
pro konkrétni pripad proudéni se nicméné castéji provadi zjednodusenim
obecné platnych rovnic, viz napt. [4].
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Kapitola 3

Numerické metody Feseni proudéni

Abychom mohli numericky fesit proudéni tekutin, musime tekutiné ptiradit

soustavu parcialnich diferencidlnich rovnic, které popisuji, jak se v tekutiné

zachovava hmota, hybnost a energie. Za timto icelem budeme pouzivat kvazi-

1D' Eulerovy rovnice. Eulerovy rovnice
Tento specidlni tvar Eulerovych rovnic 1ze odvodit z jejich tvaru pro 2D

pripad za predpokladu osové symetrie dyzy, nebo také primo ze zdkont zacho-

vani pri zanedbani tfeci sily a za pouziti principi popsanych v podkapitole

2.5.

2 am+ L(apey =0
2 (Ape) + (A + ) =p- S (3.)
2 (Ape) + 5-(Aclpe+p)) = 0

V soustavé rovnic 3.1 vystupuji nezavislé proménné x,t a zavisla proménna
A, jejiz hodnoty zndme. Zbyvaji tedy 4 nezavislé proménné p, ¢, p, e, které
musime urcit. Aby soustava méla jednoznacné feseni, musime k ni tedy pridat
jesté jednu rovnici — jedna se zpravidla o stavovou rovnici tekutiny, v nasem
pripadé to bude rovnice 2.44.

V ramci této kapitoly bude pro strucénost zavedeno znaceni parcidlnich
derivaci obvyklé u parcidlnich diferencidlnich rovnic, tj. napriklad

ox ou

i —=u apod.
Bt Tt, 8(17 Ty p

B 3.1 Regena uloha

Budeme numericky aproximovat pocatec¢ni tilohu

Uy + fx =r,
x € (z1,2p), tE (t1,00), (3.2)
ll(l',tl) = Up,

'Konzervativni veli¢iny v Eulerovych rovnicich jsou pfenasobené lokadlnim priifezem,
takze v podstaté nebilancujeme standardni hustotu p, ale délkovou hustotu pA s jednotkou
[pA] =kg - m™2 - m?> =kg-m™'.
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diskretizace

globalni chyba

3. Numerické metody reseni proudéni

kde presny tvar vektoru plyne z diferencidlniho tvaru FEulerovych rovnic 3.1:

Ap Apc 0
u= |Apc|, f=|A(p+p)|, r=|p-A|. (3.3)
Ape Ac(pe + p) 0

B 3.2 Diskretizace a chyba diskretizace

Interval z € (z1,x,) specifikovany v definici dlohy 3.2 popiSeme pomoci n
bodt a zvolime casovy krok At. Vznikne tak sit bodu vyznacend na obriazku

3.1.

vt oy Jus up Jus [Us U7 [Ug
At|
o— @ L o @  J @ L )
vp g oy i JuR (ug o UR U
At
® Y . ®
! PR R CF AR CERNR CE AR A
| Az Ax Ax Ax Az Ax Ax

® o — o — @ L o — ® L J
ool v us ur Us U Up (g

(n—1)- Az =z, — 11

Obrazek 3.1: Sit numerické metody

Tyto rovnice budeme ptiblizné fesit numerickou metodou v diskrétnich
bodech sité. Jak bude dale rozvedeno, tyto body muzeme interpretovat jako
hodnoty feseni v konkrétnich prafezech dyzy, nebo jako priaméry pies objemy
o délce Az. Kroky Az, At budeme povazovat za konstantni’. Jak bude dale
rozvedeno, tyto body muzeme interpretovat jako hodnoty feseni v konkrét-
nich prufezech dyzy, nebo jako pruméry pres objemy o délce Az. Diskrétni
aproximace budeme znacit velkymi pismeny, napr. u — U, f — F. Globalni
chybu diskretizace E [10] v daném bodé sité pak urc¢ime jako

E! = u(z;,t;) — Ul (3.4)

Numerické metody jsou zpravidla zalozené na tom, ze po uréitém casovém
intervalu At opétovné aplikujeme na vstupni data néjakou funkci Fa;(u),
kterd simuluje vyvoj soustavy rovnic v ¢ase. V idedlnim pripadé by tedy mélo
platit, ze

u(z, tjp1) = Fac(u(zs, ty)), (3.5)

2Tedy napt. z; = 21 + Az - (i — 1),t; = t; + At - (j — 1). V piipadé At se jedné

o zjednoduseni, ¢asovy krok budeme prepocitavat tak, aby byla zachovdna podminka CFL,
viz rovnice 3.29. U Az budeme skute¢né volit konstantni hodnotu.
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3.2. Diskretizace a chyba diskretizace

coz samoziejmeé realné nikdy splnéno neni. Definujeme proto jesté lokalni
chybu diskretizace D [10], kterd pfedstavuje chybu zptisobenou jednim krokem
numerické metody:

u(xi,tj+1) - ]:At(u(xivtj))

D/ =
¢ At

(3.6)

V nasledujicich podkapitolach budeme predpokladat, ze feSeni je dosta-
tecné hladkou funkci nezévislych proménnych z,t, jejiz derivace budeme
nahrazovat diferencemi. Chovani chyby nahrazeni popiSeme symbolicky jako
D = O(f(Ax, At)), tzn. lokdlni chyba D se chova stejné jako f(Ax, At)
az na konstantu. Vzhledem k tomu, ze nés zajima chovani pii zjemnovani
sité, se budeme soustiedit na chovani pfi zmensovani hodnot Ax, At. Proto
definujeme O(f) nasledovné [10]:

Jestlize pro funkci f(z) existuje £ > 0 a K > 0 takové, ze

Vz:(lz] <€) = (9(2) < K- [f(2)]), (3.7)

pak g(z) = O(f(z)). Numerickou metodu s D = O(z?) nazyvame metodou
p-tého Tadu presnosti [10].

V podkapitolach 3.4 a 3.5 budeme predpokladat, ze Teseni je dostatecné
hladkou funkci nezavislych proménnych z,¢. Diky tomu mizeme parcidlni
derivace aproximovat pomoci Taylorova rozvoje. Z Taylorova polynomu lze pri
zanedbani Clent vyssich fadd odvodit riznda diferencéni schémata, na kterych
se pak zakladaji riizné metody.

Pfipomernime obecny tvar Taylorova polynomu funkce jedné proménné g(x)
se stfedem v xq [14]

_ - ($—$0)k (k)
glx) = > g0 ), (3.8)
k=0 :

kde g(¥) zna& k-tou derivaci g podle z a specidlné ¢(©) (z¢) = g(xg). Analogicky
muzeme provést Tayloruv rozvoj i pro funkci vice proménnych podle libovolné
parcialni derivace.

Pro uplnost uvedme jesté odvozeni konkrétnich diferenci pouzitych ve
zbytku této kapitoly. Nahrazovat budeme parcialni derivace z rovnice 3.2,
tedy w; a f;. Hodnotu u v bodé (z;,t;41) muzeme nahradit Taylorovym
polynomem se stiedem v bodé (z;,t;). Po zanedbani ¢lenti druhého a vyssiho
radu ziskdame tvar

u(wi, tip1) = u(w, ;) + At - wy(wi, t5) + O(AL?). (3.9)
Po jednoduché tpravé tedy

u(mi,th) — u(:U,-,tj) + O(At2)
At At

ut(ﬂji,t]’) = (310)

kde z definice 3.7 plati, ze O(At?)/At = O(At). Nahrazenim presné hodnoty
u pribliznou hodnotou U ziskdme vzorec pro doprednou diferenci
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3. Numerické metody reseni proudéni

Ut vl
ut(a:i,tj) =2 ' 4 O(At), (3.11)
At
ktery je tedy 1. rddu presnosti.
Pro diskretizaci f,(x,t) pouzijeme rozdil Taylorovych rozvoju pro dvé
sousedni hodnoty tohoto bodu:

A 2
ifxz(xza tj) + O(A:E?))

(—Ax)?

f(zip1,t)) = £(2i,t)) + Az - £ (24, t5) +

f(l‘i_l,tj) = f(a:i,tj) — Az - fx(.%'i,tj) + fm(xi,tj) + O(A.%‘S)

(3.12)

Symbol O(Ax3) znac¢i mnozinu funkei s podobnym chovanim, rozdilem dvou
takovych funkei proto obecné musi byt opét O(Ax?). Rozdilem je tedy rovnice

f(a;i+1, tj> — f(xi_l, tj)
2Ax

£ (2i,t;) = + O(Az?), (3.13)

kterou jiz mtzeme pouzit k diskretizaci parcidlni derivace:

£ .tA_M O(Az? 3.14
o ) =~ 0(A0?), (314

Vysledkem je centralni schéma, které je ziejmé 2. fadu presnosti.

B 3.3 Viastnosti numerickych metod

® Konzistence, aproximace: Konzistence metody spoc¢ivd v tom, ze
jestlize At — 0 a/nebo Az — 0, musi platit také |D|| — 0. Konzistence
metody se zpravidla ovéruje tak, ze uré¢ime rad presnosti metody podle
definice 3.7 [7]. Je-li f4d metody vétsi nebo roven 1, metoda je konzistentni
a Fikdme také, Ze metoda aproximuje FeSenou rovnici [10].

B Stabilita: Metoda nezvétsuje jiz existujici chyby ve vstupnich datech.
Pro iteraéni metody to znamend také, ze metoda nediverguje [7]. Muzeme
dale rozlisit podminénost metody, tzn. jeji citlivost vici vstupnim dattm,
a numerickou stabilitu, kterd predstavuje citlivost vici zaokrouhlovacim
chybdm vznikajicim béhem vypoctu [5]. Exaktné stabilitu definujeme tak,
ze v libovolném c¢ase T' > 0 musi pro vSechna x v defini¢nim intervalu
existovat krok kg > 0 a chyba C' > 0 takova, ze ||D(x,T)| < C [10].
Metoda muze byt nepodminéné stabilni, ale jeji stabilita mize také byt
podminéna vlastnostmi pouzité sité.

® Konvergence: Metoda musi konvergovat k reseni diferencialni rovnice,
kterou aproximuje. To muzeme vyjadrit pomoci globdlni chyby E: jestlize
tézké dokazat, nebot presné reseni nezname, a proto nemutzeme urcit E.
Pro linedrni rovnice konvergence plyne z aproximace a stability [10].
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3.4. Metoda konecnych diferenci

® Presnost a realizovatelnost: Metoda musi respektovat zakladni za-
kony zachovani, aproximace nesmi obsahovat fyzikalné nesmyslné hodnoty
a vysledky s dostatecnou presnosti musi byt dosazitelné v proveditelném
Case [7].

B 3.4 Metoda konecnych diferenci

Bez dalsi znalosti fungovani soustavy rovnic 3.2 pro ni mizeme nyni vytvorit
numerickou metodu. Jak ovSsem vyjde najevo v podkapitole 3.6, nékteré dosud
predpokladdané vlastnosti feseni nemuzeme garantovat.

Obrazek 3.2: Tti sousedni body v dyze pro kvazi-1D metodu koneénych diferenci.
Schéma pro Laxovu-Friedrichsovu metodu

Vytvorme tedy rovnomérnou sit viz obrazky 3.1 a 3.2 a na soustavu rovnic
3.2 pouzijme vzorce 3.11 a 3.14:

vt v FL,-FL, .

i i . =1 R+ O(A2? + At 3.15

Al oAy 1+ O(Az” + At) (3.15)
At

Ut = Ul + o (Fli - F. )+ At-R! +O(Az? + At) (3.16)

Schéma 3.16 se bézné pouziva napt. pro feseni rovnice vedeni tepla [11], pro
Eulerovy rovnice ale neni stabilni, coz lze ukazat napt. pomoci spektralniho
kritéria, viz [9]. Mizeme jej dale upravit tak, ze U/ nahradime priimérem
sousednich hodnot:

U, +Uj,,

Ul = 5 + O(Ax) (3.17)
. Ul + U At : :
U/t = Zitd ; it Az (F]_, —Fl )+ At R} + O(Az + At)

(3.18)

Rovnice 3.18 popisuje Laxovo-Friedrichsovo schéma. Toto schéma nefesi
primo rovnice 3.2, pridava do nich umélou vazkost, kterd jej stabilizuje. Na
podobném principu jsou postavena i dalsi schémata, pri¢emz intenzita umélé
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3. Numerické metody reseni proudéni

vazkosti se u nich lisi. Tato ptibuzna schémata lze zobecnit do tvaru

; At
+1 _

At : Rg +5 (Ug;1 —2U] + U, ) + O(Ax + At), (3.19)

kde € € (0, 1), pro Laxovo-Friedrichsovo schéma ¢ = 1. Toto schéma bude pro
razné hodnoty ¢ realizovino a prezentovano ve vysledkové c¢asti. Vzhledem
k tomu, ze uméla vazkost neni soucasti pivodni soustavy rovnic, je rozumné
predpokladat, ze abychom dosahli nejlepsi presnosti, mélo by € byt co nejmensi.
Tato hypotéza bude experimentalné ovérena.

B 35 Metoda konecnych objemii

K diskretizaci v podkapitole 3.2 mtizeme pristupovat také tak, ze hodnoty
v bodech sité pro nas budou reprezentovat pramér v néjakém objemu pobliz
jednotlivych bodu. Diferencidlni rovnice pak prevedeme na integralni tvar,
coz ndm umozni i rozsifit mnozinu funkei, které mohou byt resenim soustavy
(jedna se o tzv. slabé feseni). Vyuzijeme toho, Ze rovnice mame vyjadiené
v diferencidlni podobé v soustavé rovnic 3.2 a zintegrujeme podle x pres i-ty
objem — viz napft. [11].

Fi+3/2
Fi_g/2 Fi—1/2 FH‘l/2
— —
—_ Ui—l —_ Uz
e o S © R I ittt © Ekh
— —
— —
Az Ax T
\ |

Obrazek 3.3: Tti sousedni objemy v dyze pro kvazi-1D metodu konecnych objemi

—da: / —dx —/ rdz
/_ (& - r) dz =1, — i),

Parcialni derivaci u podle ¢asu nahradime obdobné jako v podkapitole
3.4. Za toky dovnitf a ven z objemu zatim dosadime jejich aproximované
hodnoty. Jedinou informaci, kterou mame o pribéhu u a r uvniti objemu, je

(3.20)
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3.6. Hyperbolicky systém a nespojitosti

aproximace jejich priméru uprostied objemu. Nezbyva ndm tedy nez tuto
aproximaci prenasobit délkou objemu Azx.

(Uj“ — Ul

At — R) A.I = Fi,1/2 — Fi+1/2 (321)

Abychom nemuseli zavadét zvlastni sit pro toky konzervativnich veli¢in,
vyjadrime je jako prameéry jejich hodnot v sousednich objemech. Pak mtzeme
pravou stranu rovnice 3.21 upravit jako

Fia.a+F, F,+F
2 2
3.22
Fi1—-Fin (3.22)
2

Fi—1/2 - Fi+1/2 -
Fi_l/Q - Fi+1/2 —

Po této tpraveé z rovnice 3.21 ziskdavame nestabilni schéma 3.16. Metoda
kone¢nych objemu je tedy v tomto pripadé pro kvazi-1D piistup ekvivalentni
metodé konec¢nych diferenci, i presnost metod bude stejna — rozdil mezi témito
dvéma pristupy vychazi najevo az v 2D a 3D schématech.
Schémata podobného typu pro 1D metodu konec¢nych objemi maji obecné
tvar [11, 14]
At

R

A’ i+ F;

l.,) + AR (3.23)

kde zptsob vypoctu tokl na hranicich objemi Fz e Fg_l n zavisi na konkrétni

metodé. Metoda konecnych objemu je ve vypoc¢tové dynamice tekutin casté,

nékdy se dokonce uvadi pouze algoritmus pro vypocet toku, které se dosazuji

do schématu 3.23. I metody s umélou vazkosti z rovnice 3.19 miZzeme zapsat uméla vazkost

v tomto tvaru [11], definujeme-li tok pfes hranici jako

LS TR (3.24)
; i—1) :

2

i 2
Fip= 2 2 At

B 36 Hyperbolicky systém a nespojitosti

V soustavé parcialnich diferencialnich rovnic 3.2 figuruji kromé konzervativnich
veli¢in jesté jejich toky f,. Ty mtzeme vyloucit a rovnici prepsat jako

a—Ul+iJ-(u)8“i = (3.25)
o = o ’

kde J je jakobian toku:

8f1/8u1 8f1 /8U2 af1/8U3
J= 8f2/8u1 an/OUQ afg/au;g (3.26)
8f3/8u1 6f3/8uQ 8f3/8u3

Eulerovy rovnice tvori hyperbolicky systém — musi platit, ze J méa redlnd hyperbolicky systém
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CFL podminka

Riemanndv problém

3. Numerické metody reseni proudéni

vlastni ¢isla A1, A2, A3 a je diagonalizovatelny, tj. existuje matice K takova, ze

M 0 0
KAK'=J A=[0 X 0]. (3.27)
0 0 X3

Toto 1ze dokazat napt. pro idealni plyn, doplnime-li vektory plynouci z formu-
lace Eulerovych rovnic 3.3 o stavovou rovnici idealniho plynu 2.44, viz napf.
[6, 11]. Vlastni ¢isla systému jsou pak

Al =c—a,
)\2 = C, (328)
A3 = c+ a.

Tato cisla predstavuji rychlosti sifeni informace prostorem, pricemz numericka
metoda musi tyto rychlosti zachytit. To je v podstaté slovni popis tzv. CFL?
podminky, kterd omezuje stabilitu numerickych metod. Pro metody popsané
rovnicf 3.23 lze tuto podminku stanovit! jako nerovnost [11]

At
- max(Adl, el Pal) < 1. (3.29)

U nelinedrnich hyperbolickych systémt® miize i pti hladké pocateéni pod-
mince vzniknout v kone¢ném ¢ase nespojité reseni [10]. Dosud jsme se pritom
domnivali, ze Teseni je dostatecné hladké, abychom jej mohli nahradit Tayloro-
vym polynomem. Vzhledem k tomu, ze spojitost feseni nemtizeme garantovat,
zda se, ze se jedna o nevhodny postup obzvlasté pro modelovani rdzovych
vln, které jsou ukazkovym pripadem takovychto nespojitosti.

Metody, které 1épe respektuji tyto vlastnosti hyperbolického systému, spo-
jitost Teseni nepredpokladaji a zaklddaji se napf. na feseni Riemannova
problému. Riemanntv problém ve své puvodni podobé zkouma vyvoj feSeni
z pocatecni podminky, kterd je konstantni az na jedinou nespojitost, pricemz
je zkoumano sifeni vzrucht z této nespojitosti. Prostorem se zac¢nou $itit viny
rychlostmi odpovidajicimi vlastnim ¢islim systému 3.29. Tomuto typu metod
se podrobné vénuje kniha [14].

3Podle jmen autortt — Courant, Friedrichs, Lewy.

4P§i v§poétu budeme hodnotu CFL podminky omezovat jesté mensimi hodnotami nez
1. V programu Ize maximalni hodnotu CFL podminky nastavit.

STakovym systémem je i soustava rovnic 3.1, jak se mizZeme snadno presvédéit uz podle
toho, Ze v 3.3 vystupuje druhd mocnina nezndmé c [11].
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Kapitola 4

Lavalova dyza s razovou vinou

V této podkapitole budou uvedeny zakladni analyticky odvoditelné vlastnosti
Lavalovy dyzy a také iteracni proces zalozeny na analytickém FeSeni izoen-
tropického proudéni, kterym lze resit proudéni v dyze. Bude také popsana
realizace vypoctu.

B 4.1 Viastnosti Lavalovy dyzy

Definujme Machovo ¢islo jako Ma = c¢/a. Z diferencidlniho tvaru rovnice
kontinuity pro stacionarni izoentropické proudéni 1ze odvodit vztah

aA _de

1= (Ma®—1), (4.1)

ktery nazyvdme Hugoniotova véta [13]. Z 4.1 plyne, ze
® jestlize Ma < 1, pak (dA > 0) <= (dc < 0),
® jestlize Ma > 1, pak (dA > 0) < (dc > 0),
® jestlize Ma = 1, pak dA = 0.

Chceme-li tedy navrhnout dyzu, ktera zrychluje proudéni z podzvukového
na nadzvukové, musi mit nejprve zuzujici se ¢ast, ktera urychli proudéni
na rychlost zvuku, a dale rozsirujici se ¢ast, ktera jej dale akceleruje do
nadzvukovych rychlosti. Zvoleny tvar dyzy je nac¢trnut na obrazku 4.1.

V nejuzsim misté takto navrzené dyzy nastane kriticky stav, kdy ¢ = a =
ay.Velikost kritické rychlosti a, zavisi pouze na podminkach na vstupu trysky:

2K 2K Do
= Ty = — 4.2
s \/Fc—lro \/n—lpg (42)

Podobné i jiné veli¢iny v kritickém stavu (px, T, ...) zavisi pouze na klidovém
stavu na vstupu a vlastnostech plynu. Proto pti dosazeni Ma = 1 v kritickém
prurezu vznikne ustaleny stav, kdy se jiz rychlost plynu ani priutok nezvétsuje.
Tomuto stavu se nékdy rika aerodynamické ucpani.
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4. Lavalova dyza s razovou vinou

777777777777777 d* dmax

l

Obrazek 4.1: Skica geometrie modelové dyzy

B a2 Analytické reseni

Diky jednodimenziondlnimu vyjadreni problému lze vyuzit analytickych
vztaht, které lze odvodit primo ze zdkonu zachovani a stavovych rovnic
idealniho plynu. VsSechny tyto vztahy jsou prehledné uvedeny v dokumentu
NACA Report 1135 [1], z néjz bude v této podkapitole ¢erpano. Postup
odvozeni je naznacen v kapitole 9 knihy [15].
Proudéni v kterémkoliv misté prurezu lze za predpokladu izoentropic-
kého proudéni popsat pomoci priurezu v daném misté, kritického prifezu a
Machovo ¢&islo  libovolného parametru. Pokud za tento parametr zvolime Ma, ziskdme rovnici

k+1
k—1)

A +1)\ 2en 1 o\ "D
* K 2 R — 2 2(k—1
— = Ma(|l+ ——Ma . 4.3
(%) (155 (43)

Pokud na neznamém misté v rozsirujici se ¢asti trysky vznikne rdzova vlna,
rovnice 4.3 neplati v celé dyze, nebot razova vlna neni izoentropicky déj. Bude
proto nutné rozdélit dyzu na dvé oblasti rozdélené razovou vinou.

Stav pfimo za rédzovou vlnou oznac¢ime indexem 2, stav pfimo pred ni
indexem 1. May spocitdme z Ma; podle vztahu

(k — 1)Ma? + 2

May = .
2 2kMa? — (kK — 1)

(4.4)

May muzeme dosadit zpét do rovnice 4.3 a ziskat novy, fiktivni , kriticky
prutez“, pomoci néjz Ize urcit Ma v libovolném misté za razovou vlnou.
V typickém pripadé zndme p na vystupu dyzy. Jeho zavislost na Ma je

p < k—1 2) —T
—=(1+ Ma 4.5
p 5 (4.5)

Do rovnice 4.5 vSak nesmime dosadit p; na vstupu trysky, nebot rovnice
4.5 rovnéz predpoklada izoentropicky déj. Zménu p; na razové viné vyjadiime
pomoci poméru:

26



4.2. Analytické reseni

K _1_
P2 (k+1)Ma2 \~! k+1 Rl (4.6)
pn \(k—1)Ma?+2 2kMa? — (k — 1) .

Klidovy tlak pso je klidovy tlak z rovnice 4.5, mizeme tedy dopocitat i tlak
p a zjistit, zda odpovida ocekavané hodnoté.

Tento postup neumoznuje zjistit primo, kde se nachazi rdzova vina. Rdzovou
vlnu proto bude nutné hledat itera¢nim procesem, ktery lze shrnout takto:

1. Odhadneme misto x19 s prufezem Ais, kde vznikne rdzova vilna.
Pomoci 4.3 vypocitame Maj.

Pomoci 4.6 a Ma; vypocitame pys.

Pomoci 4.4 a May vypocitame Mas.

Masy a A dosadime do 4.3 a vyjadiime fiktivni kriticky priiez AL

AF dosadime do 4.3 a zjistime Machovo é&slo na vystupu trysky.

a5 B B B

Pomoci 4.5 spoc¢itdme p na vystupu.

a. Jestlize p odpovida realné hodnoté s pozadovanou presnosti, ulozime
I12 a A*F
b. Jestlize p je vétsi nez redlna hodnota, posuneme x12 blize k vystupu.

Jestlize p je mensi nez redlnd hodnota, posuneme x5 blize ke
kritickému prurezu.

7 rovnice 4.3 nemuzeme jednoduse vyjadrit Ma, proto byla pouzita New-
tonova metoda. Derivace pro Newtonovu metodu byla urcena analyticky
zderivovanim rovnice 4.3 podle Ma.

Déle z tohoto postupu nelze stanovit, jak moc mame ménit polohu razové
vlny, aby se tlak na vystupu skutec¢né blizil zadané hodnoté. Tento nedostatek
byl obejit metodou ptleni intervalu — na rozdil od rovnice 4.3, ktera je potreba
pro zjistovani lokalnich Machovych cisel v celé dyze, se poloha razové viny
urcuje jen jednou, a tak pomalost této metody nevadi. Abychom ovSem mohli
pouzit metodu pileni intervalu, musime mit jistotu, ze rdzova vina v dyze
vitbec vznikne. Proto za¢neme tim, ze rdzovou vlnu umistime presné na vystup
trysky a rovnici 4.4 ur¢ime Machovo ¢islo za touto fiktivni rdzovou vinou,
které dosadime do rovnice 4.5 a uré¢ime staticky tlak. Tento tlak srovname
se zadanym tlakem p; — jestliZe je takto vypocteny tlak vétsi nebo roven pq,
razovou vlnu jiz nemusime v dyze hledat, a pokud ne, mizeme zacit omezovat
interval, kde razova vlna vznikne, az na pozadovanou presnost.

Nezavisle na poloze razové viny mizeme analyticky urcit prirtistek entropie
na razové viné, pricemz vyjdeme z rovnice 2.29. Rédzova vlna neméni klidovou
teplotu plynu [1], proto se rovnice zjednodusi do tvaru

p (4.7)



reziduum

4. Lavalova dyza s razovou vinou

Proudéni je az na razovou vlnu izoentropické, proto se veskery priristek
entropie mezi dvéma koncovymi stavy musi soustredit pravé na razové viné.
Referenéni tesi¢ programu vyuziva pravé tohoto vztahu pro urceni zmény
entropie na razové viné.

. 4.3 Numerické reSeni

K numerickému feseni kvazi-1D Eulerovych rovnic byla pouzita metoda s umé-
lou vazkosti, viz rovnice 3.19. Je vhodné zdtraznit, ze Eulerovy rovnice plati
obecné pro nestacionarni proudéni, ale v této kapitole jsme dosud predpoklé-
dali stacionarni stav aerodynamického ucpani. Ocekavame, ze nezavisle na
pocateéni podmince se feseni Eulerovych rovnic musi ¢asem stabilizovat na
stejném stavu, ktery odpovida reseni stacionarniho proudéni. Proto nas prilis
nezajimé ¢as vypoctu, cely vypocCet mizeme chapat jako iteracni proces blizici
se ke stabilnimu stavu. Tomuto postupu se rika také metoda ustalovani.

Abychom mohli sledovat stabilizaci vypoctu na stacionarni stav, budeme
v pribéhu iteraci numerické metody zapisovat tzv. rezidua, tj. rozdily mezi
hodnotami konkrétni veli¢iny ve dvou sousednich ¢asovych vrstvach. Kon-
krétné budeme zapisovat reziduum hustoty

Ap; = |Pg71 - Pg’a (4.8)

a to jeho pramérnou a maximéalni hodnotu v dané iteraci. Zapsani rezidua
zpravidla staci provést jen jednou za nékolik stovek ¢i tisic iteraci.

B 4.3.1 Pocateéni a okrajové podminky

Jako pocateéni podminku volime stav, kdy se plyn v dyze viibec nepohybuje,
T je konstantni a p ma linedarni pribéh mezi zadanymi hodnotami na obou
koncich. Tato poc¢ate¢ni podminka zdaleka neni optiméalni, ale poslouzi také
k vyzkouseni rychlosti konvergence za riiznych podminek.

Reseni okrajovych podminek se zaklada na tiech zadanych hodnotéch, a
to klidovém tlaku na vstupu pyo, klidové teploté Tyg ' a statickém tlaku na
vystupu pi.

U okrajové podminky na vstupu vyjdeme z klidové rychlosti zvuku a9, pro
kterou z definice 2.30 a rovnice 2.3 plati

ao =/ krly. (4.9)

Pomoci dalsiho vztahu z [1] mizeme a urc¢it pomoci a9 a Ma jako

—1
-1 <
a= <1 + 5 MaQ) ’ - - (4.10)

1V programu a vysledcich jsou oznaceny jako po, To, zde odliseny od statickych hodnot
pro zduraznéni.
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4.4. Realizace vypoctu

Po dosazeni z definice Ma a tpravé muzeme rychlost zvuku vyjadrit jako

-1
a= \/ﬁtho _ 5 ) -2, (4.11)

kde ¢ ziskdme linedrni extrapolaci z vnittku sité. Pomoci takto ziskaného a
prepocitame Ma a pomoci nové hodnoty opravime také tyto veliciny:

—1

p:<1+’i_11\42>"‘1.ptO

2 r'To
-1 e
p:(1+”2 M2> - Pro (4.12)
2
G
=1 2

Okrajova podminka na vystupu je jednodussi, nebof opravujeme pouze
staticky tlak na hodnotu p; a pomoci néj nastavujeme hodnotu celkové
energie ze stavové rovnice 2.44. Pokud v dyze nevznikne rédzova vlna, a tedy
na vystupu Ma > 1, vSechny hodnoty na vystupu ziskdvame pouze extrapolaci
a staticky tlak nekorigujeme.

. 4.4 Realizace vypoctu

Pro ucely simulace budeme uvazovat tsek osové symetrické dyzy, ktery bude
pocatek délkové souradnice x jsou nactrnuty na obrazku 4.1.

Vypocet byl realizovan programem v jazyce C, ktery byl vytvoren pro
vyuziti v této praci. Zdrojovy koéd programu je dostupny z repozitare na
webu GitHub?. Soubor lze zkompilovat bez zadnych zavislosti kromé knihoven
jazyka C.

Program je urcen pro ovladani parametrti vypoctu a iteraci numerické
metody pres piikazovy fadek. Vystupem programu jsou pouze ¢iselné hodnoty
veli¢in v bodech sité, avsak je-li na pocitaci nainstalovan nastroj gnuplot,
program ho dokaze za béhu volat k rychlému vykresleni grafii.

Do programu je integrovan referen¢ni analyticky Tesi¢ i numerickd metoda,
po zadani parametri vypoctu je ukldda do souboru a uchovava pro pristi
spusténi. Referencni resi¢ se spousti ve vétsiné pripadi automaticky s aktual-
nimi parametry, numerické feseni se z poc¢atecni podminky spusti zpravidla
pouze na prikaz uzivatele.

Parametry trysky a numerické metody lze pfi béhu programu ménit. Pokud
je to nutné, numericky vypocet se pak spusti znovu.

*https://github.com/sterojos/laval-nozzle-1D
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Kapitola 5

Interpretace vysledkii

Témeér vsechny grafy jsou vykresleny v prilohach A a B. Vypocty byly realizo-
vany v modelové dyze s parametry popsanymi v tabulce A.1, neni-li vyslovené
ur¢eno jinak. Tato tabulka jednoznacné specifikuje tvar dyzy i parametry
vypoctu pro vlastni program popsany v podkapitole 4.4, takze 1ze vSechny
vypoéty pomoci tohoto programu replikovat. Udaje tykajici se razové viny
byly ziskdny z referencniho fesice, ktery je soucdsti programu.

Referencni fesi¢ programu dale poskytuje vysledky zalozené na analytic-
kych vztazich z podkapitoly 4.2. V grafech je vystup resice zaznacen silnou
bledé modrou ¢arou, mizeme ho chapat jako méritko presnosti numerickych
vysledku, protoze je presny az na drobnou odchylku v poloze razové viny.

Kromé toho bylo pomoci knihovny [3] zjisténo, ze v celé dyze mé proudici
plyn 0,997 < Z < 1, takze model idedlniho plynu plati v tomto piipadé dobre.

B 51 viv intenzity umélé vazkosti na konvergenci a
presnost vysledku

Vsechny numerické vysledky jsou uvadény po zkonvergovani metody. Pribéh
rezidui je vynesen na obrazku A.8, a to az na strojovou presnost, tj. do
okamziku, kdy je reziduum tak malé, Ze je interpretovdno pocitacem jako
nula. Z obrazku je zifejmé, Ze rychlost konvergence se v zavislosti na e radove
nemeéni.

Schéma nemtze konvergovat, kdyz ¢ — 0, ale nekonverguje v tomto pripadé
ani pro € — 1. Z toho plyne, Ze silnd difuze negarantuje stabilitu vypoctu.
Zéaroven je z obrazku A.2 patrné, Ze schéma pri vysokych e vyhlazuje prubéh
Machova ¢isla a tedy necharakterizuje dobre razovou vinu.

Existuji dvé velic¢iny, které by mély byt v dyze vSude konstantni, a to
hmotnostni tok a klidovd entalpie. Na obrazcich A.6 a A.7 jsou graficky
znazornény prubéhy téchto veli¢in v dyze, pricemz jejich zachovani je zdaleka
nejlépe zachyceno opét pri nizkych hodnotach . Svisla osa téchto grafi sice
nezacina od nuly, presto jsou vSak odchylky od ocekavané hodnoty velké a i
u nejlepsich ziskanych vysledk je patrné silné zakmitnuti v bezprostrednim
okoli razové viny.

Obréazek A.3 predstavuje priristek entropie vici vstupu trysky. Vzhledem
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5. Interpretace vysledkii

k tomu, zZe pfedpokladédme izoentropické proudéni, by se méla veskera zména
entropie koncentrovat v rdzové viné a vsude jinde by entropie méla byt
konstantni. Fakt, ze ptirtstek entropie se ke konci ptiblizi ke spravné hodnoté,
nemuzeme dat vypoctu k dobru, protoze entropie je stavova velicina a na obou
koncich dyzy predepisujeme stavy plynu. Kolem kritického prurezu vznika
misto, kde proud plynu samovolné snizuje svou entropii, coz je samoziejmé
nesmysl. Na razové vlné vyhlazené difuzi pritom vznika entropie mnohem
méné, nez by mélo. Nutno vsak dodat, Zze minimalizace difuze tyto nedostatky
dobre odstranuje, skok entropie muze byt zachycen pomérné dobre a dokonce
ani rozkmitani v okoli rdzové viny neni tak silné, jako u rm a hy.

Vykresleny jsou také prubéhy stavovych veli¢in 7', p (A.4, A.5). Za pozornost
stoji predevsim anomdlni stoupani tlaku u vstupu, které je doprovazeno
poklesem klidové entalpie a zrychlovanim proudéni — za normalnich podminek
pii zrychlovani proudéni statické veli¢iny musi bud klesat, nebo musi byt
plynu dodavan dostatek energie, aby tuto ztratu prekonal, a v disledku toho
musi klidova entalpie stoupat.

B 5.2 Zavislost presnosti a rychlosti konvergence
vypoctu na poloze a sile razové viny

V téze trysce byl vypocet proveden pro ruzné vystupni tlaky. Pouzité tlaky
jsou vypsény v tabulce B.1 spole¢né s odpovidajicimi parametry razové viny
ziskanymi analyticky. Z obriazku B.1 lze vyc¢ist, Zze u vyssiho vystupniho
tlaku je presnost feseni v okoli rdzové viny o néco horsi. Lépe jsou vsak tyto
nepresnosti vidét na grafu zmény entropie na obrazku B.2. Oba tyto grafy
jsou opét vykresleny po tiplném zkonvergovani vypoc¢tu. Rychlost konvergence
podle obrazku B.3 také vychazi mnohem lépe pro nizsi vystupni tlak. To
by nas mohlo vést k podivnému zavéru, ze metoda je presnéjsi pro silngjsi
razové viny, ale ve skutecnosti jsou nepfresnosti zptisobeny tim, ze slabé razové
viny vznikaji prilis daleko od vystupu trysky a presnost metody je Spatna
pro nizkd Machova cisla, kterd vznikaji ve zbytecné dlouhé ¢asti trysky za
razovou vlnou. Mizeme to ovérit tak, ze pro vyssi vystupni tlaky zkratime
simulovanou ¢ast dyzy a adekvatné upravime vystupni tlak — obzvlasté zména
entropie pak vychazi 1épe a vypocet rychleji konverguje.

B 53 Zavislost parametri razové viny na slozeni
smési plynti

Referencni tesi¢ zahrnuty v programu je v porovnani s numerickym resenim
velmi rychly a pomérné presny. Jeho omezenim je samoziejmé to, Ze je celkové
zalozen na kvazi-1D popisu proudéni, ale presto pomoci néj mizeme okamzité
ziskat velké mnozstvi pomérné presnych odhadti — pro vypocty v 1D se jednd
o mnohem vyhodnéjsi pristup.

Uvazujme napt. smés zemniho plynu a vodiku proudici dyzou popsanou
v tabulce A.1. Budeme-li chtit védét, jak se méni poloha razové viny v dyze
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5.3. Zavislost parametrii razové viny na sloZzeni smési plynii

v zavislosti na podilu vodiku, mizeme tuto zavislost zjistit pomoci Tesice
mnohem snaze a presnéji, nez pomoci numerickych vypocti. Tato zavislost je
pro hmotnostn{ podil vodiku 0 az 30 % uvedena na obrazku 5.1. Vlastnosti
smeési byly ziskany pomoci rovnic 2.13 a 2.5. Na témze obrazku je vidét
také zavislost prirtustku entropie na podilu vodiku, ktera mé zrejmé linearni
prubéh. To se muze zdat prekvapivé vzhledem k tomu, Ze prirastek byl
odvozen z nelinedrnich rovnic pro kvazi-1D proudéni, ale musime mit na
paméti, ze stavy na okrajich jsou zafixované a proudéni je az na rdzovou vinu
izoentropické. Integraci rovnice 2.29 mezi témito dvéma stavy snadno ziskame
vztah, ktery linedrné zavisi na vlastnostech smési, povazujeme-li ji za idealni
plyn. Zavislost mezi vlastnostmi smési a podilem slozek je pak opét linearni.
Tento vysledek tedy ovéruje, ze zména entropie vychézi spravné.

: 6,5
2500 | |*As X
o Tg XXXX
16,45
2000 |
Q (@] XXXXX
& 1500 %o 164 =
~— le) XXX —
E OOQXXXX H‘o
« X0
21000 _xx< 0
< %00, 16,35
OOOO
OOO
500 | 200000,
ooooooOOOO
00001 6,3
O | | | |

|
0 5.10~2 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
OH, H

Obrazek 5.1: Zavislost parametri razové viny na hmotnostnim zlomku vodiku
ve smési vodiku a methanu
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Kapitola 6
Zaveér

Byl vytvoren program, ktery je schopen simulovat transsonické proudéni
ideadlniho plynu v Lavalové dyze pomoci kvazi-1D Eulerovych rovnic. Do
programu byla zabudovana jednoduchd numericka metoda s umélou vazkosti
a analyticky referenc¢ni fesi¢. Vysledky numerické metody byly ohodnoceny
pomoci analytického feseni, byla potvrzena hypotéza, ze uméla vazkost/difuze
zplsobuje nepresnost, ktera je nejvice citelnd v okoli nespojitosti. Metoda
ma také Spatnou presnost v subsonickém proudéni. Pri minimalizaci umeélé
vazkosti byly vysledky prekvapivé dobré, metoda dokézala pomérné dobie vy-
stihnout i skokovou zménu entropie na razové viné, ale v okoli razu nedokazala
zachovat hmotnostni tok a klidovou entalpii.

Praci by bylo mozné dale rozsirit pridanim dalsich numerickych metod do
funkéniho programu. Predevsim jsem premyslel nad metodou HLL, kterd je
pomérné snadnd na implementaci. Na druhou stranu pii nizké umélé vazkosti
jsou vysledky uz tak dobré, ze by mozné bylo obtizné bez patticnych znalosti
poznat rozdil mezi témito dvéma typy metod.
pro pripady, kdy model idedlniho plynu nestaci. Prebytecny cas jsem vsak
nakonec vénoval predevsim analytickému TeSeni a zda se mi, Ze se to vyplatilo,
protoze jsem si ovéril spravnost modelu i z jiného thlu pohledu a také
jsem ziskal nastroj, kterym mohu snadno posuzovat spravnost numerickych
vysledki. Nevyhodou analytického reseni je ale to, ze pri prechodu na simulaci
ve vice dimenzich nebo i nahrazeni idedlniho plynu redlnym plynem by do
znacné miry ztratilo vyznam.
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P¥iloha A

Vysledky — intenzita umélé vazkosti

Pozn.: tlustd bledémodra ¢ara v grafu znac¢i odpovidajici analytické reseni.
Tvar dyzy viz obrazek A.l, parametry vypoctu viz tabulka A.1. Komentar v
kapitole 5.

16 - .

14

12

10

Obrazek A.1: Plocha prufezu podél trysky
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A. Vysledky — intenzita umélé vazkosti

Parametr Hodnota Popis
r 287 J/(kg - K) mérna plynova konstanta
1,4 Poissonova konstanta
Do 5-10° Pa tlak na vstupu trysky
1 1-10° Pa tlak na vystupu trysky
Ty 300 K teplota na vstupu trysky
A, 1 m? nejmensi (kriticky) prufez trysky
s, 0,81 m poloha krit. prifezu vuci vstupu trysky
Amax 15 m? nejvétsi prirez trysky
« 10° uhel kuzele divergentni ¢asti
A, 7,065 m? prurez v misté vzniku rdzové viny
T 6,24 m poloha razové vlny vici vstupu trysky
As 454,515 J/(kg - K) mérny prirtstek entropie na razové vlné
CFL 0,1 max. dovolend hodnota CFL kritéria
n 750 pocet bodu v jedné vrstve sité

Tabulka A.1: Parametry vypoctu

Obrazek A.2: Priabéh Machova ¢isla v trysce
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Obrazek A.3: Zména entropie vici vstupu trysky
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Obrazek A.4: Prubéh teploty v trysce
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A. Vysledky — intenzita umélé vazkosti
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Obrazek A.6: Pribéh hmotnostniho toku v trysce
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A. Vysledky — intenzita umélé vazkosti

hy [J/kg]

Obrazek A.7: Prubéh klidové entalpie v trysce

Ap [kg/m?]

LS L 0 1 1 1 B A AL R

Obrazek A.8: Vyvoj prumérného rezidua hustoty (viz rovnice 4.8) béhem iteract
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P¥iloha B

Vysledky — sila a poloha razové viny

Pozn.: tlusta bledémodra ¢ara v grafu znaci odpovidajici analytické feSeni.
Tvar dyzy viz obrazek A.l, parametry razovych vln viz tabulka B.1. Intenzita
umeélé vazkosti € = 0,3. Ostatni parametry viz tabulka A.l. Komentar v
kapitole 5.

[ T T T T T -7 7 7T 7 7 1T 17 17 7T 7 T T T ]

- [— b1 = 200000 Pa 7
4| === py = 100000 Pa '- ]
I [— p1 = 60000 Pa

------
______
....
"""

Obrazek B.1: Pribéh Machova ¢isla v trysce pro ruzné vystupni tlaky
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B. Vysledky — sila a poloha razové viny

As [J/ (kg - K)]

p1 [Pal | 60000 100000 200000
s [m] 862 624 3,63
Ay [m?] 11,602 7,065 3,371

As [J/(kg-K)] | 588,37 454,51 261,11

Tabulka B.1: Parametry razové viny pro ruzné vystupni tlaky

I I I

600 | | — p1 = 200000 Pa |
L |---p1=100000 Pa | 1
so0 | L p1 = 60000 Pa |
400 (177 E
300 ! |
200 | ; J
100 | :
U S —" ' i

I | ]

0o 1 2 3 4 5 6 7 9 10

Obrazek B.2: Pribéh zmény entropie v trysce pro ruzné vystupni tlaky
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B. Vysledky — sila a poloha razové viny
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Obrazek B.3: Vyvoj pramérného rezidua hustoty (viz rovnice 4.8) béhem iteraci

pro ruzné vystupni tlaky
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P¥iloha C
Rejstik

1. hlavni véta termodynamické, 7,
11

2. hlavni véta termodynamicka, 9
adiabaticky exponent, 9

celkova energie, 7, 11
centralni diference, 20
CFL podminka, 24

diskretizace, 18
dopredna diference, 19

entropie, 9
Eulerovy rovnice, 17

globalni chyba, 18

Hugoniotova véta, 25
hyperbolicky systém, 23

idealni plyn, 6

kinetickd energie, 11
klidova entalpie, 12
kompresibilitni faktor, 8
kontinuum, 5
konvergence, 20
konzistence, 20

kriticka rychlost, 25
kriticky stav, 25

Laxovo-Friedrichsovo schéma, 21
lokélni chyba, 19

Machovo ¢islo, 25, 26
Mayeruv vztah, 7
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metoda konec¢nych diferenci, 21
metoda konec¢nych objemt, 22
meérné tepelnd kapacita, 9

reziduum, 28
Riemanniv problém, 24
rychlost zvuku, 10

stabilita, 20

stavova rovnice dynamicka, 13
stavova rovnice kaloricka, 7
stavova rovnice termicka, 6
stavova velicina, 5

Tayloruv polynom, 19
uméld vazkost, 21, 23
zména entropie, 10

rad presnosti, 19
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