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Abstrakt

Tato práce se zabývá aplikaćı harmonické metody na problém kmitáńı profilu. Nejdř́ıve
je provedena rešerše aeroelasticity, poté je popsán model kontinua a numerický aparát
pro řešeńı Navierových-Stokesových rovnic. Je odvozena harmonická metoda pro řešeńı
obecné transportńı rovnice. V posledńı části jsou prezentovány výsledky výpočt̊u pe-
riodických děj̊u řešené harmonickou metodou na skalaráńı rovnici, rovinné trubce a
natáčej́ıćım se profilu. Výsledky rozložeńı tlaku a rychlosti jsou porovnávny s klasickou
nestacionárńı metodou.

Kĺıčová slova: aeroelasticita, Diskrétńı Fourierova transformace, CFD, Open-
FOAM, NACA 0012, harmonická metoda

Abstract

Main goal of this thesis is an application of the Harmonic Balance Method on the
airfoil pitching problema. First, a research of aeroelasticity is done, then the continuum
model and numerical apparatus for Navier-Stokes equations are described. Harmonic
Balance Method is derivated for the solution of the general transport equation. The last
part presents the results of applitacion of the Harmonic Balance Method on periodic
phenomenons in form of scalar transport, plane tube and pitching airfoil are presented.
The results of pressure and velocity dispersion are compared to the classical non-
stationary method.

Keywords: Aeroelasticity, Discrete Fourier Transform, CFD, OpenFOAM, NACA
0012, Harmonic Balance Method
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1.5.3 Vlastnosti prouděńı a tlakového pole okolo profilu . . . . . . . . 11

2 Matematický model 14
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2.2.1 Zákon zachováńı hmoty . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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4.1 Numerické řešeńı skalárńı rovnice harmonickou metodou . . . . . . . . 38
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4.3 Zhodnoceńı časové náročnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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Úvod

V oblasti letectv́ı a rotačńıch stroj̊u se setkáváme s problémy spojenými jak s
obtékáńım těles, tak i se strukturálńı analýzou. Jevy, které vznikaj́ı kombinaćı těchto
obor̊u, se zabývá aeroelasticta. S nárustem leteckých rychlost́ı vlivem vývoje letecké
techniky 20. stolet́ı se začali objevovat nové jevy, jako např́ıklad flutter kř́ıdla či
ocasńıch ploch, které končili leteckou haváríı a ztrátou lidských život̊u. Konkrétńı
př́ıpady těchto nehod můžeme nalézt v [1]. Tyto nehody zvýšily zájem o zkoumáńı aero-
elasticity a motivovaly hledáńı nových nástoroj̊u, jak tyto děje předpovědět či elimino-
vat. Prvotńı zkoumáńı zahrnovalo experimenty v laboratoři např́ıklad na zmenšených
modelech letoun̊u či část́ı kř́ıdla. I když je tento zp̊usob schopný dodat použitelné
výsledky, jeho uskutečněńı je časově a finančně náročné. Alternativńım zp̊usobem
bylo vytvářeńı zjednodušených analytických model̊u. Př́ıkladem může být Theodorse-
nova publikace [2] z roku 1934. Vývoj výpočetńı techniky umožnil modelováńı pomoćı
poč́ıtačových simulaćı. Pro ty byla odvozena řada numerických metod, jejichž přehled
nalezneme např́ıklad v [3]. Máme-li časově proměné děje, jsme nuceńı pro poč́ıtačové si-
mulace použ́ıvat prostředky pro řešeńı nestacionárńıch jev̊u, kde v některých př́ıpadech
naráž́ıme až na enormńı výpočetńı požadavky. Tato práce se zabývá alternativńı meto-
dou, pomoćı které je možné tento výpočetńı čas výrazně zkrátit. Pro specifický př́ıpad
periodických děj̊u, u kterých jsme schopni předem definovat frekvenci kmit̊u, je k dispo-
zici harmonická metoda popsána v [4]. Ta v těchto př́ıpadech umožňuje značné urych-
leńı výpočetńıch času, jak je publikováno v [5].

V prvńı kapitole se pojednává o aeroelastice, tedy oboru, který se zabývá interakcemi
pevné látky s tekutinou j́ı obtékaj́ıćı. Je představeno základńı děleńı na statickou a
dynamickou aeroelasticitu a jsou stručně vysvětleny základńı typy aeroelastických jev̊u,
které v letectv́ı mohou nastat. Zvláštńı pozornost je věnována flutteru. K němu je
uveden zp̊usob, jak lze matematicky popsat jeho podmı́nky a vlastnosti.

Druhá kapitola prezentuje použitý matematický aparát. Je zde uveden nutný základ
k mechanice kontinua a bilančńı rovnice použ́ıvané pro popis prouděńı tekutin. Daľśı
část se zaob́ırá představeńım fourierovy analýzy a Diskrétńı Fourierovy transformace.
Z ńı je následně odvozena harmonická metoda.

Ve třet́ı kapitole je provedena rešerše numerického aparátu k řešeńı parciálńıch
diferenciálńıch rovnic a poté konkrétně pro řešeńı Navierových-Stokesových rovnic,
slouž́ıćıch jakožto model pro prouděńı tekutin použitý v této práci. Důležitým výstupem
je uvedeńı SIMPLE a PIMPLE algoritmů nutných pro řešiče nestacionárńı a harmo-
nické metody.

Řešeńı a prezentace výsledk̊u konkrétńıch úloh harmonické metody je uvedena ve
čtvrté kapitole. Nejdř́ıve je metoda otestována na skalárńı rovnici na poli s jedno-

1



duchým a následně složeným periodickým vstupńım signálem a poté pro výpočet jedno-
duchého osciluj́ıćıho proudového pole v rovinné trubce. Největš́ı pozornost je věnována
úloze kmitáńı profilu NACA 0012, která simuluje konkrétńı problém v aeroelasticitě.
Výsledné rozložeńı tlaku na stěně profilu a rychlostńı pole je porovnáno s klasickou ne-
stacionárńı metodou. Na závěr je zhodnocen výpočetńı čas harmonické metody oproti
klasickému nestacionárńımu řešeńı.
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1 Aeroelasticita

Obor aeroelasticity je zaměřený na zkoumáńı interakćı pevných látek s tekutinami.
Zaj́ımá se o aerodynamické vlastnosti prouděńı, zejména o śıly, které jsou na těleso
přenášeny, jak se těleso deformuje a jak tato deformace ovlivňuje zpět proudové pole,
které pak může opět ześılit svoje účinky na deformace. T́ımto zp̊usobem může doj́ıt k
divergentńım situaćım, které jsou ukončeny fatálńım selháńım konstrukce [6]. Některé
jevy můžou ovlivňovat např́ıklad ř́ıdićı prvky v leteckém pr̊umyslu. K účink̊um tekutiny
se ale přič́ıtaj́ı i vlivy objemových sil, jako jsou třeba zrychleńı nebo t́ıha těles.

Vztah mezi jednotlivými silami popisuje trojúhelńık aeroelastických sil na obrázku 1.
Každá jeho strana reprezentuje konkrétńı pár v oblasti mechaniky. Jeho střed obsahuje
dynamickou aeroelasticitu, která je ovlivněna všemi zdroji sil.

Obrázek 1: Trojúhelńık sil v aeroelasticitě [7]

Kombinaćı jednotlivých sil z tohoto trojúhelńıku dostáváme nová odvětv́ı

• dynamické śıly + aerodynamika = stabilita a ř́ızeńı,

• dynamické śıly + mechanika tuhých těles = strukturálńı vibrace,

• aerodynamika + mechanika tuhých těles = statická aeroelasticita.
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Zájem zkoumat aeroelasticitu se rozr̊ustá z oboru letectv́ı i do odvětv́ı, jako je sta-
vebńı inženýrstv́ı a prouděńı okolo budov a most̊u a nebo strojńı inženýrstv́ı v oblasti
turbomachinery, tedy zkoumáńı rotačńıch stroj̊u, jako jsou kompresory nebo turb́ıny
[8]. Aeroelastický jev lze podle jeho charakteru dělit na

1. statický

2. dynamický

Z toho vyplývaj́ı obory statická a dynamická aeroelasticita.

1.1 Statická aeroelasticita

Statický aeroelastický jev zanedbává setrvačné účinky a vnitřńı a vnějśı silové účinky
jsou konstatńı v čase. Zkoumá se předevš́ım jednoduché namáháńı konstrukce. Mezi
statické aeroelastické jevy např́ıklad spadá:

• Změna rozložeńı zat́ıžeńı - vlivem deformace se měńı vlastnosti jako třeba
poloha těžǐstě a t́ım i p̊usobeńı daľśıch sil [9].

• Změna účinnosti ř́ızeńı a reverze - při natočeńı křidélka směrem dol̊u, dojde
k navýšeńı vztlakové śıly a momentu, který zp̊usob́ı deformaci v podobě natočeńı
kř́ıdla náběžnou hranou směrem k zemi. To umožńı vytvořit novou śılu, která
p̊usob́ı v opačném směru, než bylo p̊uvodně zamýšleno. Je-li větš́ı, než śıla vzni-
kaj́ıćı z natočeńı křidélka, dojde k reverzi ř́ızeńı [10].

• Torzńı divergence - vztlaková śıla, která vzniká z geometrického tvaru pro-
filu kř́ıdla, mı́vá zpravidla jinou polohu p̊usobǐstě, než je těžǐstě tohoto profilu.
Vzniklá vzdálenost odchylky śıly tvoř́ı moment, který kroutivě deformuje kř́ıdlo.
Deformaćı se navýš́ı aerodynamická śıla, který opětovně navýš́ı deformaci [11].

1.2 Dynamická aeroelasticita

Dynamický aeroelastický jev zahrnuje už i setrvačné účinky deformaćı, které ovlivňuj́ı
počátečńı deformace nebo proměnlivé proudové pole, jde tedy o již komplexeněǰśı fe-
nomén. Do této kategorie spadaj́ı i jevy s kmitavýcmi charakteristikami. Do dyna-
mických jev̊u se řad́ı např́ıklad:

• Aeroelastická odezva na dynamické zat́ıžeńı - jedná se o promı́tnut́ı vněǰśıch
nestacionárńıch jev̊u, jako je např́ıklad vynucené kmitáńı. Deformace vytvoř́ı daľśı
setrvačené śıly anebo př́ıdavná aerodynamická zat́ıžeńı [9].
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• Buffeting - je zp̊usoben náhodnými poruchami plynoućıch z turbulentńıho obtékańı.
Typickým př́ıpadem je kmitáńı v úplavu vyvolaném jiným aerodynamickým prv-
kem (ocasńı plocha ovlivněná úplavem kř́ıdla) a nebo jiným letounem. Nedocháźı
zde př́ımo k destruktivńım podmı́nkám, za to ale může ovlivňovat životnost kon-
strukce zp̊usobené cyklickým namáháńım [12].

• Servoelasticita - v př́ıpadě ř́ızeńı letounu s posilovači docháźı k dodáńı a pohl-
ceńı energie do konstrukce a př́ı nevhodném sfázováńı ř́ızeńı s deformacemi může
docházet ke zvýšeńı kritické rychlosti flutteru [9].

• Flutter - jde o reakci konstrukce na impulzńı zat́ıžeńı. Je-li bilance dodané ener-
gie kladná, dojde k divergentńımu chováńı a až k destruktivńım účink̊um. Kom-
plexnosti tohoto problému je věnována samostatná kapitola 1.4.

1.3 Vztah hmotnosti a tuhosti v letectv́ı

Pro co nejlepš́ı letové vlastnosti je d̊uležitá co nejmenš́ı hmotnost konstrukce [13].
Zároveň ale je potřeba zachovat určitou tuhost konstrukce. Tyto dva požadavky ale
lež́ı v protikladu a celá histore vývoje v leteckém pr̊umyslu byla věnována hledáńım
optimálńıho poměru těchto dvou požadavk̊u.

V hmotnosti se vyjadřuje jak celková hmotnost, tak i parametry, jako je třeba poloha
těžǐstě nebo setrvačné a deviačńı momenty. Tuhost nám deformacemi vyjadřuje, jak
reaguje konstrukce na zat́ıžeńı. Vycháźı z materiálových charakteristik (např́ıklad mo-
dul pružnosti v tahu a smyku) a geometrických charakteristik (např́ıklad kvadratické
momenty ploch, modul tuhosti) [9].

Tuhost a hmotnost jsou na sobě závislé a vycháźı z konkrétńıho konstrukčńıho řešeńı.
Pevnostńı kontroly pak vyhodnot́ı, zda splňuj́ı letecké předpisy [14]. Tyto kontroly
jsou podrobněji popsané v [15]. Z bezpečnostńıch d̊uvod̊u je tuhost brána se značným
podhledem. To znamená, že jsou voleny vysoké bezpečnostńı koeficienty při výsledném
zpracováńı dat. Jedná se předevš́ım o dynamickou aeroelasticitu, jej́ıž analýza nám uka-
zuje, že mnohé jevy jsou záludné nebo nepředv́ıdatelné. V laboratorńıch podmı́nkách
nelze vždy ideálně navodit situace z běžných podmı́nek a nebo př́ıprava těchto expe-
riment̊u je finančně a časově náročná. Vzhledem k tomu, že dynamické jevy zahrnuj́ı
nestacionárńı jevy, je v př́ıpadě poč́ıtačových simulaćı prouděńı (CFD - Computational
Fluid Dynamics) potřeba značných výpočetńıch čas̊u. Tento problém je i motivaćı této
práce. Existuj́ı harmonické metody, která nám umožňuj́ı tento výpočetńı čas výrazně
zkrátit, jako je zjǐst’ováno např́ıklad v [16].
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1.4 Flutter

V předchoźıch kapitolách byly rozeb́ırány statické a dynamické aeroelastické jevy,
při kterých vlivem prouděńı docházelo k deformaci a nebo při kterých vlivem defor-
mace docházelo k výrazné změně proudového pole. Výsledkem těchto jev̊u byl stav,
při kterém byl nalezen nový bod rovnováhy energie. Z technické praxe [17] v́ıme, že ne
vždy tento bod existuje. Můžeme předpokládat, že existuje situace, kde systém přij́ımá
stále větš́ı množstv́ı energie a chová se divergentně. To je př́ıpad flutteru - prouděńı
zp̊usob́ı deformace a deformace zpětně změńı prouděńı. Toto divergentńı chováńı úst́ı
ve ztrátu stability a v destruktivńı následky [11].

1.4.1 Základńı vlastnostni flutteru

Pro demonstraci si lze kř́ıdlo letadla představit jako kmitaj́ıćı vetknutý nosńık. Na ten
p̊usob́ı r̊uzné śıly a momenty vlivem prouděńı tekutin a setrvačńıch účink̊u z kmitáńı.
Vzniknou deformace z pr̊uhybu a krutu. Pokud nosńıku dovoĺıme pouze samotný ohyb,
bude tlumeńı vždy dostatečné tomu, aby zabránilo divergentńımu flutteru [18]. Při
pouhém krutu dojde k flutteru jedině, když úhel natočeńı dosáhne kritického úhlu
(úhel náběhu, kdy docháźı k odtržeńı proudu vzduchu). Z toho nám vycháźı, že pro
vznik flutteru je d̊uležitý spojeńı deformaćı ve v́ıce stupńıch volnosti. Experimenty, jako
[19] nebo [20], ukázaly, že všechny body takto vetknutého nosńıku se ohýbaj́ı a krout́ı
ve stejné fázi. Důležitým faktorem je to, že samotný ohyb a krut již ve fázi nejsou [11].

Předpokládáme, že pohyb prvk̊u při flutterovém jevu je definován pěti parametry

1. l - lineárńı rozměr

2. U - rychlost prouděńı vzduchu

3. ρ - hustota vzduchu

4. σ - hustota strukturálńıho materiálu

5. K - koeficient torzńı tuhosti

Výchylka libovolného bodu je popsána jakožto e−εt cos ωt. Tlumı́ćı koeficient ε źıskáme
kombinaćı U a l, abychom měli odpov́ıdaj́ıćı jednotky (s−1). Obdrž́ıme tedy bez-
rozměrný výraz

εl

U
= F

(
ρ

σ
,

K

σl3U2

)
. (1.4.1)

Aby měly dva systémy stejnou hodnotu εl
U

, muśı mı́t stejné poměry ρ
σ

a K
σl3U2 . Frekvence

kmitáńı ω je vyjádřena ve vztahu
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k =
ωl

U
, (1.4.2)

kde k je nazýváno Strouhalovým č́ıslem nebo také redukovanou frekvenćı a existuje
vztah [11]

k = f

(
ρ

σ
,

K

σl3U2

)
. (1.4.3)

Jestliže tyto dva poměry v parametrech funkce f maj́ı stejnou hodnotu pro dva systémy,
předpokládáme, že tyto systémy maj́ı i stejné dynamické vlastnosti [11].

1.4.2 Kritérium tuhosti a kritická rychlost flutteru

Z experiment̊u a výpočt̊u [21] na r̊uzných kř́ıdlech, u kterých byl pozorován flutter,
bylo zjǐstěno, že k němu docháźı pouze při hodnotách Strouhalova č́ısla nižš́ıch, než je
kritická mez

kkr =
ωc

2U
= 0.9± 0.12, (1.4.4)

kde c znač́ı délku tětivy profilu. Z bezpečnostńıch d̊uvod̊u je žádoućı, aby redukovaná
frekvence byla vyšš́ı, než kkr, neboli

Ukr =
ωc

2kkr
(1.4.5)

(1.4.5) dává d̊uležitý vztah pro kritickou rychlost flutteru, která muśı být vždy vyšš́ı,
než konstrukčńı rychlost letounu.

Jediný parametr, kterým lze navýšit kritickou rychlost flutteru je tedy kritická tuhost
kkr. Pro návrhové aplikace se dá vyjádřit pomoćı vztah̊u z kapitoly 1.4.1 jakožto

K

σl3U2
≥ konst. (1.4.6)

Dokud rovnice (1.4.6) plat́ı, flutter nenastane [11]. Pro vyšetřeńı jednotlivých typ̊u
nestabilit muśı platit:
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1. kritérium torzńı tuhosti

Kθ

ρU2sc2 ≥ konst., (1.4.7)

2. kritérium tuhosti pro ohyb

Kh

ρU2s3
≥ konst., (1.4.8)

kde

• Kθ = krout́ıćı moment na konci kř́ıdla
krut na konci kř́ıdla

znač́ı tuhost kř́ıdla v krutu,

• Kh = největš́ı ohybový moment · polovina rozpět́ı
ohyb konce kř́ıdla

znač́ı tuhost kř́ıdla v ohybu,

• s je rovna polovině rozpět́ı,

• c představuje pr̊uměrnou délku tětivy po celém rozpět́ı kř́ıdla [11].

Kritická rychlost flutteru je velmi d̊uležitým parametrem při flutterové analýze. Jeho
zjǐstěńı je už náročněǰśı. Z prvńım modelem, jak tento problém řešit, přǐsel Theodorsen
ve své zprávě [2]. Existuje i publikace [22], kde se hledá kritická rychlost flutteru a k ńı
př́ısluš́ıćı frekvence oscilace pomoćı Galerkinovi metody. V NASA technické zprávě [17]
je prezentován př́ıstup pomoćı energické bilance a následná optimalizace redukováńı
flutteru ovládaćımi plochami na náběžné a odtokové hraně kř́ıdla.
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1.5 Aerodynamika profilu kř́ıdla

Při vyhodnocováńı aerodynamických sil na letoun muśıme brát v potaz, že zálež́ı
na faktorech, jako je rychlost letu (pro účely modelováńı se použ́ıvá IAS - indicated
airspeed, tedy rychlost v̊uči prouděńı vzduchu) a vlastnostnech tekutiny, jako hustota
a tlak vzduchu a z nich vycházej́ıćı teplota. Při výpočtech se uvažuje, že profil stoj́ı v
klidu a měńı se pouze rychlost nenarušeného proudu.

1.5.1 Základńı vlastnosti vzduchu v atmosféře

Pro standartńı vlastnosti vzduchu plat́ı tabulka 1.

T0 - teplota na úrovni moře 288.16 K
P0 - tlak na úrovni moře 101325 N/m2

ρ0 - hustota na úrovni moře 1.225 kg/m3

a0 - rychlost zvuku na úrovni moře 340.29 m/s
R - plynová konstanta 287.05 m2/s2 K
γ = cp

cv
- poměr specifické tepelné kapacity za kon-

stantńıho tlaku a konstatńıho objemu
1.4

Tabulka 1: Tabulka standartńıch vlastnost́ı vzduchu [13]

Závislost teploty na nadmořské výšce je vyjádřena jako

T = T0 − χh, (1.5.1)

kde konstanta χ = 0.0065Km−1 znač́ı pokles teploty pro každých 1000 m a h nadmořskou
výšku. To lze dále přepsat do tvaru

dT = T − T0 = −χh. (1.5.2)

V našem př́ıpadě budeme uvažovat ideálńı plyn a to nám umožńı použ́ıt stavovou
rovnici v podobě

p = ρRT (1.5.3)

a rovnici hydrostatiky pro změnu tlaku jakožto

dp = p− p0 = −ρgh, (1.5.4)
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kde g je gravitačńı zrychleńı. Spojeńım předchoźıch rovnic dostaneme vztah pro závislost
tlaku na teplotě

p

p0

=

(
T

T0

)g/χR

(1.5.5)

a obdobně i závislot hustoty na teplotě jako

ρ

ρ0

=

(
T

T0

)g/(χR)−1

. (1.5.6)

Dı́ky těmto rovnićım jsme schopni spoč́ıtat teplotu, tlak a hustotu vzduchu pro
jakkoukoliv nadmořškou výšku až do troposféry (11 000 m) [13]. Daľśım parametrem
je rychlost zvuku, která má taky závislost na nadmořské výšce, jelikož je definována v
závislosti na teplotě jako

a =
√
γRT = a0. (1.5.7)

1.5.2 Charakteristiky proudu tekutiny

Jedńım ze základńıch parametr̊u prouděńı je Reynoldsovo č́ıslo [23]

Re =
u∞d

ν
, (1.5.8)

kde u∞ reprezentuje rychlost nenarušeného proudu tekutiny, d charakteristický rozměr
obtékaného tělesa a ν kinematickou viskozitu. Pod Reynoldsovým č́ıslem bývá představován
poměr setrvačných a viskozńıch sil v proudu tekutiny.

Při pohledu na prouděńı okolo tělesa s charakteristickým rozměrem d (může se
např́ıklad jednat o pr̊uměr válce nebo tětivu profilu kř́ıdla) a při předpokladu, že se
tekutina skládá z individuálńıch molekul s náhodným pohybem, můžeme pr̊uměrnou
vzdálenost molekul definovat koeficientem λ (také nazýván středńı volná dráha mole-
kul). Jestliže je λ řádově menš́ı, než charakteristický rozměr d, poté proud tekutiny
z pohledu obtékaného tělesa p̊usob́ı jako kontinuálńı tok. Je-li koeficient λ naopak
řádově větš́ı než d, jsou molekuly od sebe tak vzdálený, že nedocháźı k frekventńım
koliźım s obtékaným tělesem. Tento proud nazveme jako volný molekulárńı tok [23]. S
volným molekulárńım tokem se setkáváme hlavně ve vyšš́ıch vrstvách atmosféry, jinak
v běžných př́ıpadech drtivě převažuje kontinuálńı tok a ten bude uvažován i v daľśıch
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kapitolách.

Při pohybu jednotlivých molekul tekutiny docháźı k lokálńımu transportu hybnosti,
hmoty a energie. Ten utvořil princip dif̊uze hmoty, viskozitu z třeńı a vedeńı tepla.
Proudy tekutin, u kterých pozorujeme tyto efekty, se nazývaj́ı vazké prouděńı. Ty, u
kterých se nepředpokládá třeńı, vedeńı tepla nebo dif̊uze, se nazývaj́ı prouděńı nevazké.
V praxi ovšem ale lze viskózńı prouděńı omezit do malé oblasti přilehlé k tělesu, kterou
nazveme mezńı vrstvou. Bohužel v mnoha aerodynamických aplikaćı hraje roli aero-
dynamický odpor, který nelze adekvátně předpovědět využit́ım nevazkého prouděńı.
Daľśı př́ıpad jsou vysoké úhly náběhu leteckých profil̊u, kde se formuje značný úplav
vlivem separace mezńı vrstvy[24], jak lze vidět na obrázku 2.

Médium, u kterého hustota tekutiny neńı konstantńı, se nazývá stlačetilným. V reálné
situaci je všechno prouděńı do jisté mı́ry stlačitelné. Pro Machova č́ısla

Ma∞ =
u∞
a0

< 0.3 (1.5.9)

považujeme změnu hustoty za zanedbatelnou [25]. Jedná se o domluvenou hranici,
do které se předpokládá, že chyba vzniklá nestlačitelným modelem výrazně neovlivńı
řešeńı. Rychlost zvuku a0, která vystupuje ve vzorćıch (1.5.7) a (1.5.9) udává rychlost
š́ı̌rené malých poruch v tekutině [26].

Obrázek 2: Separace proudu při obtékáńı profilu [27]

1.5.3 Vlastnosti prouděńı a tlakového pole okolo profilu

Profil kř́ıdla je dvourozměrný tvar, který źıskame jakožto řez tř́ırozměrného kř́ıdla
po směru prouděńı. Prouděńı okolo kř́ıdla definujeme jakožto stacionárńı, je-li časově
nezávislé. V př́ıpadě pohybu profilu nebo odtrháváńı úplavu je třeba prouděńı mode-
lovat jako nestacionárńı.
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Obtékáńı okolo profilu lze zobrazit pomoćı proudnic [28], neboli proudových čar,
které zobrazuj́ı pohyb jednotlivých částic, jejichž vektor rychlosti je tečný k proudnici
v libovolném bodě. Proudnice se navzájem neprot́ınaj́ı [29].

Obrázek 3: Obtékáńı okolo symetrického profilu s nenulovým úhlem náběhu a se stagnačńım
bodem S [13].

Na obrázku 3 vid́ıme obtékáńı symetrického profilu s menš́ım úhlem náběhu. I přes
symetrii profilu již docháźı k natočeńı proudu vzduchu směrem dol̊u. Rychlost, hustotu
a tlak můžeme svázat pomoćı Bernoulliho rovnice ve tvaru

p+
1

2
ρu2 = konst. (1.5.10)

Při porovnáńı proudu na jedné proudnici v nerozrušené oblasti a v bodě pobĺıž profilu,
dostaneme rovnici

p∞ +
1

2
ρ∞u

2
∞ = p+

1

2
ρu2. (1.5.11)

Aby byla zachována rovnováha, tedy platila tato rovnice, dojde při urychleńı proudu
kolem profilu k poklesu tlaku a naopak.

Rozložeńı tlaku [30] se obvykle zobrazuje přes tlakový koeficient cp, který tlak vzta-
huje ke statickému v nenarušeném tvaru a poč́ıtá se podle

cp =
p− p∞

1
2
ρu2
∞
. (1.5.12)

Na obrázku 4 lze pozorovat, jak se měńı rozložeńı tlaku pro kladný a záporný úhel
náběhu.
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Obrázek 4: Rozložeńı tlaku kolem profilu pro r̊uzné úhly náběhu [31]
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2 Matematický model

Hlavńı náplńı této práce je prouděńı nestlačitelných tekutin v takovém režimu,
kde je bezpečné použ́ıt model kontinua. Je zvoleno modelováńı pomoćı Navierových-
Stokesových rovnic a s němi souvisej́ıćıch vztah̊u. Tento model je použ́ıván pro řešeńı
inženýrských aplikaćı, jak je publikováno např́ıklad v [3]. Tento koncept byl popsán v
mnoha zdroj́ıch, jako třeba v [24] nebo v [28]. Větš́ı pozornost je věnována odvozeńı
harmonické metody vycházej́ıćı z Diskrétńı Fourierovy transformace.

2.1 Materiálový a prostorový popis kontinua

Pro popis pohybu bodu telěsa (materiálového bodu), použijeme polohový vektor
X. Popis pohybu libovolné částice v oblasti Ω do polohy x můžeme vyjádřit pomoćı
vektoru posunut́ı vp jako

x = X + vp. (2.1.1)

Existuj́ı pak dva zp̊usoby, jak tento materiálový bod popisovat vzhledem ke společnému
kartézskému souřadnicovému systému při přetvořeńı oblasti Ω0 (Ω v čase t = 0) na
oblast Ωt (Ω v čase t):

1. materiálové souřadnice (Lagrange̊uv popis) popsané vektorem X,

2. prostorové souřadnice (Euler̊uv popis) popsané vektorem x.

V Lagrangeově formulaci kontinua jsou jednotlivé materiálové body pevně spojeny s
deformacemi zkoumané látky. Tato vlastnost se zejména hod́ı na výpočty při pevnostńı
analýze [32]. Eulerova formulace kontinua je vhodná pro modelováńı prouděńı tekutin.
Mı́sto poloh částic sledujeme jejich vektory rychlosti. Pevně uchycený kontrolńı objem
umožňuje velké deformace a pohyby kontinua. Nevýhodou je nutnost definovat umělé
okrajové podmı́nky [32].

Materiálové a prostoré souřadnice můžeme svázat pomoćı funkce

x = x(X, t). (2.1.2)

Rychlost jednotlivých materiálových bod̊u se pak urč́ı derivaćı jednotlivých prosto-
rových složek podle času:

upi(X, t) =
∂xi(X, t)

∂t
(2.1.3)
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V Eulorově formulaci zavedeme obecnou veličinu φ(X, t) = ϕ(x, t) v materiálových a
prostorových souřadnićıch. Pro sledováńı vývoje této veličiny v čase, je třeba provést
derivace podle času

φ̇(x, t) =
∂φ(X, t)

∂t
=
∂ϕ(ξ(X, t), t)

∂t
=
∂ϕ

∂xi

∂xi
∂t

+
∂ϕ

∂t
(2.1.4)

a po dosazeńı rychlosti vyjádřené v (2.1.3) dostaneme vztah

∂φ(x, t)

∂t
=
∂ϕ

∂xi
upi +

∂ϕ

∂t
(2.1.5)

a źıskáme tak časovou derivaci podél trajektorie, která se také nazývá materiálová
derivace. Člen ∂ϕ

∂xi
upi nazveme konvektivńı derivaćı a ∂ϕ

∂t
derivaćı lokálńı [33].

2.2 Zákony zachováńı a bilančńı rovnice

Zákony zachováńı zformulujeme jako bilančńı rovnice sledovaného média v oblasti
Ω. Pro libovolnou bilancovanou veličinu φ na kontrolńım objemu Ω můžeme napsat jej́ı
integrálńı hodnotu Φ podle [34] jakožto

Φ =

∫
Ω

ρϕ dΩ. (2.2.1)

Pro bilancováńı je nutné zachytit časovou změnu Φ. Abychom tuto změnu mohli popsat
lokálně, aplikujeme na (2.2.1) Reynolds̊uv Transportńı teorém a dostaneme tvar

d

dt

∫
Ω

ρϕ dΩ =

∫
Ω

∂

∂t
(ρϕ) dΩ +

∫
∂S

ρϕ(u− ub) · n dS, (2.2.2)

kde u znázoňuje rychlost prouděńı tekutiny, ub rychlost pohybu hranice kontrolńı
oblasti (pro př́ıpady s pevným kontrolńım objemem v prostoru je roven nule) a n
normálový vektor plochy S s orientaćı vně [35]. Obdobně, jako u materiálové derivace
v kapitole 2.1, se prvńı člen pravé strany nazývá lokálńım a druhý člen konvektivńım.

2.2.1 Zákon zachováńı hmoty

Při bilancováńı hmoty předpokládáme, že se všechna hmota zachovává a proto
časovou změnu vztahu (2.2.1) zaṕı̌seme jako

d

dt

∫
Ω

ρϕ dΩ = 0 (2.2.3)
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Po dosazeńı do Reynoldsova transportńıho teorému (2.2.2) ϕ ≡ 1, dostaneme vztah

∂

∂t

∫
Ω

ρ dΩ +

∮
S

ρu · n dS = 0. (2.2.4)

Diferenciálńı podobu (2.2.4)

∂ρ

∂t
+
∂(ρui)

∂xi
= 0 (2.2.5)

nazveme rovnićı kontinuity [23]. Pro prouděńı nestlačitelné tekutiny se vztah (2.2.5)
zjednoduš́ı na tvar [34]

∂ui
∂xi

= 0. (2.2.6)

2.2.2 Zákon zachováńı hybnosti

Změna hybnosti se podle prvńı impulsové věty rovná výslednićı všech p̊usob́ıćıch sil.
Proto plat́ı vztah

d

dt

∫
Ω

ρu dΩ = F , (2.2.7)

kde F je vektor oběcných sil. Na kontrolńı objem můžou p̊usobit dva tipy sil [34]:

1. Vněǰśı a objemové śıly p̊usob́ı př́ımo na hmotu v kontrolńım objemu. Ty-
pickým př́ıpadem jsou gravitačńı nebo centrifugálńı śıly. Jejich př́ıspěvek popisuje
integrál ∫

Ω

ρf e dΩ. (2.2.8)

2. Povrchové śıly p̊usob́ı př́ımo na povrch kontrolńıho objemu a vznikaj́ı pouze z
tlakového rozložeńı okolńı tekutiny −pI a nebo z tenzoru povrchového napět́ı τ
(výsledek třeńı jednotlivých vrstev tekutiny). Vyjdeme ze vztahu∫

S

fp dS =

∫
S

σ · ndS, (2.2.9)

kde fp je výslednice p̊usobićıch sil a σ cauchyho tenzor napět́ı, který můžeme
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rozložit jako

σ = −pI + τ . (2.2.10)

Levou stranu vztahu (2.2.7) rozvineme podle Reynoldsova transportńıho teorému a do
pravé dosad́ıme všechny p̊usob́ıćı śıly a dostaneme tvar

∫
Ω

∂

∂t
ρu dΩ +

∮
∂Ω

ρu(u · n) dS =

∫
Ω

ρf e dΩ−
∮
∂Ω

pn dS +

∮
∂Ω

(τ · n) dS (2.2.11)

pro libovolný kontrolńı objem Ω pevně zafixovaný v prostoru [34]. Zákon zachováńı
hybnosti lze přepsat do diferenciálńıho tvaru

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xi
(ρuiui − σij) = ρfei . (2.2.12)
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2.3 Navierovy-Stokesovy rovnice

V předchoźıch kapitolách byly odvozeny bilančńı rovnice pro hmotnost a hybnost.
Pro účely modelováńı prouděńı tekutin spoj́ıme tyto rovnice do jedné soustavy. Z ka-
pitoly 2.2.2 máme rovnici bilance hybnosti v konzervativńı formě

∂

∂t
(ρui) +

∂

∂xi
(ρuiuj − σij) = ρfei . (2.3.1)

Pro naše výpočty budeme uvažovat newtonovskou tekutinu, pro kterou plat́ı

τij = ρν

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (2.3.2)

Dosazeńım rovnice kontinuity a (2.3.2) do rovnice (2.3.1) obdrž́ıme vztah

∂ui
∂t

+ uj
∂ui
∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν

∂2ui
∂xj∂xi

+ fei , (2.3.3)

kde ν znač́ı kinematickou viskozitu. Pro nestlačitelnou tekutinu se (2.3.3) zjednoduš́ı
na

∂ui
∂t

+ uj
∂ui
∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi
+ ν∆ui + fei . (2.3.4)

Obdrž́ıme soustavu Navierových-Stokesových rovnic, kterou můžeme podle [29] napsat
ve tvaru

∇ · (u⊗ u)−∇ · (ν∇u) = −∇p
ρ
, (2.3.5)

∇ · u = 0. (2.3.6)
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2.4 Fourierova transformace

Účelem Fourierovy transformace je spektrálńı rozklad neperiodické funkce. To vyžaduje
mı́t schopnost analyzovat libovolnou frekvenci ve vstupńım signálu podle [36] v podobě

∫ +∞

−∞
f(t)dt, (2.4.1)

kde tento Fourier̊uv integrál je definován v prostoru L1(R), ve kterém pro všechny
funkce plat́ı ∫

f(t)dt < +∞ (2.4.2)

a z této frekvence lze źıskat obraz funkce

F(ω) =

∫ +∞

−∞
f(t) e−iωtdt, (2.4.3)

který vyjadřuje, kolik oscilaćı o frekvenci ω je ve funkci f . Výsledkem transformace
je schopnost převodu vstupńıho signálu mezi časovou a frekvenčńı doménou pomoćı
sinusových a kośınových funkćı.

2.4.1 Fourierova řada

Vycháźıme z obecného zápisu trigonomického polynomu pomoćı součtu řady podle

p(t) =
N∑

k=−N

cke
2πik t

a = c0 +
N∑
k=1

(cke
2πik t

a + c−ke
−2πik t

a ) (2.4.4)

a po nahrazeńı goniometrickými funkcemi dostaneme trigonomickou řadu ve tvaru

p(t) =
a0

2
+

N∑
k=1

(
akcos

2πkt

a
+ bksin

2πkt

a

)
, (2.4.5)

kde p(t) je obecná funkce komplexńı proměnné integrovatelná na intervalu [t0, t0 + a]
a kde a je perioda funkce p(t) [37].
Jestliže f(t) je periodická s periodou a > 0, existuje

∫ a
0
|f(t)|2dt a splňuje Dirichletovy

podmı́nky
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1. po částěch spojitá,

2. po částech monotónńı,

pak trigonomickou řadu nazvu Fourierovou řadou reprezentovanou vztahem

f(t) ∼ a0 +
+∞∑
k=1

akcos
2πkt

a
+ bksin

2πkt

a
(2.4.6)

a jej́ı součet [38] má podobu

S(t0) =
1

2
( lim
t→t0−

f(t) + lim
t→t0+

f(t)), (2.4.7)

kde

S(t) =
a0

2

∞∑
k=1

akcos
2πkt

a
+ bksin

2πkt

a
(2.4.8)

a koeficienty Fourierovy řady ak a bk maj́ı tvar

a0 =
2

a

∫ a

0

f(t)dt,

ak =
2

a

∫ a

0

f(t)cos
2πkt

a
dt,

bk =
2

a

∫ a

0

f(t)cos
2πkt

a
dt.

(2.4.9)

Vztah

f(t) =
1

2π

∫ ω
2

−ω
2

g(ω) eiωtdω (2.4.10)

nazveme Fourierovým integrálem a následné rovnice

F (ω) =

∫ ∞
−∞

f(t)e−iωtdt

f(t) =

∫ ∞
−∞

F (ω)e−iωtdω

(2.4.11)

využijeme pro přechod mezi časovou a frekvenčńı doménou.
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2.4.2 Diskrétńı Fourierova transformace

Klasická Fourierova transformace vyžaduje znalost spojité funkce, která reprezentuje
vstupńı data. Máme-li však dispozici pouze diskrétńı hodnoty, muśıme použ́ıt Diskrétńı
Fourierovu transformaci.

Je dána spojitá a periodická funkce s periodou a

f(t) =
N∑
k

ck e
i 2πkt
a . (2.4.12)

Provedeme diskretizaci s časovým krokem ∆t:

tj = j∆t = j
a

N
(2.4.13)

a dostaneme

f(tj) =

N
2∑

k=−N
2

ck e
i 2πk
a
j a
N (2.4.14)

a po přeindexováńı

f(tj) =
N∑
k=0

ck e
i 2πkj
N (2.4.15)

Tento rozvoj můžeme přepsat obdobně, jako jsme to udělali pro Fourierovu řadu, a to
do tvaru

fj = c0 +

N
2∑

k=1

Ak sin(ωktj + ϕk), (2.4.16)

kde Ak = 2|Ck| pro k = 0, ..., N
2

je amplituda a ϕk je fázové posunut́ı.

Daľśım krokem je nalézt koeficienty ck z (2.4.15). Funkce ei
2πkj
N nám dává diskrétńı

hodnoty, které rotuj́ı na jednotkové kružnici v komplexńı rovinně pro kj = 0, ..., N .
Jelikož posledńı hodnota je identická s prvńı:
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ei
2π0j
N = ei

2πNj
N , (2.4.17)

dostáváme pouze N nezávislých funkćı a proto dostáváme řadu ve tvaru

f(tj) =
N−1∑
k=0

c̃k e
i 2πk
N
j, j = 0, ..., N − 1. (2.4.18)

Přeznač́ıme ei
2πkj
N = wkj a přeṕı̌seme rovnici (2.4.18) do vektorového tvaru

Z = c̃0 W0 + ...+ c̃kWk + ...+ ˜cN−1 WN−1 (2.4.19)

a tud́ıž je vektor Z vyjádřen jako lineárńı kombinace vektor̊u W0,W1, ...,WN−1.
Plat́ı, že

Wk ·Wj

{
N, k = j
0, k 6= j

(2.4.20)

a z toho vyvozujeme, že vektory W0,W1, ...,WN−1 tvoř́ı bázi vektorového prostoru o
dimenzi N.
Výsledný zápis Z = c0W0 + c1W1 + ...+ cN−1WN−1 pak může být napsán v maticovém
tvaru jakožto

Z = FN · C, (2.4.21)

kde FN představuje matici NxN a C vektor o velikosti N. Z této rovnice můžeme
vyjádřit vektor koeficient̊u jakožto

C = F−1
N · Z (2.4.22)

a pak přeṕı̌seme C, jakožto

C = Fd{Z} (2.4.23)

a t́ım pádém dostaneme Diskrétńı Fourierovu transformaci vektoru Z.
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2.5 Harmonická metoda

Při řešeńı problémů vznikaj́ıćıch interakcemi pevné látky s tekutinou, se často setkáváme
s kmitavými charakteristikami. Abychom tyto př́ıpady mohli řešit klasickými CFD me-
todami, je třeba nestacionárńıch výpočt̊u. Ty jsou však velmi náročné na výpočetńı
výkon. HB (Harmonic Balance), neboli harmonická metoda, vznikla za účelem sńıžeńı
výpočetńıho času na právě nestacionárńıch výpočtech. Předpoklad kmitavé charakteris-
tiky umožňuje využit́ı Fourierovy řady, která tvoř́ı jádro HB. S počtem člen̊u Fourierovy
řady roste přesnost ale i výpočetńı náročnost.

2.5.1 Aplikace Fourierovy transformace na skalárńı transport

Za předpokladu periodického problému můžeme rovnici konvekce-dif̊uze zapsat jako

∂Q
∂t

+R = 0, (2.5.1)

kde R představuje konvektivńı, dif̊uzńı a zdrojový člen a Q primárńı veličinu. Tyto
členy, jak je uvedeno v předchoźı kapitole, lze rozepsat pomoćı Fourierovy řady jako

Q(t) = Q0 +
n∑
i=1

QSi sin(iωt) +QCi cos(iωt),

R(t) = R0 +
n∑
i=1

RSi sin(iωt) +RCi cos(iωt).

(2.5.2)

Je třeba rozlǐsovat proměnné psané psaćım ṕısmem (Q, R), které spadaj́ı do časové
domény a proměnné psané tiskaćım ṕısmem, které spadaj́ı do domény frekvenčńı. V rov-
nici (2.5.2) je počet harmonických frekvenćı libovolný a vyb́ırá se podle typu řešeného
problému. Výsledný počet člen̊u bude vždy 2n + 1 reprezentuj́ıćı středńı hodnotu a
sinus a kosinus v každé harmonické frekvenci, jejichž počet se znač́ı n.

Po dosazeńı rozvinutých člen̊u zpět do rovnice (2.5.1) a zderivováńı Q ve frekvenčńı
doméně, dostaneme rovnici se sč́ıtaćım indexem i

ωQSicos(ωt)− ωQCisin(ωt)+

RSicos(ωt) +RCisin(ωt) = −R0

(2.5.3)

kterou můžeme přepsat do maticového zápisu

ωAQ + R = 0. (2.5.4)
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Obdobně, jako jsme vytvořili vztahy (2.4.21) a v (2.4.22) pro Diskrétńı Fourierovu
transformaci, tak źıskame

Q = EQ(t)

R = EQ(t)
(2.5.5)

pro převod z časové do frekvenčńı domény. Koeficienty, ze kterých se skládá matice
E, se napoč́ıtaj́ı při Diskrétńı Fourierově transformaci pro 2n+1 časových krok̊u s n
harmonickými frekvencemi. Tyto časové instanty budou rozloženy rovnoměrně po celé
periodě T = 2π

ω
.

2.5.2 Sestaveńı soustavy rovnic pro řešeńı skalárńıho transportu

Diskrétńı Fourierova transformace pro jednotlivé časové instanty ti členu Qti má
podobu

Qti = Q0 +QSsin(ωti) +QCcos(ωti), i = 1, ..., 2n+ 1. (2.5.6)

Tuto soustavu rovnic si můžeme přepsat do maticového tvaru

Qti = E−1Q (2.5.7)

Přechodová matice E pak dostane tvar

E =
2

2n+ 1



sin(ωt1) sin(ωt2) . . . sin(ωt2n+1)
sin(2ωt1) sin(2ωt2) . . . sin(2ωt2n+1)

...
...

. . .
...

sin(nωt1) sin(nωt2) . . . sin(nωt2n+1)
1
2

1
2

. . . 1
2

cos(ωt1) sin(ωt2) . . . cos(ωt2n+1)
cos(2ωt1) cos(2ωt2) . . . cos(2ωt2n+1)

...
...

. . .
...

cos(nωt1) cos(nωt2) . . . cos(nωt2n+1)


, (2.5.8)

kde t2n+1 reprezentuje časovou instantu

ti =
Ti

2n+ 1
, (2.5.9)
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použ́ıvanou i pro přepočet času z frekvenčńı do časové domény. Z toho lze vypozorovat,
že nám tato metoda umožńı výpočet pouze v 2n+1 časových instantách [39].

Po dosazeńı převodových vztah̊u do rovnice (2.5.4) dostaneme soustavu 2n+1 rovnic,
která se dá v maticovém tvaru zapsat jako

ωE−1AEQ + R = 0. (2.5.10)

Pomoćı trigonometrického vzorce sin(α + β) = sinαcosβ + cosαsinβ se zbav́ıme
kośınových funkćı a zbydou nám pouze ty śınové.
Rovnici (2.5.10) rozděĺıme na klasické členy (konvekce a dif̊uze) na jedné straně a členy
vzniklé Fourierovou transformaćı na druhé do tvaru

R = −ωE−1AEQ. (2.5.11)

Po roznásobeńı matic E,A aE−1 dostaneme soustavu rovnic

∇ · (uQti)−∇ · (γ∇Qti) = − 2ω

2n+ 1
(Qtl

n∑
k=1

ksin(kωjnti)), (2.5.12)

kde

• i = ∈ {1, 2, ..., 2n + 1} je volný index označuj́ıćı rovnice soustavy pro jednotlivé
časové instanty

• j ∈ {1, 2, ..., 2n}

• l ∈ {1, 2, ..., 2n} \ {i} znač́ı sč́ıtaćı index člen̊u Ql, tedy člen, ve kterém jsou
nasč́ıtané členy Q ze zbylých rovnic soustavy, d́ıky čemuž jsou všechny rovnice
soustavy provázány

Zdrojový člen, tedy člen na pravé straně, můžeme ještě zjednodušit vztahem

Pm =
n∑
k=1

ksin(kωmti), prom = {1, 2, ..., 2n}. (2.5.13)

Koeficienty P uplatńıme v maticovém součinu EAE−1 z rovnice (2.5.11) a dostaneme
symetrickou matici

25



EAE−1 =


0 P1 P2 . . . P2n

−P1 0 P1 . . . P2n−1

−P2 −P1 0 . . . P2n−2
...

...
...

. . .
...

−P2n −P2n−1 −P2n−2 . . . 0

 . (2.5.14)

Rovnice pro prvńı časovou instantu má pak tvar [40]

∇ · (uQt1)−∇ · (γ∇Qt1) = − 2ω

2n+ 1
(P1Qt2 + P2Qt3 + ...+ P2nQt2n+1). (2.5.15)

Po zobecněńı pro všechny časové instanty dostaneme soustavu 2n+1 rovnic ve tvaru

∇ · (uQti)−∇ · (γ∇Qti) = − 2ω

2n+ 1
(

2n∑
j=1

PjQtl). (2.5.16)
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3 Metoda konečných objemů

Předmětem této kapitoly je diskretizace parciálńıch diferenciálńıch rovnic, jej́ıž výsledkem
je systém algebraických rovnic. Diskretizace jednotlivých člen̊u bude popsána na obecné
transportńı rovnici pro modelováńı bilance skaláru φ(x, t) a která má podobu:

∂ρφ

∂t
+∇ · (ρCφ)−∇ · (ρΓφ∇φ) = Sφ(φ) (3.0.1)

Tato parciálńı diferenciálńı rovnice druhého řádu se děĺı na následuj́ıćı členy

• ∂ρφ
∂t

- časová derivace (nestacionárńı člen)

• ∇ · (ρCφ) - konvektivńı člen

• −∇ · (ρΓφ∇φ) - dif̊uzivńı člen

• ∇φ = Sφ(φ) - zdrojový člen,

3.1 Diskretizace v prostoru

Výpočetńı oblast rozděĺıme na konečný počet diskrétńıch podoblast́ı, které se nazývaj́ı
kontrolńı objemy a nebo také výpočetńı buňky.

Obrázek 5: Kontrolńı objem pro Metodu konečných objemů [41]

V každé buňce se nacháźı bod P s polohovým vektorem rP , ve kterém jsou dis-
kretizované jednotlivé proměnné. Tento bod se nacháźı v geometrickém těžǐsti buňky
definovaným jako [42] ∫

p

(x− xp) dV = 0. (3.1.1)
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Každá stěna má přǐrazený vektor Sf , který směřuje z buňky ven, je normálový k této
stěně a jeho velikost je rovna ploše této stěny a k němu jednotkový vektor nf .

3.1.1 Diskretizace gradientu

Tok na hranici kontrolńıho objemu spoč́ıtáme jako součet tok̊u na jednotlivých
stěnách

∫
S

φ dS =
∑
k

∫
SP

φ dS. (3.1.2)

Tok φ je zde myšlen jako hodnota ve středu stěny, ale my tyto hodnoty máme dis-
kretizovány pro střed buňky. Abychom źıskali přesnost druhého řádu, muśıme tuto
hodnotu interpolovat. K tomu použijeme centrálńı diferenci [42]. Při přepisu veličiny
na stěnu buňky pomoćı centrálńıho schématu se nám rychlost na stěně uf mezi dvěma
sousedńımi buňkami A a B s rychlostmi na stěnách uA a uB lineárně interpoluje pomoćı

uf = wfuA + (1− wf )uB, (3.1.3)

kde nám váha wf představuje vzdálenost stěny od jednotlivých střed̊u sousedńıch buněk
a poč́ıtá se podle

wf =
||xB − xf ′||
||xB − xA||

, (3.1.4)

jak je uvedeno v [35]. Zanedbává se zde tedy vzdálenost xf a x′f . U zdeformovaněǰśıch
śıt́ı, kde se spojnice střed̊u sousedńıch buněk v́ıce vzdaluje od středu stěny mezi těmito
buňkami, může váha napomáhat k nestabilitě při výpočtu. Doporučuje se váhu držet
v rozmeźı (0, 2) [34]. Máme-li spoč́ıtanou rychlost na stěně, můžeme diskretizovat
konvektivńı člen. Obdrž́ıme gradient pole φP ve středu buňky pomoćı vzorce z [43]

∇φP =
1

VP

∑
faces

φfSf , (3.1.5)

kde VC udává objem kontrolńıho objemu (buňky), Sf vektor plochy jednotlivých stěn
buňky a φf je tok ve středu stěny.
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3.1.2 Diskretizace konvektivńıho členu

Je-li kontrolńı objem tvořen plochými stěnami, můžeme aproximovat přes hodnoty
na stěne pomoćı ∫

V

(∇ · φ)dV =

∮
∂V

φ · dS ≈
∑
f

∫
f

φ · dSf (3.1.6)

Integrály přes jednotlivé stěny dále aproximujeme podle

∫
f

φ dS ≈ φfSf (3.1.7)

Vzhledem k tomu, že φ neńı k dispozici na stěně kontrolńıho objemu, je třeba tuto
hodnotu interpolovat pomoćı jedné z již uvedených metod.
Konvektivńı člen se pak uprav́ı podle

∫
Vp

∇ · (ρuφ)dV =
∑
f

S(ρuφ)f =
∑
f

Fφf , (3.1.8)

kde F reprezentuje hmotnostńı tok skrze stěnu f, tok na stěně φf źıskáme bud’ stej-
nou lineárńı interpolaćı, jako jsme použili v (3.1.3), nebo použijeme up-wind schéma,
kde hodnota φ se určuje podle směru prouděńı. Podle [42] označeńım vyšetřovaného
kontrolńıho objemu indexem P a sousedńıho indexem N, urč́ıme tok na na stěně φf
pomoćı

φf =

{
φP pro F ≥ 0,

φN pro F < 0.

Použijeme kombinaci up-wind schéma s centrálńı diferenćı

φf = (1− γ φf )UW + γ(φf )CD, (3.1.9)

kde koeficient γ (0 ≤ γ ≤ 1) určuje množstv́ı numerické dif̊uze.

3.1.3 Diskretizace dif̊uzńıho členu

Použijeme podle [42] vztah
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∫
VP

∇ · (ρΓφC∇φ)dV =
∑
f

S(ρΓφ∇φ)f =
∑
f

(ρΓφ)f S · (∇φ)f . (3.1.10)

Máme-li ortogonálńı śıt’, lze upravit S · (∇φ)f jako

S · (∇φ)f = |S|φN − φP
|d|

, (3.1.11)

kde vektor d znač́ı spojnici geometrického středu buňky a středu stěny, na které se
poč́ıtá tok, a pomoćı P znač́ıme vyšetřovanou buňku a pomoćı N buňku sousedńı. V
alternativńı metodě se pro výpočet dvou sousedńıch buněk použije vztah

(∇φ)P =
1

VP

∑
f

Sφf . (3.1.12)

Pro výpočet toku na stěně je nutné použ́ıt interpolaci

(∇φ)f = fx(∇φ)P + (1− fx)(∇φ)N . (3.1.13)

V praxi si však v́ıce setkáváme s neortogálńı śıt́ı, kde je třeba použ́ıt systém korekćı.
V tom př́ıpadě si člen S · (∇φ)f rozděĺıme na ortogonálńı a neortogonálńı př́ıspěvek
pomoćı

S · (∇φ)f = ∆ · (∇φ)f + k · (∇φ)f, (3.1.14)

kde muśı být splněno

S = ∆ + k, (3.1.15)

kde vektor ∆ je paralelńı s vektorem d ze vztahu (3.1.11). Př́ıklady zp̊usob̊u, jak tento
vektor vypoč́ıtat jsou uvedeny v [42] (kap. 3.3).

3.1.4 Diskretizace zdrojového členu

Zdrojový člen, reprezentovaný v obecné transportńı rovnici (3.0.1) jako Sφ(φ), je
obecnou funkćı φ. Před diskretizaćı je provedena linearizace podle [44] jakožto

Sφ(φ) = Su+ Spφ. (3.1.16)
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Objemový integral je pak poč́ıtán jako

∫
Vp

Sφ(φ)dV = SuVp + Sp Vp φP (3.1.17)
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3.2 Numerické řešeńı Navierových-Stokesových rovnic

Pro převod na algebraické rovnice potřebujeme provést úplnou diskretizaci.
Předpokládejme tvar obecné transportńı rovnice (3.0.1) podle [45]

∫ t+∆t

t

[
∂

∂t

∫
VP

ρφ dV +

∫
VP

∇ · (ρUφ)dV −
∫
VP

∇ · (ρΓφ∇φ)dV

]
dt

=

∫ t+∆t

t

(∫
VP

Sφ(φ)dV

)
dt.

(3.2.1)

Po aplikaci diskretizaćı z minulých kapitol na jednotlivé členy a za předpokladu, že se
kontrolńı objemy neměńı v čase, dostame semi-diskrétńı tvar

∫ t+∆t

t

[(
∂ρφ

∂t

)
P

VP +
∑
f

Fφf −
∑
f

(ρΓφ)fS(̇∇φ)f

]
dt

=

∫ t+∆t

t

(SuVP + Sp VPφP )dt.

(3.2.2)

Prostorovou a časovou derivaci přeṕı̌seme podle [42] do podoby

∂ρφ

∂t
=
ρnPφ

n
P − ρoPφoP

∆t
, (3.2.3)

∫ t+∆t

t

φ(t)dt =
1

2
(φo + φn)∆t, (3.2.4)

kde φn = φ(t + ∆t). Po dosazeńı nových člen̊u (3.2.3) a (3.2.4) do rovnice (3.2.2) a
předpokladu konstantńı hustoty a dif̊uznosti obdrž́ıme Crankovo-Nicolsonovo schéma
ve tvaru

ρnPφ
n
P − ρoPφoP

∆t
VP +

1

2

∑
f

Fφnf −
1

2

∑
f

(ρΓφ)f S(̇∇φ)nf

+
1

2

∑
f

Fφof
1

2

∑
f

(ρΓφ)f S(̇∇φ)of

= SuVP +
1

2
Sp VPφ

n
P +

1

2
Sp VPφ

o
P .

(3.2.5)
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Pro každou buňku dostáváme soustavu algebraických rovnic

aPφ
n
P +

∑
N

aNφ
n
N = RP (3.2.6)

svázaných přes hodnotu φnP , která závisý na hodnotách sousedńıch buněk. Zjednodušený
maticový tvar má podobu

Aφ = R, (3.2.7)

kde A je matice koeficient̊u s prvkama ap na diagonále a an mimo diagonálu, φ je vektor
neznámých a R vektor zdroj̊u pro každou buňku [42].
Po každé iteraci dostáváme novou sadu hodnot φ. Podle [45] je schéma (3.2.5) bez-
podmı́něčně stabilńı.

Pro aproximaci použijeme segregovaný př́ıstup řešeńı. To znamená, že se rovnice
pro rychlost a tlak řeš́ı odděleně. Zdiskretizované momentové rovnice ze vztahu (3.2.7)
zaṕı̌seme ve tvaru

AU −H = −∇p, (3.2.8)

kde matice A zastupuje diagonálńı prvky zdiskretizovaných člen̊u a kterou d́ıky tomu
můžeme snadno zinvertiovat, H se slož́ı z mimodiagonálńıch prvk̊u diskretizovaných
člen̊u a rychlost U se převezme z předchoźı iterace. Jedná se tedy o rozklad matice A
z rovnice (3.2.7).
Vyjádř́ıme si matici neznámých rychlost́ı z rovnice (3.2.8)

U = A−1H−A−1∇p (3.2.9)

a vlož́ıme j́ı do rovnice kontinuity (2.3.6)

∇ · (A−1H−A−1∇p) = 0 (3.2.10)

a t́ım źıskáme Poissonovu rovnici pro tlak [42]

∇ · (A−1∇p) = ∇ · (A−1H). (3.2.11)
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Tu ještě můžeme vydělit diagonálńı matićı A−1 a źıskáme tvar dle [42]

∇ · ( 1

ap
∇p) = ∇ · (H(U)

ap
). (3.2.12)

Pro vyjádřeńı rychlosti si momentovou rovnici přeṕı̌seme do tvaru

U =
H(U)

ap
− ∇p

ap
(3.2.13)

Prvńı člen na pravé straně se zanedbává, to však vede k horš́ı konvergenci [43].
Źıskáme čtyři rovnice (2.3.5),(2.3.6),(3.2.8) a (3.2.12) pro čtyři neznámé Ux, Uy, Uz a
p.

V Poissonově rovnici se nám na levé straně u tlakového členu vyskytuje divergence
pocházej́ıćı z rovnice kontinuity a gradient vycházej́ıćı z momentových rovnic. Tyto
derivace jsou od sebe oddělené a můžou být poč́ıtány r̊uznými schématy. Je tedy nutné
dbát na zachováńı konzistence u těchto operátor̊u, jinak by nebyla zachována rovnice
kontinuity [35].
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3.2.1 Algoritmus SIMPLE

Algoritmus SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) udává
iterativńı postup, jak tyto rovnice řešit. Kroky jedné iterace algoritmu jsou následuj́ıćı:

1. Řešeńı diskretizovaných momentových rovnic pro výpočet rychlostńıho pole. Zde
se dosazuje tlak p0 z počátečńı podmı́nky nebo předchoźı iterace.

2. Výpočet tok̊u na stěnách buněk podle vztahu

U f =

(
H(U )

ap

)
f

−
(

1

ap

)
f

(∇p)f (3.2.14)

za pomoćı interpolovaných hodnot na jednotlivé stěny buňky.

3. Řešeńı tlakové rovnice pro nový tlak pn

pn = ∇ · ( 1

ap
∇p0). (3.2.15)

4. Aplikace relaxace tlaku podle rovnice

pi = pi−1 + αp(p
p − pi−1), (3.2.16)

kde pp znač́ı výsledek z tlakové rovnice a αp je relaxačńı koeficient nabývaj́ıćı
hodnoty 0 < αp ≤ 1.

5. Korekce tok̊u na stěnách buněk a rychlost́ı z nového tlakového pole pomoćı

Un = U − 1

ac
∇pn (3.2.17)

pro každou buňku n.
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3.2.2 Algoritmus PISO

PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators) algoritmus byl vyvinut pro
výpočet nestacionárńıho prouděńı a jeho kroky maj́ı podobu:

1. Výpočet tok̊u na stěnách buněk (identické se SIMPLE algoritmem).

2. Predikce - Obdobně, jako v prvńım kroku SIMPLE algoritmu se řeš́ı diskretizo-
vané hybnostńı rovnice s odhadem tlakového pole p∗ k źıskáńı odhadu rychlosti
u∗ ve tvaru

Au∗ +Hu∗ = R−∇p, (3.2.18)

kde R znač́ı zdiskretizovaný zdrojový člen.

3. Prvni korekce - Ke splněńı kontinuity pro u∗ je třeba korekce pro tlak p∗. Pomoćı
jedné korekce SIMPLE algoritmem

Au∗∗ +Hu∗ = R−∇p∗ (3.2.19)

obdrž́ıme u∗∗

4. Druhá korekce - I když u∗∗ již splňuje rovnici kontinuity, stále je nutné dopoč́ıtat
tlak p∗∗. Toho doćıĺıme opakováńı kroku 3 pro źıskáńı hodnoty u∗∗∗

5. Přidáváńı daľśıch korekćı pro předem definovaný počet korektor̊u.

6. Postup v čase o jeden časový krok.
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3.2.3 Algoritmus PIMPLE

V PIMPLE algoritmu docháźı k řešeńı stacionárńıch rovnic pro každý časový krok.
Vznikaj́ı tedy vnitřńı iterace, kde je snaha dosáhnout konvergence pomoćı definovaného
počtu korekčńıch smyček (correction loops). V př́ıpadě pouze jedné korekčńı smyčky,
je PIMPLE indentický s PISO algoritmem. Na obrázku 6 lze vidět diagram PIMPLE
algoritmu podle [46], který běž́ı po kroćıch ∆t do koncového času T .

Obrázek 6: PIMPLE algoritmus
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4 Numerické výsledky

Tato kapitola obsahuje výsledky spojené s praktickou část́ı práce. Kód pro výpočty
harmonickou metodou byl naprogramován v jazyce C++, jakožto modulárńı řešič
do open-source softwarového baĺıku pro CFD výpočty OpenFOAM, který je detailně
popsán v [47]. Všechny úlohy jsou modelovány jakožto rovinné, aby se zjednodušila
analýza výsledk̊u a zkráceńı výpočetńıho času. Následné rozš́ı̌reńı do třet́ıho rozměru
je pouze otázkou nastaveńı úlohy, nikoliv samotného řešiče.

Nejdř́ıve je základńı funkcionalita kódu pro harmonickou metodu otestována na
skalárńı rovnici, kde je simulován periodický vstupńı signál. Následně je řešena jed-
noduchá úloha pro Navierovy-Stokesovy rovnice v podobě rovné trubky s osciluj́ıćı
rychlost́ı na vstupu. Finálńı úloha je řešeńı periodického natáčeńı profilu NACA 0012.
Jej́ım účelem je simulovat źıskáváńı dat z proudového pole, které se daj́ı následně
aplikovat při řešeńı problémů z aeroelasticity. Př́ıklady těchto úloh jsou uvedeny v
kapitolách 1.1 a 1.2.

4.1 Numerické řešeńı skalárńı rovnice harmonickou metodou

Pro účely odladěńı harmonického řešiče byla použit jednoduchý transport veličiny
S, který může být popsán rovnićı

∂S

∂t
+∇ · (uS) = 0. (4.1.1)

Simulace byla nastavena podle parametr̊u v [4], tzn. obdélńıková rovinná výpočetńı
doména o rozměrech 10x7 m a konstatńı rychlostńı pole o velikosti ux = 10 m/s. Na
vstupu (levý okraj domény) byla definována Dirichletova podmı́nka pro vstupńı signál a
na výstupu (pravá strana domény) byla definová Neumannova okrajová podmı́nka v po-
době nulové derivace. Výsledky byly źıskány harmonickou metodou pro řešeńı skalárńı
rovnice srovnány s nestacionárńım výpočtem pomoćı PIMPLE algoritmu. Výsledky
jsou prezentovány v podobě zobrazeńı časového vývoje veličiny S uprostřed výpočetńı
oblasti (bod [5 m, 3.5 m]) v jednotlivých časových sńımćıch a pomoćı rozložeńı veličiny
S např́ıč středovou čárou (y = 3.5 m).

4.1.1 Sinusový vstupńı zdroj

Na vstupu byla nastavena okrajová podmı́nka pro skalárńı veličinu S reprezentovaná
rovnićı

S(t) = Asin(2πft), (4.1.2)

38



kde A = 5 reprezentuje amplitudu a f = 2Hz frekvenci oscilace. V harmonické metodě
má každý časový okamžik vlastńı rovnice. Z toho plyne, že je nutné pro každý okamžik
spoč́ıtat odpov́ıdaj́ıćı hodnotu proměnné okrajové podmı́nky. Vztah (4.1.2) se tud́ıž
uprav́ı na

S(ti) = Asin(2πf ti), (4.1.3)

kde

ti =
T

2n+ 1
· i (4.1.4)

pro i = 0, 1, ..., 2n pro n harmonických frekvenćı a T = 1
f

periodu kmitu.
Dı́ky jednoduchosti vstupńı podmı́nky lze použ́ıt pro výpočet pouze jednu harmonickou
frekvenci. Ta nám dovoluje poč́ıtat pole hodnot pro tři časové sńımky rovnoměrně
rozložené po celé periodě Q(ti=0),Q(ti=T/3) a Q(ti=2T/3).

Obrázek 7: Rozložeńı S(x,ti) v časovém okamžiku t=0 pomoćı harmonické metody
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Obrázek 8: Rozložeńı S(x,ti) pro všechny časové okamžiky např́ıč souřadnićı x

Na obrázku 8 lze vidět, jaké data obdrž́ıme z harmonické metody. Mı́sto toho,
abychom dostali diskretizované výsledky závislé na časovém kroku, jak to bývá u kla-
sických nestacionárńıch metod, obdrž́ıme výsledky diskretizované v 2n+1 rovnoměrně
rozložených časových okamžićıch. Obrázek 9 ukazuje časový pr̊ubeh veličiny S v bodě
[5, 3.5], tedy v prostředńım bodě domény, pomoćı PIMPLE algoritmu a harmonické
metody s jednou harmonickou frekvenćı.

Obrázek 9: Pr̊uběh S(x,ti) v prostředńım bodě

Na závěr na obrázku 10 lze vidět rozložeńı veličiny S na začátku každé periody. Pro
PIMPLE algoritmus je zobrazen žačátek třet́ı periody.
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Obrázek 10: Pr̊uběh S(x,t = 0) po středové čáře y = 3.5

Obrázek 11: Rozd́ıl řešeńı harmonicko metodou oproti nestacionárńı po středové čáře y = 3.5
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4.1.2 Složený periodický zdroj

Pro demonstraci komplexněǰśıho vstupńıho signálu a nutnosti využit́ı v́ıce harmo-
nických frekvenćı, byla okrajová podmı́nka na vstupu pro S nastavena jako

S(t) = Asin(2πft) +B cos(4πft), (4.1.5)

kde A = 0.6 a B = 0.3 reprezentuj́ı amplitudy jednotlivých periodických funkćı. Člen
s kośınovou funkćı má dvojnásobnou frekvenci. Pro nastaveńı harmonické metody se
použije frekvence vycházej́ıćı z celkové periody periodického děje. V našem př́ıpadě to
je f = 1Hz. Přepočet okrajových podmı́nek pro harmonickou metodu prob́ıhá obdobně
jako v kapitole 4.1.1.

Na obrázku 12 je zobrazeno rozložeńı veličiny S po středové čáře y = 3.5 pro jednu
harmonickou frekvenci porovnaný s nestacionárńı metodou. Lze na prvńı pohled vidět,
že jedna harmonická frekvence neńı dostačuj́ıćı.

Obrázek 12: Pr̊uběh S(x,t = 0) po středové čáře y = 3.5 pro jednu harmonickou frekvenci

Na obrázku 13 je porovnáńı na středové čáře s již dvěma a třema harmonickýma
frekvencema. Velikost transportované veličiny S je po celé délce x téměr totožná.
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Obrázek 13: Pr̊uběh S(x,t = 0) po středové čáře y = 3.5

Obrázek 14 znázorňuje pr̊uběh veličiny S po jednu periodu v geometrickém středu
oblasti nestacionárńı metodou (PIMPLE algoritmus, třet́ı perioda) a poté hodnoty
z jednotlivých časových instanćı harmonické metody pro dvě, tři a čtyři harmonické
frekvence. V př́ıpadě použit́ı pouze jedné harmonické frekvence, je výpočtem zachycen
pouze śınosový zdroj. Lze vidět, že s přibývaj́ıćımi harmonickými frekvencemi přesnost
nestoupá a pouze se navyšuje počet diskrétńıch hodnot v čase.

Obrázek 14: Pr̊uběh S(x,ti) v prostředńım bodě

V této kapitole bylo ukázáno, že lze simulovat i děje prob́ıhaj́ıćı v násobćıch základńı
frekvence. Chceme-li tedy zaznamenávat i drobněǰśı děje o vyšš́ıch frekvenćı, je třeba
postupně navyšovat počet harmonických frekvenćı metody. Je nutné si uvědomit, že s
každou harmonickou frekvenćı přibydou daľśı dvě hybnostńı rovnice ve finálńı řešené
soustavě. Bylo vyzkoušeno, že aby v tomto př́ıpadě harmonická metoda dosáhla stejného
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výpočetńıho času jako klasická nestacionárńı (po třech periodách), bylo třeba alespoň
25 harmonických frekvenćı, které nám umožńı poč́ıtat 51 hybnostńıch rovnic pro od-
pov́ıdaj́ıćıch 51 časových okamžik̊u. To znamená, že harmonická metoda stále poskytuje
výhodu kratš́ıho výpočetńıho času i pro vyšš́ı časové rozlǐseńı.

Obrázek 15: Reziuda veličiny S pro dvě harmonické frekvence
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4.2 Numerické řešeńı Navierových-Stokesových rovnic
harmonickou metodou

Byla řešena Navierova-Stokesova rovnice harmonickou metodou podle kapitoly 2.5.2
ve tvaru

∇ · (uui)−∇ · (γ∇ui) = −∇pi −
2ω

2n+ 1
(

2n∑
j=1

Pjul). (4.2.1)

a výsledky byly porovnány konvenč́ı nestacionárńı metodou implementovanou PIMPLE
algoritmem popsaném v kapitole 3.2.3. Diskretizace jednotlivých člen̊u je popsána v
kapitole 3.

Nejdř́ıve je řešeńı Navierových-Stokesových rovnic ověřeno na jednoduchém př́ıpadu
v podobě prouděńı ve 2D trubce s periodickou rychlost́ı na vstupu. Následuje řešeńı
hlavńıho problému této práce - prouděńı okolo kmitaj́ıćıho 2D profilu. Všechny úlohy
byly voleny v rovinné oblasti. To umožňuje rychlé źıskáńı dat d́ıky krátkým výpočetńım
čas̊u a také jejich následnou rychlou analýzu.

4.2.1 Prouděńı v trubce s osciluj́ıćı rychlost́ı na vstupu

Pro simulaci prouděńı v trubce byla definována rovinná oblast o rozměrech 3 x 10
metr̊u s čtvercovou śıt́ı o celkovém počtu 12 000 buněk.

Obrázek 16: Výpočetńı śıt’ pro rovinnou trubku

Na vstupu je předepsán konstatńı rychlostńı profil defiván jakožto periodická funkce

ux(t) = Uin + Asin(2πft), (4.2.2)
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kde f = 0.5Hz znač́ı frekvenci kmitáńı, Uin = 4m/s je středńı rychlost a A = 1 je
maximálńı výchylka. Přepočet okrajových podmı́nek rychlosti a tlaku prob́ıhá obdobně
jako v kapitole 4.1.1.

Vzhledem k jednoduchému periodickému pr̊uběhu okrajové podmı́nky, byla pro řešič
nastavena pouze jedna harmonická frekvence. Výpočet byl poté ověřen nestacionárńım
výpočtem pomoćı PIMPLE algoritmu.

Na obrázku 17 lze vidět porovnáńı výsledných dat v prostředńım bodě domény [5,
1.5].

Obrázek 17: Pr̊uběh rychlosti Obrázek 18: Rezidua pro t0

Na obrázku 17 je zřejmé, že prvńı časový okamžik je už za tolerant́ı meźı v porovnáńı
s nestacionárńım výpočtem, který tvoř́ı předpokládaný sinusový pr̊uběh. Vypsáńı re-
zidúı (obr. 18) ukazuje, že výpočet již zkonvergoval a daľśı iterováńı by se neprojevilo.
Byla provedena analýza nastaveńı relaxačńıch faktor̊u podle tabulky 2.

U p Ut0

0.1 0.05 3.83
0.1 0.1 3.92
0.1 0.2 3.96
0.1 0.3 3.98
0.2 0.3 3.95

0.05 0.3 3.99

Tabulka 2: Relaxačńı faktory pro rychlost a tlak a jejich vliv na rychlost v prostředńım bodě
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Obrázek 19: Pr̊uběh rychlosti po korekci Obrázek 20: Rezidua pro t0 po korekci

Tento jednoduchý ukázkový př́ıpad posloužil pro vyzkoušeńı a odladěńı řešiče pro
harmonickou metodu. Bylo zjǐstěno, že relaxačńı faktory maj́ı značný vliv na řešeńı a
že řešič lze použ́ıt na řešeńı komplikovaněǰśıch úloh.

4.2.2 Periodické kmitáńı leteckého profilu

Hlavńı úlohou pro testováńı harmonické metody v této práci je periodické natáčeńı
profilu NACA 0012. Výsledky jsou porovnány s řešeńım pomoćı klasického PIMPLE al-
goritmu, který v tomto př́ıpadě slouž́ı k validaci výsledk̊u. Simulace prob́ıhá v ńızkých
Reynoldsových č́ıslech (Re = 6000). Reynoldsovo č́ıslo je nastavováno pomoćı kine-
matické viskozity. Vstupńı rychlost U∞ byla nastavena na 30m/s. Frekvence natáčeńı
profila byla vybrána jako 1 Hz a maximálńı výchylka A jako 4◦. Oba výpočty jsou vždy
poč́ıtány na stejné výpočetńı śıt́ı. Hlavńı porovnávaćı parametr bylo zvoleno rozložeńı
tlaku p podél profilu.

Na obrázku 21 je zobrazen tvar výpočetńı domény, kde byla zohledněna dostatečná
vzdálenost od okrajových podmı́nek a dostatečný prostor pro úplav za profilem.
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Obrázek 21: Výpočetńı doména pro profil

Pro rychlost je na levé, horńı a spodńı hraně domény je vstupńı okrajová podmı́nka.
Zde je předepsán vektor rychlost odpov́ıdaj́ıćı okamžiku v periodě kmitu. Složky vek-
toru rychlosti na vstupu se pak poč́ıtaj́ı podle

Ux = U∞ − A+ Acos(4πfti),

Uy = U∞ sin(2πfti),
(4.2.3)

kde časový okamžik ti se poč́ıtá podle přepočetńıho vztahu z kapitoly 4.1.1. Na pravé
hraně je okrajová podmı́nka typu outlet, kde je předepsána nulová derivace ve směru
z domény. Na stěně profilu je předepsána nulová rychlost u stěny. Pro tlak je na
vstupu, horńı a spodńı hraně a stěne předepsána nulová derivace ve směru z domény
a na výstupu je pevně nastavená nulová hodnota pro tlak. Obrázek 22 ukazuje tvar
výpočetńı śıtě v okoĺı profilu. Narozd́ıl od OpenFOAM generátoru snappyHexMesh
nab́ıźı GMSH dostačuj́ıćı zjemněné odtokové hrany. Nevýhodou je horš́ı kontrola śıt’ováńı
mezńı vrstvy.
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Obrázek 22: Výpočetńı GMSH śıt’ pro profil NACA 0012

Oscilace byla poč́ıtána pro r̊uzný počet harmonických frekvenćı a t́ım pádem vznikal
i r̊uzný počet časových okamžik̊u. S jejich počtem se měńı i jejich časová poloha v jedné
periodě a to komplikuje porovnáváńı r̊uzného nastaveńı. Z komplexity buzeńı perio-
dického děje - tedy z frekvence kmitáńı, která má formu jednoduché sinusové funkce
- plyne, že by měla stačit pouze jedna harmonická frekvence. V kapitole 1.5, kde je
popisováno prouděńı okolo profilu, je uvedena problematika mezńı vrstvy. Zde vzni-
kaj́ı sekundárńı periodické děje, které nemuśı mı́t stejnou frekvenci, jaká je nastavena
okrajovou podmı́nkou.

Na obrázku 23 je zobrazeno porovnáńı rozložeńı tlaku na profilu NACA 0012 poč́ıtaného
harmonickou metodou a PIMPLE algoritmem pro r̊uzný počet harmonických frekvenćı.
Pro šest harmonických frekvenćı dostáváme již přijatelný výsledek. Pro devět harmo-
nických frekvenćı dostáváme takřka odpov́ıdaj́ıćı porovnáńı s nestacionárńı metodou.
Každá přidaná harmonická frekvence by měla z principu fourierovy řady mı́t menš́ı
pod́ıl na změně řešeńı i když stále navyšuje výpočetńı čas.
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(a) Rozložeńı tlaku pro n = 1, (b) Rozložeńı tlaku pro n = 3,

(c) Rozložeńı tlaku pro n = 6, (d) Rozložeńı tlaku pro n = 9.

Obrázek 23: Rozložeńı tlaku podél profilu pro r̊uzný počet harmonických frekvenćı v po-
rovnáńı s PIMPLE algoritmem

Obrázky 24 a 25 zobrazuj́ı vývoj rezidúı výpočtu kmitáńı profilu harmonickou meto-
dou se třemi a šesti harmonickými frekvencemi. Jelikož harmonická frekvence obsahuje
soustavu rovnic a pole hodnot pro každý časový okamžik, bylo pro sledováńı rezidúı
zvoleno pole pouze z prvńıho časového okamžiku ti = 0.
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Obrázek 24: Rezidua pro tři harmonické frek-
vence

Obrázek 25: Rezidua pro šest harmonických
frekvenćı

Rozložeńı rychlostńıho pole okolo profilu je zobrazeno na obrázku 26. Jelikož v úplavu
vznikaj́ı děje o vyšš́ıch harmonických frekvenćı, byl řešič nastaven pro n = 6.

Obrázek 27 zobrazuje tlakové kontury kmitaj́ıćıho profilu pro tři harmonické frek-
vence. Toto porovnáńı oproti nestacionárńı metodě vyšlo dobře i na nižš́ı počet har-
monických frekvenćı. Je třeba vyzdvyhnout, že stagnačńı bod se jev́ı v obou př́ıpadech
na podobné části náběžné hrany profilu.
Při výpočtu harmonicko metodou o šesti harmonických frekvenćıch nebylo dosaženo již
výrazného zlepšeńı, jak lze vidět na obrázku 28 a to za cenu přibližně dvojnásobného
výpočetńıho času. Zaj́ımaj́ı-li nás pouze tlakové kontury, tři harmonické frekvence se
jev́ı jako dostačuj́ıćı pro toto nastaveńı Reynoldsova č́ısla, frekvence oscilace a ma-
ximálńı výchylky.
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(a) Harmonická metoda v ti = 0, (b) PIMPLE v t = 0,

(c) Harmonická metoda v ti = 3T
13 , (d) PIMPLE v t = 3T

13 ,

(e) Harmonická metoda v ti = 7T
13 , (f) PIMPLE v t = 7T

13 ,

(g) Harmonická metoda v ti = 11T
13 , (h) PIMPLE v t = 11T

13 .

Obrázek 26: Srovnáńı harmonické metody o šesti harmonických frekvenćıch s PIMPLE algo-
ritmem pro rychlostńı pole prouděńı okolo kmitaj́ıćıho profilu NACA 0012.
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(a) Harmonická metoda v ti = 0, (b) PIMPLE v t = 0,

(c) Harmonická metoda v ti = T
7 , (d) PIMPLE v t = T

7 ,

(e) Harmonická metoda v ti = 2T
7 , (f) PIMPLE v t = 2T

7 ,

(g) Harmonická metoda v ti = 3T
7 , (h) PIMPLE v t = 3T

7 ,
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(i) Harmonická metoda v ti = 4T
7 , (j) PIMPLE v t = 4T

7 ,

(k) Harmonická metoda v ti = 5T
7 , (l) PIMPLE v t = 5T

7 ,

(m) Harmonická metoda v ti = 6T
7 , (n) PIMPLE v t = 6T

7 .

Obrázek 27: Srovnáńı harmonické metody o třech harmonických frekvenćı s PIMPLE algo-
ritmem pro tlakové kontury prouděńı okolo kmitaj́ıćıho profilu NACA 0012.
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(a) Harmonická metoda v ti = 0, (b) PIMPLE v t = 0,

(c) Harmonická metoda v ti = 3T
13 , (d) PIMPLE v t = 3T

13 ,

(e) Harmonická metoda v ti = 7T
13 , (f) PIMPLE v t = 7T

13 ,

(g) Harmonická metoda v ti = 11T
13 , (h) PIMPLE v t = 11T

13 .

Obrázek 28: Srovnáńı harmonické metody o šesti harmonických frekvenćıch s PIMPLE algo-
ritmem pro tlakové kontury prouděńı okolo kmitaj́ıćıho profilu NACA 0012.
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4.3 Zhodnoceńı časové náročnosti

V této kapitole je probrána časová náročnost harmonické metody. Jelikož právě
zkráceńı výpočetńı doby je hlavńı d̊uvod, proč tuto metodu použ́ıvat, je toto porovnáńı
d̊uležité.

Výpočty byly provedeny na stolńım poč́ıtači středńı výkonové tř́ıdy s procesorem
Intel i5-7500 o frekvenci 3.8 GHz a na jednom výpočetńım jádru. Jako hranice pro
určeńı přibližného počtu iteraćı harmonické metody byla zvolena hodnota rezidúı na
hodnotě 10−5 pro jednotlivé složky rychlosti.

n výpočetńı čas iterace
1 506 s 1100
2 623 s 1300
3 1230 s 1650
4 1853 s 1840
6 2205 s 2200
9 2806 s 2420

V porovnáńı pro nestacionárńı výpočet byl použit PIMPLE algoritmus a Courantovo
č́ıslo bylo omezeno na hodnotu 1. Byl nastaven variabilńı časový krok, aby tato hodnota
byla dodržena. Celkové byly spoč́ıtány čtyři periody natáčeńı profilu.

počet
period

výpočetńı čas

1 8820 s
4 26 640 s

Je nutné vźıt v potaz, že nestacionárńı metoda má dynamickou śıt’. To znamená, že
se śıt’ pro každý časový krok deformuje. To zp̊usob́ı prodloužeńı výpočetńıho času. Pro
výpočet na tři harmonické frekvence dosáhneme zrychleńı přibližně 17,4. Použijeme-li
šest harmonických frekvenćı, abychom měli jistotu zachyceńı podstatných periodických
jev̊u ve výpočetńı oblasti, dosáhmene urychleńı 12.
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4.4 Výhody a nevýhody harmonické metody

Harmonická metoda požaduje vyšš́ı znalost simulovaného problému, než metoda ne-
stacionárńı. Prvńı nevýhoda vycháźı hned ze základńı definice. Je požadováno znát
základńı frekvenci poč́ıtaného periodického děje. V některých př́ıpadech, jak bylo zjǐst’ováno
v předchoźıch kapitolách, lze frekvenci odhadnout z okrajových podmı́nek. Existuj́ı
i př́ıpady, jako je třeba kmitaj́ıćı úplav za tělesem, které stoj́ı pevně v prostoru. V
této situaci je nutné provést část výpočtu nestacionárńı metodou a pak aplikovat frek-
venčńı analýzu, jako je např́ıklad provedeno v [39]. Daľśı zjevnou nevýhodou je rozlǐseńı
časových okamžik̊u v jedné periodě. Jelikož pro každý časový okamžik je nutné poč́ıtat
jednu soustavu hybnostńıch rovnic, tak zjemňováńı značně navyšuje výpočetńı čas.
Mimo to je každá poč́ıtaná promenná (vektor rychlosti a tlak pro laminárńı model) re-
prezentována jedńım polem v každém časovém okamžiku. To zvyšuje nároky na pamět’.

Hlavńı výhoda harmonické metody je zkrácený výpočetńı čas. Jelikož se mı́sto ne-
stacionárńıho problému, který muśı být poč́ıtán v každém časovém kroku metody,
poč́ıtá 2n+ 1, kde n je počet harmonických frekvenćı, problémů stacionárńıch. Zrych-
leńı výpočtu, jak bylo ukázáno v předchoźıch kapitolách, bývá až několikanásobné. V
situáıch, kde docháźı k deformaćım, je nutné v nestacionárńı metodě přegenerovávat
výpočetńı śıt’. To opět zvýš́ı časovou náročnost. Harmonická metoda umožňuje si śıt’

předgenerovat pouze pro 2n+ 1 časových okamžik̊u.
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Závěr

Tato práce prezentovala nejdř́ıve provedenou rešerši problémů aeroelasticity a nu-
merických metod pro řešeńı prouděńı tekutin. Poté byla naprogramována harmonická
metoda v jazyku C++ jakožto modul do open-source CFD baĺıku OpenFOAM. Tento
modul byla odladěn na jednoduchých př́ıpadech skalárńı a Navierový-Stokesový rov-
nice. Na závěr byl modul použit na poč́ıtáńı periodického kmitáńı profilu NACA 0012
a výsledky porovnány s nestacionárńı metodou.

V prvńı části byly prozkoumány nejběžněǰśı problémy aeroelasticity v oboru letectv́ı.
Zvýšená pozornost byla věnována závažnému a komplexńımu flutteru. Jelikož se práce
zabývá z velké části kmitáńım kř́ıdla, byly shrnuty charakteristiky prouděńı tekutin
kolem leteckého profilu a uceleno, jaké výsledky by se měli očekávat při modelováńı
prouděńı kolem profilu. V druhé části byla představena mechanika kontinua a byly
zde také popsány bilačńı rovnice hmotnosti a hybnosti, z kterých vycháźı v této práci
použitý model prouděńı. Následně byla odvozena harmonická metoda z Fourierovy řady
a př́ıslušné soustavy rovnic pro řešeńı obecných problémů prouděńı tekutin pomoćı
parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Ztěžejńım bodem je značné zkráceńı výpočetńıho
času pro specifické problémy kmitáńı (s předem známou a konstant́ı frekvenćı). Ve
třet́ı části byla popsána aplikace metody konečných objemů na řešeńı obecné trans-
portńı rovnice a poté byly popsány algoritmy SIMPLE, PISO a PIMPLE pro nume-
rický výpočet Navierových-Stokesových rovnic. Ve finálńı čtvrté části byla aplikována
harmonická metoda pro skalárńı transport. Bylo ukázano, že pro modelováńı skalárńı
transportńı rovnice funguje harmonická metoda bezproblémově. Posléze byly řešeny
Navierovy-Stokesovy rovnice v úloze pro osciluj́ıćı prouděńı v trubce a natáčeńı pro-
filu NACA 0012. Zde jsou účinným nástrojem relaxačńı faktory pro tlak a rychlost,
které dokážou potlačit divergentńı chováńı během výpočtu. U natáčej́ıćıho se profilu
byly znázorněny tlakové kontury a rozložeńı tlaku podél stěny profilu. Na identické
podmı́nky byla aplikována klasická nestacionárńı metoda. Ze srovnáńı těchto dvou nu-
merických výsledk̊u vyšlo, že harmonická metoda poskytuje výsledky na přijatelné od-
chylce. Byl změřen výpočetńı čas pro r̊uzný počet harmonických frekvenćı a porovnán
proti PIMPLE algoritmu pro nestacionárńı metodu. V těchto podmı́nkách vycházelo
urychleńı 9.5 s dev́ıti harmonickými frekvencemi pro jemné a detailńı výsledky a urych-
leńı až 17.5 se třemi harmonickými frekvencemi pro hrubý výpočet.

Ćılem této práce bylo zjistit, zda se dá aplikovat harmonická metoda při řešeńı peri-
odických aeroelastických problémů a zda přinese zrychleńı oproti klasickým metodám.
Úloha natačeńı profilu ukazuje, že metoda dokáže přinést přijatelné výsledky s až o
řád nižš́ımi výpočetńımi časy.
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[36] Stéphane Mallat. A Wavelet Tour of Signal Processing. 2008.

[37] J. Kadlec a A. Kufner. Fourierovy řady. Academia, Praha, 1969.
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