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Abstrakt

Tato prace se zabyva aplikaci harmonické metody na problém kmitani profilu. Nejdiive
je provedena reserSe aeroelasticity, poté je popsan model kontinua a numericky aparat
pro teseni Navierovych-Stokesovych rovnic. Je odvozena harmonickd metoda pro feseni
obecné transportni rovnice. V posledni ¢asti jsou prezentovany vysledky vypoctu pe-
riodickych déju fesené harmonickou metodou na skalarani rovnici, rovinné trubce a
natacejicim se profilu. Vysledky rozlozeni tlaku a rychlosti jsou porovnavny s klasickou
nestacionarni metodou.

Klicova slova: aeroelasticita, Diskrétni Fourierova transformace, CFD, Open-
FOAM, NACA 0012, harmonickd metoda

Abstract

Main goal of this thesis is an application of the Harmonic Balance Method on the
airfoil pitching problema. First, a research of aeroelasticity is done, then the continuum
model and numerical apparatus for Navier-Stokes equations are described. Harmonic
Balance Method is derivated for the solution of the general transport equation. The last
part presents the results of applitacion of the Harmonic Balance Method on periodic
phenomenons in form of scalar transport, plane tube and pitching airfoil are presented.
The results of pressure and velocity dispersion are compared to the classical non-
stationary method.

Keywords: Aeroelasticity, Discrete Fourier Transform, CFD, OpenFOAM, NACA
0012, Harmonic Balance Method



evut ZADANI DIPLOMOVE PRACE

CESKE VYSOKE
UCENI TECHNICKE
V PRAZE

I. OSOBNI A STUDIJNi UDAJE

( )
PFijmeni: Krejca Jméno: Tomas Osobni Cislo: 473473
Fakulta/Ustav: Fakulta strojni

Zadavajici katedra/ustav: Ustav technické matematiky

Studijni program: Aplikované védy ve strojnim inZzenyrstvi

L Specializace: Matematické modelovani v technice )
Il. UDAJE K DIPLOMOVE PRACI
( R

Nazev diplomové prace:
Numerické simulace problému aeroelasticity pomoci harmonické metody
Nazev diplomové prace anglicky:
Numerical simulations of an aeroelastic problems with aid of harmonic balance method

Pokyny pro vypracovani:
Zadani:
1. Re3erSe metod pro feSeni problem( aeroelasticity
2. Popis a naprogramovani modelu (Harmonic balance) pro vypo&et rovinného proudeni kolem leteckého profilu
3. Odladeni programu a vypocet proudového pole pro vybrany pfipad profilu
4. Graficka prezentace a analyza vysledku
Seznam doporucené literatury:

Blazek, J. (2015). Computational fluid dynamics: Principles and applications

Moukalled, F., Mangani, L., & Darwish, M. (2015). The finite volume method in computational fluid dynamics: An advanced
introduction with OpenFOAM® and matlab

Jasak, H., & Cvijeti¢, G. (2016). Implementation and validation of the Harmonic Balance method for temporally periodic
non-linear flows. Volume 2C: Turbomachinery.

Jméno a pracovisté vedouci(ho) diplomové prace:
prof. Ing. Jiii Fiirst, Ph.D.  ustav technické matematiky FS

Jméno a pracovisté druhé(ho) vedouci(ho) nebo konzultanta(ky) diplomové prace:

Ing. Ondrej Winter  ustav technické matematiky FS
Datum zadani diplomové prace: 13.04.2022 Termin odevzdani diplomové prace: 14.08.2022

Platnost zadani diplomové prace: 4 ~—

N . )
AES ]/ Tl s
prof. Ing. Jifi First, Ph.D. p Fof. Yng Jifi Farst, Ph.D. doc. Ing. Miroslav Spaniel, CSc.

podpis vedouci(ho) prace (/ podpis vedouci(ho) ustavu/katedry podpis dékana(ky) )

|\
lll. PREVZETI ZADANI

Diplomant bere na védomi, Ze je povinen vypracovat diplomovou praci samostatné&, bez cizi pomoci, s vyjimkou poskytnutych konzultaci.
Seznam pouZité literatury, jinych pramenu a jmen konzultanti je tfeba uvést v diplomové praci.

90,6 Jol! //}?7%

Datum prevzeti zadani Podpfs studenta

CVUT-CZ-ZDP-2015.1 © CVUT v Praze, Design: CVUT v Praze, VIC



Obsah
Uvod

1 Aeroelasticita
1.1 Statickd aeroelasticita . . . . . . . . . . ...
1.2 Dynamickd aeroelasticita . . . . . . . . ... ..o L
1.3 Vztah hmotnosti a tuhosti v letectvi . . . . . . ... ... ... ....
1.4 Flutter . . . . . . . . e
1.4.1 Zékladni vlastnostni flutteru . . . . . . . .. ... ... ...
1.4.2  Kritérium tuhosti a kriticka rychlost flutteru . . . . . . . . . ..
1.5 Aerodynamika profilu kiidla . . . . . ... ... o0
1.5.1 Zékladni vlastnosti vzduchu v atmosfére . . . . . . ... .. ..
1.5.2  Charakteristiky proudu tekutiny . . . . . . . .. ... ... ...
1.5.3 Vlastnosti proudéni a tlakového pole okolo profilu . . . . . . ..

2 Matematicky model

2.1 Materidlovy a prostorovy popis kontinua . . . . .. . ... ...

2.2 Zakony zachovani a bilan¢ni rovnice . . . . . . . ... ...
2.2.1 Zakon zachovani hmoty . . . . ... .. .. ... ... .....
2.2.2 Zakon zachovani hybnosti . . . . .. .. .. ... ... ... .

2.3 Navierovy-Stokesovy rovnice . . . . . . . . ...

2.4 Fourierova transformace . . . . . . . . . ... ... ...
2.4.1 Fourierovatada . . . . . . ... ..
2.4.2 Diskrétni Fourierova transformace . . . . . . . .. ... .. ...

2.5 Harmonicka metoda . . . . ... ... ...
2.5.1 Aplikace Fourierovy transformace na skaldrni transport . . . . .
2.5.2  Sestaveni soustavy rovnic pro reseni skalarniho transportu

3 Metoda konecnych objemi
3.1 Diskretizace v prostoru . . . . .. ... Lo
3.1.1 Diskretizace gradientu . . . . . ... ...
3.1.2 Diskretizace konvektivniho ¢lenu . . . . . .. ... ... .. ..
3.1.3 Diskretizace difuzntho ¢lenu . . . . . . ... ... L.
3.1.4 Diskretizace zdrojového ¢lenu . . . . . . ... o000
3.2 Numerické teseni Navierovych-Stokesovych rovnic . . . . . . ... . ..
3.2.1  Algoritmus SIMPLE . . . .. ... ... ... ... ......
3.2.2  Algoritmus PISO . . . .. ... ... ..
3.2.3 Algoritmus PIMPLE . . . . . .. .. ... ... ... ......

4 Numerické vysledky
4.1 Numerické feSeni skaldrni rovnice harmonickou metodou . . . . . . ..
4.1.1 Sinusovy vstupni zdroj . . . . . . .. ..o

—

—
— O © O J0 O Ok =W

—_

14
15
15
16
18
19
19
21
23
23

27
27
28
29
29
30
32
35
36
37



4.2

4.3
4.4

Zavér

4.1.2 Slozeny periodicky zdroj . . . . . .. ... 42
Numerické teseni Navierovych-Stokesovych rovnic

harmonickou metodou . . . . . . .. ... ... L. 45
4.2.1 Proudéni v trubce s oscilujici rychlosti na vstupu . . . . .. .. 45
4.2.2 Periodické kmitani leteckého profilu . . . . . . ... ... .. .. 47
Zhodnoceni casové narocnosti . . . . . .. . .. ... 56
Vyhody a nevyhody harmonické metody . . . . . . ... .. ... ... 57



Uvod

V oblasti letectvi a rotacnich stroju se setkdvame s problémy spojenymi jak s
obtékanim téles, tak i se strukturalni analyzou. Jevy, které vznikaji kombinaci téchto
obort, se zabyva aeroelasticta. S narustem leteckych rychlosti vlivem vyvoje letecké
techniky 20. stoleti se zacali objevovat nové jevy, jako naptiklad flutter kiidla ¢i
ocasnich ploch, které koncili leteckou havarii a ztratou lidskych zivoti. Konkrétni
piipady téchto nehod muzeme nalézt v [1]. Tyto nehody zvysily zdjem o zkoumani aero-
elasticity a motivovaly hledani novych nastoroju, jak tyto déje predpovédét ¢i elimino-
vat. Prvotni zkoumani zahrnovalo experimenty v laboratoti napiiklad na zmensenych
modelech letount ¢i ¢asti kiidla. I kdyz je tento zptusob schopny dodat pouzitelné
vysledky, jeho uskutecnéni je ¢asové a financéné narocné. Alternativnim zpusobem
bylo vytvareni zjednodusenych analytickych modelu. Prikladem muze byt Theodorse-
nova publikace [2] z roku 1934. Vyvoj vypocetni techniky umoznil modelovani pomoci
pocitacovych simulaci. Pro ty byla odvozena fada numerickych metod, jejichz prehled
nalezneme napiiklad v [3]. Mdme-li ¢asové proméné déje, jsme nuceni pro pocitacové si-
mulace pouzivat prostiedky pro feSeni nestaciondrnich jevi, kde v nékterych ptipadech
nardzime az na enormni vypocetni pozadavky. Tato prace se zabyva alternativni meto-
dou, pomoci které je mozné tento vypocetni ¢as vyrazné zkratit. Pro specificky pripad
periodickych déju, u kterych jsme schopni predem definovat frekvenci kmitu, je k dispo-
zici harmonickd metoda popséna v [4]. Ta v téchto pfipadech umoznuje znaéné urych-
leni vypocetnich ¢asu, jak je publikovéno v [5].

V pruni kapitole se pojednava o aeroelastice, tedy oboru, ktery se zabyva interakcemi
pevné latky s tekutinou ji obtékajici. Je predstaveno zdkladni déleni na statickou a
dynamickou aeroelasticitu a jsou strucné vysvétleny zakladni typy aeroelastickych jevu,
které v letectvi mohou nastat. Zvlastni pozornost je vénovana flutteru. K nému je
uveden zpusob, jak lze matematicky popsat jeho podminky a vlastnosti.

Druhd kapitola prezentuje pouzity matematicky aparat. Je zde uveden nutny zaklad
k mechanice kontinua a bilanéni rovnice pouzivané pro popis proudéni tekutin. Dalsi
¢ast se zaobira predstavenim fourierovy analyzy a Diskrétni Fourierovy transformace.
Z ni je nésledné odvozena harmonickd metoda.

Ve treti kapitole je provedena reserSse numerického aparatu k teSeni parcidlnich
diferencialnich rovnic a poté konkrétné pro feseni Navierovych-Stokesovych rovnic,
slouzicich jakozto model pro proudéni tekutin pouzity v této praci. Dulezitym vystupem
je uvedeni SIMPLE a PIMPLE algoritmu nutnych pro feSice nestacionarni a harmo-
nické metody.

Resen{ a prezentace vysledka konkrétnich dloh harmonické metody je uvedena ve
cturté kapitole. Nejdiive je metoda otestovana na skalarni rovnici na poli s jedno-



duchym a nasledné slozenym periodickym vstupnim signalem a poté pro vypocet jedno-
duchého oscilujictho proudového pole v rovinné trubce. Nejvétsi pozornost je vénovana
tloze kmitani profilu NACA 0012, kterd simuluje konkrétni problém v aeroelasticité.
Vysledné rozlozeni tlaku na sténé profilu a rychlostni pole je porovnano s klasickou ne-
stacionarni metodou. Na zavér je zhodnocen vypocetni ¢as harmonické metody oproti
klasickému nestacionarnimu feseni.



1 Aeroelasticita

Obor aeroelasticity je zaméfeny na zkoumani interakci pevnych latek s tekutinami.
Zajimé se o aerodynamické vlastnosti proudéni, zejména o sily, které jsou na téleso
prenaseny, jak se téleso deformuje a jak tato deformace ovliviiuje zpét proudové pole,
které pak muze opét zesilit svoje uc¢inky na deformace. Timto zpusobem muze dojit k
divergentnim situacim, které jsou ukonc¢eny fatalnim selhanim konstrukce [6]. Nékteré
jevy muzou ovliviiovat naptiklad tidici prvky v leteckém prumyslu. K ti¢inkum tekutiny
se ale pricitaji i vlivy objemovych sil, jako jsou tieba zrychleni nebo tiha téles.

Vztah mezi jednotlivymi silami popisuje trojihelnik aeroelastickych sil na obrazku 1.
Kazda jeho strana reprezentuje konkrétni par v oblasti mechaniky. Jeho stred obsahuje
dynamickou aeroelasticitu, ktera je ovlivnéna vSemi zdroji sil.

AERODYNAMIC
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Obrazek 1: Trojuihelnik sil v aeroelasticité [7]

Kombinaci jednotlivych sil z tohoto trojihelniku dostdvame nova odvétvi

e dynamické sily + aerodynamika = stabilita a fizeni,
e dynamické sily + mechanika tuhych téles = strukturalni vibrace,

e aerodynamika + mechanika tuhych téles = statickd aeroelasticita.



Zajem zkoumat aeroelasticitu se rozrusta z oboru letectvi i do odvétvi, jako je sta-
vebni inzenyrstvi a proudéni okolo budov a mostu a nebo strojni inzenyrstvi v oblasti
turbomachinery, tedy zkoumani rotacnich stroju, jako jsou kompresory nebo turbiny
8]. Aeroelastickyj jev 1ze podle jeho charakteru délit na

1. staticky

2. dynamicky

Z toho vyplyvaji obory statickd a dynamicka aeroelasticita.

1.1 Staticka aeroelasticita

Staticky aeroelasticky jev zanedbava setrvacné uc¢inky a vnitini a vnéjsi silové ucinky
jsou konstatni v case. Zkouma se predevsim jednoduché namahani konstrukce. Mezi
statické aeroelastické jevy naptiklad spada:

e Zména rozlozeni zatizeni - vlivem deformace se méni vlastnosti jako tieba

e Zmeéna ucinnosti fizeni a reverze - pii natoceni kiidélka smérem dolt, dojde
k navyseni vztlakové sily a momentu, ktery zpusobi deformaci v podobé natoc¢eni
kiidla nabéznou hranou smérem k zemi. To umozni vytvorit novou silu, ktera
pusobi v opa¢ném sméru, nez bylo puvodné zamysleno. Je-li vétsi, nez sila vzni-
kajici z natoceni kiidélka, dojde k reverzi fizeni [10].

e Torzni divergence - vztlakova sila, ktera vznika z geometrického tvaru pro-
Vznikla vzdéalenost odchylky sily tvori moment, ktery kroutivé deformuje ktidlo.
Deformaci se navysi aerodynamické sila, ktery opétovné navysi deformaci [11].

1.2 Dynamicka aeroelasticita

Dynamicky aeroelasticky jev zahrnuje uz i setrvacné ucinky deformaci, které ovliviuji
pocateéni deformace nebo proménlivé proudové pole, jde tedy o jiz komplexenéjsi fe-
nomén. Do této kategorie spadaji i jevy s kmitavycmi charakteristikami. Do dyna-
mickych jevu se fadi napiiklad:

e Aeroelasticka odezva na dynamické zatizeni - jedna se o promitnuti vnéjsich
nestacionarnich jevu, jako je napiiklad vynucené kmitani. Deformace vytvoii dalsi
setrvacené sily anebo piidavnd aerodynamicka zatizeni [9].



e Buffeting - je zpusoben nahodnymi poruchami plynoucich z turbulentniho obtékani.
Typickym piipadem je kmitani v uiplavu vyvolaném jinym aerodynamickym prv-
kem (ocasni plocha ovlivnénd tplavem kiidla) a nebo jinym letounem. Nedochazi
zde piimo k destruktivnim podminkam, za to ale muze ovliviovat zivotnost kon-
strukce zpusobené cyklickym namdhanim [12].

e Servoelasticita - v pripadé fizeni letounu s posilovaci dochazi k dodani a pohl-
ceni energie do konstrukce a pif nevhodném sfazovani fizeni s deformacemi muze
dochdzet ke zvyseni kritické rychlosti flutteru [9].

e Flutter - jde o reakci konstrukce na impulzni zatizeni. Je-li bilance dodané ener-
gie kladna, dojde k divergentnimu chovéani a az k destruktivnim u¢inkum. Kom-
plexnosti tohoto problému je vénovana samostatna kapitola 1.4.

1.3 Vztah hmotnosti a tuhosti v letectvi

Pro co nejlepsi letové vlastnosti je dulezitd co nejmensi hmotnost konstrukece [13].
Zaroven ale je potieba zachovat urcitou tuhost konstrukce. Tyto dva pozadavky ale
lezi v protikladu a celd histore vyvoje v leteckém prumyslu byla vénovéana hledanim
optimalniho poméru téchto dvou pozadavk.

V hmotnosti se vyjadiuje jak celkova hmotnost, tak i parametry, jako je tfeba poloha
reaguje konstrukce na zatizeni. Vychézi z materidlovych charakteristik (napfiklad mo-
dul pruznosti v tahu a smyku) a geometrickych charakteristik (napiiklad kvadratické
momenty ploch, modul tuhosti) [9].

Tuhost a hmotnost jsou na sobé zavislé a vychéazi z konkrétniho konstrukéniho feseni.
Pevnostni kontroly pak vyhodnoti, zda spliuji letecké predpisy [14]. Tyto kontroly
jsou podrobnéji popsané v [15]. Z bezpecnostnich duvodu je tuhost bréana se znatnym
podhledem. To znamena, ze jsou voleny vysoké bezpec¢nostni koeficienty pti vysledném
zpracovani dat. Jedna se predevsim o dynamickou aeroelasticitu, jejiz analyza nam uka-
zuje, ze mnohé jevy jsou zaludné nebo neptredvidatelné. V laboratornich podminkach
nelze vzdy idealné navodit situace z béznych podminek a nebo piiprava téchto expe-
rimentu je financné a ¢asové narocna. Vzhledem k tomu, ze dynamické jevy zahrnuji
nestaciondrni jevy, je v piipadé pocitacovych simulaci proudéni (CFD - Computational
Fluid Dynamics) potieba zna¢nych vypocetnich casu. Tento problém je i motivaci této
prace. Existuji harmonické metody, kterda ndm umoznuji tento vypocetni cas vyrazné
zkratit, jako je zjistovdno naptiklad v [16].



1.4 Flutter

V predchozich kapitolach byly rozebirany statické a dynamické aeroelastické jevy,
pii kterych vlivem proudéni dochézelo k deformaci a nebo pti kterych vlivem defor-
mace dochazelo k vyrazné zméné proudového pole. Vysledkem téchto jevu byl stav,
pti kterém byl nalezen novy bod rovnovahy energie. Z technické praxe [17] vime, Ze ne
vzdy tento bod existuje. Muzeme predpokldadat, ze existuje situace, kde systém prijima
stale vétsi mnozstvi energie a chova se divergentné. To je piipad flutteru - proudéni
zpusobi deformace a deformace zpétné zméni proudéni. Toto divergentni chovani tsti
ve ztratu stability a v destruktivni nasledky [11].

1.4.1 Zikladni vlastnostni flutteru

Pro demonstraci si lze kiidlo letadla predstavit jako kmitajici vetknuty nosnik. Na ten
pusobi ruzné sily a momenty vlivem proudéni tekutin a setrva¢nich tc¢inku z kmiténi.
Vzniknou deformace z priuhybu a krutu. Pokud nosniku dovolime pouze samotny ohyb,
bude tlumeni vzdy dostatecné tomu, aby zabranilo divergentnimu flutteru [18]. Pti
pouhém krutu dojde k flutteru jediné, kdyz thel natoceni dosahne kritického uhlu
(ihel nédbéhu, kdy dochézi k odtrzeni proudu vzduchu). Z toho ndm vychazi, ze pro
vznik flutteru je dulezity spojeni deformaci ve vice stupnich volnosti. Experimenty, jako
[19] nebo [20], ukazaly, ze vsechny body takto vetknutého nosniku se ohybaji a krouti
ve stejné fazi. Dulezitym faktorem je to, ze samotny ohyb a krut jiz ve fazi nejsou [11].

Predpokladéame, ze pohyb prvku pfi flutterovém jevu je definovan péti parametry
1. [ - linearni rozmér

2. U - rychlost proudéni vzduchu

3. p - hustota vzduchu

4. o - hustota strukturdlniho materialu

5. K - koeficient torzni tuhosti

Vychylka libovolného bodu je popsdna jakozto e~ cos wt. Tlumici koeficient € ziskdme

kombinaci U a [, abychom méli odpovidajici jednotky (s7'). Obdrzime tedy bez-
rozmeérny vyraz

el p K

—=F(= . 1.4.1

U <0 TolBU? ) ( )
Aby mély dva systémy stejnou hodnotu %l, musi mit stejné poméry 2 a % Frekvence

kmitani w je vyjadiena ve vztahu



p= (1.4.2)

kde k je nazyvano Strouhalovym c¢islem nebo také redukovanou frekvenci a existuje
vztah [11]

K

Jestlize tyto dva poméry v parametrech funkce f maji stejnou hodnotu pro dva systémy,
predpokladdme, Ze tyto systémy maji i stejné dynamické vlastnosti [11].

1.4.2 Kritérium tuhosti a kriticka rychlost flutteru

Z experimentu a vypoctu [21] na ruznych kiidlech, u kterych byl pozorovan flutter,
bylo zjisténo, ze k nému dochazi pouze pti hodnotach Strouhalova ¢isla nizsich, nez je
kritickd mez

wce

kkr:ﬁ

=0.9+0.12, (1.4.4)

kde ¢ znaé¢i délku tétivy profilu. Z bezpecnostnich duvodu je zadouci, aby redukovana
frekvence byla vyssi, nez ky,, neboli

wc

Ukr - Qkkr

(1.4.5)

(1.4.5) dava dulezity vztah pro kritickou rychlost flutteru, kterd musi byt vzdy vyssi,
nez konstrukéni rychlost letounu.

Jediny parametr, kterym lze navysit kritickou rychlost flutteru je tedy kriticka tuhost
k.. Pro navrhové aplikace se da vyjadrit pomoci vztahu z kapitoly 1.4.1 jakozto

K
ETIE > konst. (1.4.6)

Dokud rovnice (1.4.6) plati, flutter nenastane [11]. Pro vySetfeni jednotlivych typu
nestabilit musi platit:



1. kritérium torzni tuhosti

Ky
s > konst., (1.4.7)
2. kritérium tuhosti pro ohyb
Ky,
s > konst., (1.4.8)

kde

__ kroutici moment na konci kiidla

o Ky= o znaci tuhost kiidla v krutu,

° Kh __ nejvétsi ohybovy moment ;’polovma rozpéti znaci tuhost kifdla v Ohybll
ohyb konce kiidla ’

e 5 je rovna poloviné rozpéti,

e ¢ predstavuje prumérnou délku tétivy po celém rozpéti kiidla [11].

Kritickd rychlost flutteru je velmi dulezitym parametrem pfi flutterové analyze. Jeho
ve své zprave [2]. Existuje i publikace [22], kde se hleda kritickd rychlost flutteru a k ni
prislusici frekvence oscilace pomoci Galerkinovi metody. V NASA technické zpréave [17]
je prezentovan pristup pomoci energické bilance a nasledna optimalizace redukovani
flutteru ovladacimi plochami na nabézné a odtokové hrané kridla.



1.5 Aerodynamika profilu kridla

Pti vyhodnocovani aerodynamickych sil na letoun musime brat v potaz, ze zalezi
na faktorech, jako je rychlost letu (pro ucely modelovani se pouziva IAS - indicated
airspeed, tedy rychlost vici proudéni vzduchu) a vlastnostnech tekutiny, jako hustota
a tlak vzduchu a z nich vychézejici teplota. Pii vypoctech se uvazuje, ze profil stoji v
klidu a méni se pouze rychlost nenaruseného proudu.

1.5.1 Zakladni vlastnosti vzduchu v atmosfére

Pro standartni vlastnosti vzduchu plati tabulka 1.

Ty - teplota na trovni moie 288.16 K

Py - tlak na trovni mote 101325 N/m?
po - hustota na urovni mote 1.225 kg/m?

ap - rychlost zvuku na tdrovni moie 340.29 m/s

R - plynova konstanta 287.05 m?/s* K
v = 2 - pomér specifické tepelné kapacity za kon- 14

stantniho tlaku a konstatniho objemu ’

Tabulka 1: Tabulka standartnich vlastnosti vzduchu [13]

Zavislost teploty na nadmotské vysce je vyjadiena jako

T =Ty —xh, (1.5.1)

kde konstanta y = 0.0065 Km ! znaci pokles teploty pro kazdych 1000 m a A nadmoiskou
vysku. To lze dale prepsat do tvaru

AT =T — Ty = —xh. (1.5.2)

V nasem pripadé budeme uvazovat idealni plyn a to nam umozni pouzit stavovou
rovnici v podobé

p = pRT (1.5.3)

a rovnici hydrostatiky pro zménu tlaku jakozto

dp =p—po = —pgh, (1.5.4)

9



kde g je gravitacni zrychleni. Spojenim predchozich rovnic dostaneme vztah pro zavislost
tlaku na teploté

P _ (T )Q/XR (1.5.5)

Po Ty

a obdobneé i zavislot hustoty na teploté jako

7N 9/ )1
ﬁ:( > . (1.5.6)

Po To

Diky témto rovnicim jsme schopni spocitat teplotu, tlak a hustotu vzduchu pro
jakkoukoliv nadmoiskou vysku az do troposféry (11 000 m) [13]. Dalsim parametrem
je rychlost zvuku, ktera ma taky zavislost na nadmorské vysce, jelikoz je definovana v
zavislosti na teploté jako

a=+/7RT = ay. (1.5.7)

1.5.2 Charakteristiky proudu tekutiny

Jednim ze zakladnich parametru proudéni je Reynoldsovo ¢islo [23]

Re = ==, (1.5.8)

kde un, reprezentuje rychlost nenaruseného proudu tekutiny, d charakteristicky rozmér
obtékaného télesa a v kinematickou viskozitu. Pod Reynoldsovym ¢islem byva predstavovan
pomér setrvacnych a viskoznich sil v proudu tekutiny.

Pii pohledu na proudéni okolo télesa s charakteristickym rozmérem d (muze se
napiiklad jednat o prumér valce nebo tétivu profilu kiidla) a pii predpokladu, ze se
tekutina sklada z individudlnich molekul s ndhodnym pohybem, muzeme prumérnou
vzdélenost molekul definovat koeficientem A (také nazgvdn stiedni volnd drdha mole-
kul). Jestlize je A tddové mensi, nez charakteristicky rozmér d, poté proud tekutiny
z pohledu obtékaného télesa pusobi jako kontinudini tok. Je-li koeficient A\ naopak
radoveé vétsi nez d, jsou molekuly od sebe tak vzdaleny, Ze nedochazi k frekventnim
kolizim s obtékanym télesem. Tento proud nazveme jako volny molekuldrni tok [23]. S
volnym molekularnim tokem se setkdvame hlavné ve vyssich vrstvach atmosféry, jinak
v béznych pripadech drtivé prevazuje kontinualni tok a ten bude uvazovan i v dalsich
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kapitolach.

Pti pohybu jednotlivych molekul tekutiny dochézi k lokalnimu transportu hybnosti,
hmoty a energie. Ten utvoril princip diftze hmoty, viskozitu z tfeni a vedeni tepla.
Proudy tekutin, u kterych pozorujeme tyto efekty, se nazyvaji vazké proudéni. Ty, u
kterych se nepredpoklada treni, vedeni tepla nebo diftuze, se nazyvaji proudéni nevazké.
V praxi ovSem ale lze viskdzni proudéni omezit do malé oblasti prilehlé k télesu, kterou
nazveme mezni vrstvou. Bohuzel v mnoha aerodynamickych aplikaci hraje roli aero-
dynamicky odpor, ktery nelze adekvatné predpovédét vyuzitim nevazkého proudéni.
Dalsi pripad jsou vysoké tihly nabéhu leteckych profili, kde se formuje znacny uplav
vlivem separace mezni vrstvy[24], jak lze vidét na obrdzku 2.

Médium, u kterého hustota tekutiny neni konstantni, se nazyva stlacetilngm. V realné
situaci je vSechno proudéni do jisté miry stlacitelné. Pro Machova ¢isla

Maw =22 <03 (1.5.9)
Qo

povazujeme zménu hustoty za zanedbatelnou [25]. Jednd se o domluvenou hranici,
do které se predpokladd, ze chyba vznikla nestlacitelnym modelem vyrazné neovlivni
feseni. Rychlost zvuku ag, ktera vystupuje ve vzorcich (1.5.7) a (1.5.9) udava rychlost
sifené malych poruch v tekutine [26].

Laminar Separation
Bubble

uoo / Turbulent separation

Stagnation point

z &
Edge of the B —
boundary layer H““a:%“'ﬂ—k
X S T
¥ Tl

Obréazek 2: Separace proudu pii obtékani profilu [27]

1.5.3 Vlastnosti proudéni a tlakového pole okolo profilu

Profil ktidla je dvourozmeérny tvar, ktery ziskame jakozto fez trirozmérného kiidla
po sméru proudéni. Proudéni okolo kridla definujeme jakozto staciondrni, je-li ¢asove
nezavislé. V ptipadé pohybu profilu nebo odtrhéavani uplavu je tfeba proudéni mode-
lovat jako nestaciondrni.
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Obtékani okolo profilu lze zobrazit pomoci proudnic [28], neboli proudovych ¢car,
které zobrazuji pohyb jednotlivych c¢astic, jejichz vektor rychlosti je tecny k proudnici
v libovolném bodé. Proudnice se navzajem neprotinaji [29].

Obréazek 3: Obtékéani okolo symetrického profilu s nenulovym thlem nabéhu a se stagna¢nim
bodem S [13].

Na obrazku 3 vidime obtékani symetrického profilu s mensim thlem nédbéhu. I ptes
symetrii profilu jiz dochézi k natoc¢eni proudu vzduchu smérem dolu. Rychlost, hustotu
a tlak muzeme svazat pomoci Bernoulliho rovnice ve tvaru

1
P+ Epu2 = konst. (1.5.10)

Pti porovnani proudu na jedné proudnici v nerozrusené oblasti a v bodé pobliz profilu,
dostaneme rovnici

1 1
poo+§poougo :p+§pu2. (1.5.11)

Aby byla zachovana rovnovaha, tedy platila tato rovnice, dojde pti urychleni proudu
kolem profilu k poklesu tlaku a naopak.

Rozlozeni tlaku [30] se obvykle zobrazuje pfes tlakovy koeficient c¢,, ktery tlak vzta-
huje ke statickému v nenaruseném tvaru a pocita se podle

:p_poo

1 2
§puoo

(1.5.12)

Cp

Na obréazku 4 lze pozorovat, jak se méni rozlozeni tlaku pro kladny a zdporny tihel
nabéhu.
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Figure 17-7 Pressure Distribution on an Airfoil

Obrézek 4: Rozlozeni tlaku kolem profilu pro ruzné tihly nabéhu [31]
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2 Matematicky model

Hlavni naplni této prace je proudéni nestlacitelnych tekutin v takovém rezimu,
kde je bezpecné pouzit model kontinua. Je zvoleno modelovani pomoci Navierovych-
Stokesovych rovnic a s némi souvisejicich vztahu. Tento model je pouzivéan pro feseni
inzenyrskych aplikaci, jak je publikovano napiiklad v [3]. Tento koncept byl popsan v
mnoha zdrojich, jako tfeba v [24] nebo v [28]. Vétsi pozornost je vénovana odvozeni
harmonické metody vychazejici z Diskrétni Fourierovy transformace.

2.1 Materidlovy a prostorovy popis kontinua

Pro popis pohybu bodu telésa (materidlového bodu), pouzijeme polohovy vektor
X. Popis pohybu libovolné castice v oblasti 2 do polohy & muzeme vyjadrit pomoci
vektoru posunuti v, jako

x =X+ vp. (2.1.1)

Existuji pak dva zptsoby, jak tento materidlovy bod popisovat vzhledem ke spole¢nému
kartézskému soufadnicovému systému pii pretvoreni oblasti € (€2 v ¢ase t = 0) na
oblast €; (Q v case t):

1. materidlové souradnice (Lagrangeiv popis) popsané vektorem X,

2. prostorové soutadnice (Eulertv popis) popsané vektorem .

V' Lagrangeové formulaci kontinua jsou jednotlivé materialové body pevneé spojeny s
deformacemi zkoumané latky. Tato vlastnost se zejména hodi na vypocty pfi pevnostni
analyze [32]. Eulerova formulace kontinua je vhodnd pro modelovani proudéni tekutin.
Misto poloh ¢astic sledujeme jejich vektory rychlosti. Pevné uchyceny kontrolni objem
umoznuje velké deformace a pohyby kontinua. Nevyhodou je nutnost definovat umélé
okrajové podminky [32].

Materialové a prostoré souradnice muzeme svazat pomoci funkce
xz=x(X,1). (2.1.2)

Rychlost jednotlivych materidlovych bodu se pak uréi derivaci jednotlivych prosto-
rovych slozek podle casu:

(2.1.3)
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V Eulorové formulaci zavedeme obecnou velicinu ¢(X,t) = ¢(x,t) v materialovych a
prostorovych soutradnicich. Pro sledovani vyvoje této veliciny v Case, je tfeba provést
derivace podle ¢asu

: a¢<X7 t) 8§0(£(X7 t>’ t) _ O Ox; n 8_90

= = = 2.1.4
ozt =g ot or; 0t | O (2.1.4)

a po dosazeni rychlosti vyjadiené v (2.1.3) dostaneme vztah
do@,t) _ 9o, | 9% (2.1.5)

ot omm T o

a ziskame tak casovou derivaci podél trajektorie, kterd se také nazyva materidlova
derivace. Clen %um nazveme konvektivni derivaci a ‘Z)—f derivaci lokdlni [33].
1

2.2 Zakony zachovani a bilan¢ni rovnice

Zékony zachovani zformulujeme jako bilanéni rovnice sledovaného média v oblasti
Q. Pro libovolnou bilancovanou veli¢inu ¢ na kontrolnim objemu €2 muzeme napsat jeji
integralni hodnotu ® podle [34] jakozto

@z/pgpd@. (2.2.1)
Q

Pro bilancovani je nutné zachytit ¢asovou zménu ®. Abychom tuto zménu mohli popsat
lokalné, aplikujeme na (2.2.1) Reynoldsiuv Transportni teorém a dostaneme tvar

d 0
— pgde:/—(pgp) dQ—l—/ pp(u—up) -ndS, (2.2.2)

kde w znazonuje rychlost proudéni tekutiny, wup rychlost pohybu hranice kontrolni
oblasti (pro pripady s pevnym kontrolnim objemem v prostoru je roven nule) a n
normalovy vektor plochy S s orientaci vné [35]. Obdobné, jako u materidlové derivace
v kapitole 2.1, se prvni ¢len pravé strany nazyva lokalnim a druhy ¢len konvektivnim.

2.2.1 Zakon zachovani hmoty

Pii bilancovani hmoty pfedpoklddame, Ze se vSechna hmota zachovava a proto
¢asovou zménu vztahu (2.2.1) zapiseme jako

d
= dQ =0 2.2.3
i |1 (2.2.3)
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Po dosazeni do Reynoldsova transportniho teorému (2.2.2) ¢ = 1, dostaneme vztah

g/de+]{pu-ndS:0. (2.2.4)
ot Jo S

Diferencialni podobu (2.2.4)

dp  O(pui)

=0 (2.2.5)

nazveme rovnici kontinuity [23]. Pro proudéni nestlacitelné tekutiny se vztah (2.2.5)
zjednodusi na tvar [34]

aui .
il (2.2.6)

2.2.2 Zakon zachovani hybnosti

Zmeéna hybnosti se podle prvni impulsové véty rovna vyslednici vSech pusobicich sil.
Proto plati vztah

d
— ud)=F, 2.2.7
i ).° (2.2.7)
kde F je vektor obécnych sil. Na kontrolni objem muzou pusobit dva tipy sil [34]:
1. Vnéjsi a objemové sily pusobi piimo na hmotu v kontrolnim objemu. Ty-

pickym pripadem jsou gravita¢ni nebo centrifugalni sily. Jejich piispévek popisuje
integral

/pfe dQ. (2.2.8)
Q

2. Povrchové sily pusobi piimo na povrch kontrolniho objemu a vznikaji pouze z
tlakového rozlozeni okolni tekutiny —pI a nebo z tenzoru povrchového napéti T
(vysledek tfeni jednotlivych vrstev tekutiny). Vyjdeme ze vztahu

/SfpdSZ/SO'-ndS, (2.2.9)

kde fp je vyslednice pusobicich sil a o cauchyho tenzor napéti, ktery muzeme
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rozlozit jako
o=-pl+T. (2.2.10)

Levou stranu vztahu (2.2.7) rozvineme podle Reynoldsova transportniho teorému a do
pravé dosadime vsechny pusobici sily a dostaneme tvar

2,oudQ—i-]{ pu(u-n)dS = / pf.dd — pndS—i-?{ (t-n)dS (2.2.11)
o Ot o0 Q o0 o9

pro libovolny kontrolni objem 2 pevné zafixovany v prostoru [34]. Zakon zachovani
hybnosti lze prepsat do diferencialniho tvaru

0 0
5 (Pui) + 5 (puits — 0ij) = ple.. (2.2.12)
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2.3 Navierovy-Stokesovy rovnice

V ptedchozich kapitolach byly odvozeny bilan¢ni rovnice pro hmotnost a hybnost.
Pro ucely modelovani proudéni tekutin spojime tyto rovnice do jedné soustavy. Z ka-
pitoly 2.2.2 mame rovnici bilance hybnosti v konzervativni formé

0 0
g(ﬂui) + %(Puiuj —0ij) = pe,- (2.3.1)

Pro nase vypocty budeme uvazovat newtonovskou tekutinu, pro kterou plati

8Ui 8uj
Tij = pV (&Ej + axi) . (2.3.2)

Dosazenim rovnice kontinuity a (2.3.2) do rovnice (2.3.1) obdrzime vztah

ou; du; 1 0p 0%u;

ot Yon, T pom on,00

+ fer, (2.3.3)

kde v znaé¢i kinematickou viskozitu. Pro nestlacitelnou tekutinu se (2.3.3) zjednodusi
na

ou; ou; 1 dp

ot J@xj p@[EZ

+ vAu; + fe,. (2.3.4)

Obdrzime soustavu Navierovijch-Stokesovijch rovnic, kterou muzeme podle [29] napsat
ve tvaru

Vp

p
V-u=0. (2.3.6)

Vi(u®u)—V- (vVu)=— (2.3.5)
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2.4 Fourierova transformace

Ucelem F ourierovy transformace je spektralni rozklad neperiodické funkce. To vyzaduje
mit schopnost analyzovat libovolnou frekvenci ve vstupnim signalu podle [36] v podobé

ot (2.4.1)

—00

kde tento Fourieruv integral je definovan v prostoru L;(R), ve kterém pro vsechny
funkce plati

/f(t)dt < +00 (2.4.2)

a z této frekvence lze ziskat obraz funkce

F(w) = o ft) e ™dt, (2.4.3)

— 00

ktery vyjadiuje, kolik oscilaci o frekvenci w je ve funkci f. Vysledkem transformace
je schopnost prevodu vstupniho signalu mezi ¢asovou a frekvencéni doménou pomoci
sinusovych a kosinovych funkci.

2.4.1 Fourierova rada

Vychazime z obecného zapisu trigonomického polynomu pomoci souctu rady podle

N

N
p(t) = Z Ck€2m‘k§ — ¢ _i_z(cke%ikg +C_ke—2m'k§) (2.4.4)
k=—N k=1

a po nahrazeni goniometrickymi funkcemi dostaneme trigonomickou fadu ve tvaru

N
2kt 2kt
p(t) = % + ; (akcos ™ bisin 7; > : (2.4.5)

a

kde p(t) je obecnd funkce komplexni proménné integrovatelna na intervalu [to, ty + a
a kde a je perioda funkce p(t) [37].

Jestlize f(t) je periodickd s periodou a > 0, existuje [ |f(t)|*dt a spliuje Dirichletovy
podminky
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1. po castéch spojité,
2. po castech monoténni,

pak trigonomickou rfadu nazvu Fourierovou radou reprezentovanou vztahem

+oo
2kt 2kt
f(t) ~ap+ Zakcos 2n + bisin T (2.4.6)
k=1
a jeji soucet [38] mé podobu
S(ty) = ( lim f(¢)+ lim f(t)), (2.4.7)
t—to— t—to+
kde
_ o . 2wkt
_ b.s 2.4.8
Zakcos + ST a ( )

a koeficienty Fourierovy fady a; a by maji tvar

_ 3 /0 o

2 [ 2kt
= - t dt 2.4.
2| e e (2.09)

2 [ 2rkt
= —/ f(t)cos T at
aJo a

Vztah

NIE

f(t) = i/ g(w) e™'dw (2.4.10)

2T w

2

nazveme Fourierovym integralem a nasledné rovnice

o= [ s

(2.4.11)
ﬂw—[ F(w)e !

vyuzijeme pro prechod mezi casovou a frekvencni doménou.
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2.4.2 Diskrétni Fourierova transformace

Klasicka Fourierova transformace vyzaduje znalost spojité funkce, ktera reprezentuje
vstupni data. Mame-li vSak dispozici pouze diskrétni hodnoty, musime pouzit Diskrétni
Fourierovu transformaci.

Je dana spojita a periodicka funkce s periodou a

N
Ft) = cres (2.4.12)
k

Provedeme diskretizaci s ¢asovym krokem At:

b= jAL = j— (2.4.13)

a dostaneme
N
2 -27k - a
fit)= > cpe v i (2.4.14)
a po preindexovani

Flt;) = e~ (2.4.15)

Tento rozvoj muzeme prepsat obdobné, jako jsme to udélali pro Fourierovu fadu, a to
do tvaru

N

2
fi=co+ Z Ay sin(wit; + k), (2.4.16)
k=1

kde Aj, = 2|Cy| pro k =0,..., 5 je amplituda a ¢y, je fazové posunuti.

Dalsim krokem je nalézt koeficienty ¢ z (2.4.15). Funkce e~ nam davé diskrétnf
hodnoty, které rotuji na jednotkové kruznici v komplexni rovinné pro k; = 0,..., N.
Jelikoz posledni hodnota je identicka s prvni:
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270 ;27N;

e N =e N, (2.4.17)
dostavame pouze N nezavislych funkci a proto dostavame fadu ve tvaru
N-1
27k
f(t;) = we' Nl g=0,...,N—1 (2.4.18)
k=0
Preznacime e'" N = wy; a prepiSeme rovnici (2.4.18) do vektorového tvaru
7 = C~0 WO + ...+ c~ka + ...+ C]\;—l WN—I (2419)

a tudiz je vektor Z vyjadien jako linedrni kombinace vektora Wy, Wy, ..., Wy _;.
Plati, ze

N, k=3j

0. k2] (2.4.20)

Wk-wj{

a z toho vyvozujeme, ze vektory Wy, Wy, ..., Wy _; tvofi bazi vektorového prostoru o
dimenzi N.

Vysledny zapis Z = coWq+c1 W1 + ... + cy_1Wy_1 pak muze byt napsan v maticovém
tvaru jakozto

Z=Fy-C, (2.4.21)

kde Fy predstavuje matici NxN a C vektor o velikosti N. Z této rovnice muzeme
vyjadrit vektor koeficientu jakozto

C=Fy-Z (2.4.22)

a pak prepiseme C, jakozto

C = FA7} (2.4.23)

a tim padém dostaneme Diskrétni Fourierovu transformaci vektoru 7Z.

22



2.5 Harmonicka metoda

Pri feSeni problému vznikajicich interakcemi pevné latky s tekutinou, se casto setkavame
s kmitavymi charakteristikami. Abychom tyto pfipady mohli fesit klasickymi CFD me-
todami, je tfeba nestacionarnich vypoctu. Ty jsou vsak velmi naro¢né na vypocetni
vykon. HB (Harmonic Balance), neboli harmonickd metoda, vznikla za icelem snizeni
vypocetniho casu na pravé nestacionarnich vypoctech. Predpoklad kmitavé charakteris-
tiky umoznuje vyuziti Fourierovy rady, ktera tvoii jadro HB. S poc¢tem ¢lent Fourierovy
fady roste presnost ale i vypocetni narocnost.

2.5.1 Aplikace Fourierovy transformace na skalarni transport

Za predpokladu periodického problému muzeme rovnici konvekce-diftize zapsat jako

09
— TR=0, (2.5.1)

kde R predstavuje konvektivni, difizni a zdrojovy clen a Q primarni velicinu. Tyto
¢leny, jak je uvedeno v predchozi kapitole, lze rozepsat pomoci Fourierovy fady jako

Q) = Qo+ > _ Qs sin(iwt) + Qc, cos(iwt),
= (2.5.2)
R(t) = Ry + Z Rg, sin(iwt) + R, cos(iwt).

i=1

Je tieba rozliSovat proménné psané psacim pismem (Q, R), které spadaji do casové
domény a proménné psané tiskacim pismem, které spadaji do domény frekvenéni. V rov-
nici (2.5.2) je pocet harmonickych frekvenci libovolny a vybira se podle typu feseného
problému. Vysledny pocet clent bude vzdy 2n + 1 reprezentujici stiedni hodnotu a
sinus a kosinus v kazdé harmonické frekvenci, jejichz pocet se znaci n.

Po dosazeni rozvinutych ¢lent zpét do rovnice (2.5.1) a zderivovani Q ve frekven¢ni
doméné, dostaneme rovnici se sé¢itacim indexem i

wQg,cos(wt) — wQc, sin(wt)+

2.5.3
Rg,cos(wt) + Re,sin(wt) = — Ry ( )

kterou muzeme prepsat do maticového zapisu
wAQ +R = 0. (2.5.4)
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Obdobné, jako jsme vytvorili vztahy (2.4.21) a v (2.4.22) pro Diskrétni Fourierovu
transformaci, tak ziskame

(2.5.5)

pro prevod z casové do frekvenéni domény. Koeficienty, ze kterych se sklada matice
E, se napocitaji pti Diskrétni Fourierové transformaci pro 2n+1 casovych kroku s n
harmonickymi frekvencemi. Tyto casové instanty budou rozlozeny rovnomérné po celé
periodé T' = %’r

2.5.2 Sestaveni soustavy rovnic pro reSeni skalarniho transportu

Diskrétni Fourierova transformace pro jednotlivé ¢asové instanty ¢; ¢lenu ), mé
podobu

Qi, = Qo + Qssin(wt;) + Qccos(wt;), i=1,...,2n+ 1. (2.5.6)

Tuto soustavu rovnic si muzeme piepsat do maticového tvaru

Q, =E'Q (2.5.7)

Ptrechodova matice E pak dostane tvar

[ sin(wty)  sin(wty) oo sin(wtapar) ]
sin(2wty)  sin(2wts) oo sin(2wtan 1)
9 sin(nwty) sin(nwts) oo sin(nwtan)
E= 1 1 e 1 2.5.8
2n+1 2 .2 2 ’ ( )
cos(wty)  sin(wty) oo cos(wtapir)
cos(2wty)  cos(2wts) oo 082wt 1)
Lcos(nwty) cos(nwty) ... cos(nwta,i1)]
kde t9,11 reprezentuje casovou instantu
T4
fp= 2.5.9
2n +1 ( )
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pouzivanou i pro piepocet casu z frekvencni do casové domény. Z toho lze vypozorovat,
ze nam tato metoda umozni vypocet pouze v 2n+1 ¢asovych instantach [39].

Po dosazeni prevodovych vztahu do rovnice (2.5.4) dostaneme soustavu 2n+1 rovnic,
ktera se da4 v maticovém tvaru zapsat jako

wETTAEQ + R = 0. (2.5.10)

Pomoci trigonometrického vzorce sin(a + ) = sinacosff + cosasinf3 se zbavime
kosinovych funkci a zbydou nam pouze ty sinové.

Rovnici (2.5.10) rozdélime na klasické cleny (konvekce a diftize) na jedné strané a ¢leny
vzniklé Fourierovou transformaci na druhé do tvaru

R = —wE'AEQ. (2.5.11)

Po roznasobeni matic E, A a E~! dostaneme soustavu rovnic

2w

V- (uQ) =V (V@) = 5 (@ > ksin(kwjnt;)), (2.5.12)
k=1

kde

e i =¢c{1,2,....2n + 1} je volny index oznacujici rovnice soustavy pro jednotlivé
¢asové instanty

o jc{1,2,...2n}

e [ € {1,2,...,2n} \ {i} znaci scitaci index ¢lenu @, tedy clen, ve kterém jsou
nascitané cleny Q ze zbylych rovnic soustavy, diky ¢emuz jsou vSechny rovnice
soustavy provazany

Zdrojovy ¢len, tedy ¢len na pravé strané, muzeme jesté zjednodusit vztahem

P, = Z ksin(kwmt;), prom ={1,2,...,2n}. (2.5.13)
k=1

Koeficienty P uplatnime v maticovém sou¢inu EAE™! z rovnice (2.5.11) a dostaneme
symetrickou matici
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[0 P, P ... Py
—-P 0 P . Poy g

EAE'= | P -1 0 oo Papo| (2.5.14)
__P2n _P2n71 _P2n72 0 |

Rovnice pro prvni ¢asovou instantu ma pak tvar [40]

2w

V- (thl) -V (Wthl) = _2n +1

(PiQs, + PoQuy + . + PoyQry ). (2.5.15)

Po zobecnéni pro vSechny ¢asové instanty dostaneme soustavu 2n+1 rovnic ve tvaru

2n
Vo (0Q) ~ V- (V@) = 5 (3 BQu). (25.16)
j=1
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3 Metoda koneénych objemi

Predmétem této kapitoly je diskretizace parcidlnich diferencialnich rovnic, jejiz vysledkem
je systém algebraickych rovnic. Diskretizace jednotlivych clenu bude popsana na obecné
transportni rovnici pro modelovani bilance skaldru ¢(x,t) a kterd mé podobu:

dpg
L 4T (pC9) = V- (pT5V6) = S4(0) (3.0.1)
Tato parcialni diferencidlni rovnice druhého fadu se déli na nasledujici ¢leny

o % - ¢asovd derivace (nestaciondrni ¢len)

e V- (pC¢) - konvektivni ¢len

o —V . (pI',V9) - diftizivni ¢len

o V4 = 5,(¢) - zdrojovy clen,

3.1 Diskretizace v prostoru

Vypocetni oblast rozdélime na koneény pocet diskrétnich podoblasti, které se nazyvaji
kontrolni objemy a nebo také vypocetni bunky.

Obrézek 5: Kontrolni objem pro Metodu koneénych objemu [41]

V kazdé bunce se nachazi bod P s polohovym vektorem rp, ve kterém jsou dis-

definovanym jako [42]

/(zc—:cp) dV = 0. (3.1.1)
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Kazdé sténa ma prifazeny vektor S¢, ktery smétfuje z bunky ven, je normalovy k této
sténé a jeho velikost je rovna plose této stény a k nému jednotkovy vektor mny.

3.1.1 Diskretizace gradientu

Tok na hranici kontrolniho objemu spoc¢itame jako soucet toku na jednotlivych
sténach

dsS = ds. .
/S¢ ; K (3.1.2)

Tok ¢ je zde myslen jako hodnota ve stfedu stény, ale my tyto hodnoty mame dis-
kretizovany pro stfed bunky. Abychom ziskali presnost druhého radu, musime tuto
hodnotu interpolovat. K tomu pouzijeme centrélni diferenci [42]. Pii pfepisu velic¢iny
na sténu buitky pomoci centralniho schématu se ndm rychlost na sténé u; mezi dvéma
sousednimi bunikami A a B s rychlostmi na sténach u 4 a ug linedrné interpoluje pomoci

up =wspus + (1 —wy)up, (3.1.3)

kde ndm véha w; predstavuje vzdalenost stény od jednotlivych stiedu sousednich bunék
a pocita se podle

l|lzp — x|
wy — NEB ZZp1l 3.1.4
T s — zall (3.14)

jak je uvedeno v [35]. Zanedbdva se zde tedy vzddlenost z; a x;. U zdeformovangjsich
siti, kde se spojnice stfedu sousednich bunék vice vzdaluje od stiedu stény mezi témito
bunkami, muze vaha napomahat k nestabilité pii vypoctu. Doporucuje se vahu drzet
v rozmezi (0, 2) [34]. Mdme-li spocitanou rychlost na sténé, muzeme diskretizovat
konvektivni ¢len. Obdrzime gradient pole ¢p ve stiedu buiiky pomoci vzorce z [43]

Vop = vip > ¢Sy (3.1.5)

faces

kde Vi udava objem kontrolniho objemu (buiiky), Sy vektor plochy jednotlivych stén
bunky a ¢ je tok ve stfedu stény.
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3.1.2 Diskretizace konvektivniho ¢lenu

Je-li kontrolni objem tvoren plochymi sténami, muzeme aproximovat pies hodnoty
na sténe pomoci

/V(V-¢)dV:£V¢.dSz;/f¢.dsf (516)

Integraly pres jednotlivé stény déle aproximujeme podle

/f b dS ~ ;5 (3.1.7)

Vzhledem k tomu, Ze ¢ neni k dispozici na sténé kontrolniho objemu, je tieba tuto
hodnotu interpolovat pomoci jedné z jiz uvedenych metod.
Konvektivni ¢len se pak upravi podle

V- (pup)dV = S(pug)r =) Foy, (3.1.8)
Ve ! !

kde F reprezentuje hmotnostni tok skrze sténu f, tok na sténé ¢ ziskdme bud’ stej-

nou linearni interpolaci, jako jsme pouzili v (3.1.3), nebo pouzijeme up-wind schéma,

kde hodnota ¢ se urc¢uje podle sméru proudéni. Podle [42] oznacenim vySetfovaného

kontrolniho objemu indexem P a sousedniho indexem N, urc¢ime tok na na sténé ¢y
pomoci

= ON pro F < 0.

Pouzijeme kombinaci up-wind schéma s centralni diferenci

¢r =1 —7 ¢r)uw +7(¢f)cp, (3.1.9)

kde koeficient v (0 <~y < 1) uréuje mnozstvi numerické difuze.

3.1.3 Diskretizace difuzniho ¢lenu

Pouzijeme podle [42] vztah
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| VTV = STV, = YT S-(Ve) (.110)
P f f

Méme-li ortogonalni sit, 1ze upravit S - (V) jako

S (Vo) = |5\ X (3.1.11)

kde vektor d znaci spojnici geometrického stiedu bunky a stfedu stény, na které se

pocita tok, a pomoci P znac¢ime vysSetfovanou bunku a pomoci N buiku sousedni. V
alternativni metodé se pro vypocet dvou sousednich bunék pouzije vztah

(Vo)p = Vip > Sy (3.1.12)
f

Pro vypocet toku na sténé je nutné pouzit interpolaci
(Vo)r = fo(Vo)p + (1 = f2) (Vo). (3.1.13)
V praxi si vSak vice setkdvame s neortogalni siti, kde je tfeba pouzit systém korekeci.
V tom piipadé si clen S - (V¢); rozdélime na ortogonalni a neortogondlni piispévek
pomoci
S-(Ve); =A-(Ve)+k-(VO)f. (3.1.14)
kde musi byt splnéno

S=A+k, (3.1.15)

kde vektor A je paralelni s vektorem d ze vztahu (3.1.11). Piiklady zpusobu, jak tento
vektor vypocitat jsou uvedeny v [42] (kap. 3.3).

3.1.4 Diskretizace zdrojového clenu

Zdrojovy clen, reprezentovany v obecné transportni rovnici (3.0.1) jako Sy(¢), je
obecnou funkei ¢. Pred diskretizaci je provedena linearizace podle [44] jakozto

Sg(¢) = Su+ Sp¢. (3.1.16)
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Objemovy integral je pak pocitan jako

Vb
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3.2 Numerické resSeni Navierovych-Stokesovych rovnic

Pro prevod na algebraické rovnice potiebujeme provést tplnou diskretizaci.
Predpokladejme tvar obecné transportni rovnice (3.0.1) podle [45]

t+At o
/ {&/ podV + V- (pU¢)dV — \VAR (PF¢V¢)dV] dt
t Vp Vp Vp

= /t o ( /V ) S¢(¢)dv) dt.

Po aplikaci diskretizaci z minulych kapitol na jednotlivé cleny a za predpokladu, ze se
kontrolni objemy neméni v ¢ase, dostame semi-diskrétni tvar

(3.2.1)

/t+ | [(%) Ve + ) Fo; —Z(pF¢>fS(v¢)f] dt
t P 7

f (3.2.2)
t+At
= / (Su Vp + Sp Vp(ﬁp)dt.
t
Prostorovou a ¢asovou derivaci prepiseme podle [42] do podoby
opp _ ppdp — PpoPp

= 3.2.3
ot At ’ ( )

t+At 1
/ B(1)dt = 5(6" + 6")At, (3.2.4)

t

kde ¢™ = ¢(t + At). Po dosazeni novych ¢lenu (3.2.3) a (3.2.4) do rovnice (3.2.2) a
predpokladu konstantni hustoty a diftiznosti obdrzime Crankovo-Nicolsonovo schéma
ve tvaru

PpOp — Ppo} 1 L1 .
%vp +5 Zf:ﬂpf -5 Zf:(pr¢)f S(Ve)}
1 1 :
+5 2 Fo55 D (0T)r S(Vo); (3.2.5)

! f

1 1
= Su Vp + 55}9 VP¢$ + 55]) VPﬁb(]D.
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Pro kazdou bunku dostavame soustavu algebraickych rovnic

apdh+ Y andy = Rp (3.2.6)
N

svazanych pres hodnotu ¢, kterd zavisy na hodnotach sousednich bunék. Zjednoduseny
maticovy tvar ma podobu

Ao =R, (3.2.7)
kde A je matice koeficientt s prvkama a, na diagondle a a,, mimo diagonalu, ¢ je vektor
neznamych a R vektor zdroju pro kazdou bunku [42].

Po kazdé iteraci dostavame novou sadu hodnot ¢. Podle [45] je schéma (3.2.5) bez-
podminééné stabilni.
Pro aproximaci pouzijeme segregovany pristup feSeni. To znamend, Ze se rovnice

pro rychlost a tlak fesi oddélené. Zdiskretizované momentové rovnice ze vztahu (3.2.7)
zapiseme ve tvaru

AU — H = —Vp, (3.2.8)
kde matice A zastupuje diagonalni prvky zdiskretizovanych ¢lenu a kterou diky tomu
muzeme snadno zinvertiovat, H se slozi z mimodiagonalnich prvkua diskretizovanych
¢lentu a rychlost U se pfevezme z predchozi iterace. Jedna se tedy o rozklad matice A

z rovnice (3.2.7).
Vyjadiime si matici neznamych rychlosti z rovnice (3.2.8)

U=A"H-A"'Vp (3.2.9)

a vlozime ji do rovnice kontinuity (2.3.6)

V- (A"H-AVp) =0 (3.2.10)
a tim ziskdme Poissonovu rovnici pro tlak [42]

V- (A'Vp) =V (AH). (3.2.11)
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Tu jesté muzeme vydélit diagondlni matici A~! a ziskdme tvar dle [42]

v (Ltvpy=v. Y

ap ap

). (3.2.12)

Pro vyjadteni rychlosti si momentovou rovnici prepiseme do tvaru

_HU) Vp (3.2.13)

Prvni ¢len na pravé strané se zanedbavé, to vsak vede k horsi konvergenci [43].
Ziskdme ¢tyfi rovnice (2.3.5),(2.3.6),(3.2.8) a (3.2.12) pro ¢tyfi neznamé U,, U,, U, a
P.

V Poissonové rovnici se nam na levé strané u tlakového clenu vyskytuje divergence
pochézejici z rovnice kontinuity a gradient vychézejici z momentovych rovnic. Tyto
derivace jsou od sebe oddélené a muzou byt pocitany ruznymi schématy. Je tedy nutné
dbat na zachovani konzistence u téchto operatort, jinak by nebyla zachovana rovnice
kontinuity [35].
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3.2.1 Algoritmus SIMPLE

Algoritmus SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations) udava
iterativni postup, jak tyto rovnice fesit. Kroky jedné iterace algoritmu jsou nasledujici:

1.

Reseni diskretizovanych momentovych rovnic pro vypocet rychlostniho pole. Zde
se dosazuje tlak py z pocateéni podminky nebo predchozi iterace.

. Vypocet toki na sténdch bunék podle vztahu

U, - (H(U))f - (i)f (Vp), (3.2.14)

ap Qp

za pomoci interpolovanych hodnot na jednotlivé stény burky.

. Resenf tlakové rovnice pro novy tlak p,

1
pn =V - (—Vpo). (3.2.15)
ap
Aplikace relaxace tlaku podle rovnice
pr=p""+a,( ), (3.2.16)

kde pP znaci vysledek z tlakové rovnice a «, je relaxacni koeficient nabyvajici
hodnoty 0 < o, < 1.

Korekce toku na sténach bunék a rychlosti z nového tlakového pole pomoci

1
Ur=U-—Vp" (3.2.17)

C

pro kazdou bunku n.
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3.2.2 Algoritmus PISO

PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operators) algoritmus byl vyvinut pro
vypocet nestacionarniho proudéni a jeho kroky maji podobu:

1.
2.

Vypocet toku na sténdch bunék (identické se SIMPLE algoritmem).

Predikce - Obdobné, jako v prvnim kroku SIMPLE algoritmu se fesi diskretizo-
vané hybnostni rovnice s odhadem tlakového pole p* k ziskdni odhadu rychlosti
u* ve tvaru

Au* +Hu* =R — Vp, (3.2.18)

kde R znaci zdiskretizovany zdrojovy ¢len.

Prvni korekce - Ke splnéni kontinuity pro u* je tfeba korekce pro tlak p*. Pomoci
jedné korekce SIMPLE algoritmem

Au™ + Hu* =R — Vp* (3.2.19)

obdrzime u**

Druha korekce - I kdyz w** jiz spliuje rovnici kontinuity, stale je nutné dopocitat
tlak p**. Toho docilime opakovani kroku 3 pro ziskani hodnoty w***

Pridavani dalsich korekci pro predem definovany pocet korektoru.

Postup v ¢ase o jeden casovy krok.
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3.2.3 Algoritmus PIMPLE

V PIMPLE algoritmu dochézi k feseni stacionarnich rovnic pro kazdy casovy krok.
Vznikaji tedy vnitini iterace, kde je snaha dosahnout konvergence pomoci definovaného
poctu korekénich smyéek (correction loops). V piipadé pouze jedné korekéni smycky,
je PIMPLE indenticky s PISO algoritmem. Na obrazku 6 lze vidét diagram PIMPLE
algoritmu podle [46], ktery bézi po krocich At do koncového casu T'.

Ne

¥

t=t+At 41
Reeni
(—’ hybnostnich

. B rovnic
smycka pro vazani
tlaku s rychlosti

korekénf
smycka ‘

ReZeni tlakové

rovnice

Korekce
rychlostniho
pole

ReZeni rovnic
turbulentnich
velicin

Obrazek 6: PIMPLE algoritmus
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4 Numerické vysledky

Tato kapitola obsahuje vysledky spojené s praktickou ¢asti prace. Kéd pro vypocty
harmonickou metodou byl naprogramovan v jazyce C++, jakozto moduldrni fesic
do open-source softwarového baliku pro CFD vypocty OpenFOAM, ktery je detailné
popsén v [47]. Vsechny tlohy jsou modelovany jakozto rovinné, aby se zjednodusila
analyza vysledku a zkrdceni vypocetniho ¢asu. Nasledné rozsiteni do trettho rozméru
je pouze otazkou nastaveni tlohy, nikoliv samotného fesice.

Nejdiive je zakladni funkcionalita kédu pro harmonickou metodu otestovana na
skalarni rovnici, kde je simulovan periodicky vstupni signal. Nasledné je feSena jed-
noducha tloha pro Navierovy-Stokesovy rovnice v podobé rovné trubky s oscilujici
rychlosti na vstupu. Finalni uloha je feseni periodického nataceni profilu NACA 0012.
Jejim tcelem je simulovat ziskavani dat z proudového pole, které se daji nasledné
aplikovat pri feSeni problému z aeroelasticity. Priklady téchto tloh jsou uvedeny v
kapitolach 1.1 a 1.2.

4.1 Numerické reSeni skalarni rovnice harmonickou metodou

Pro 1cely odladéni harmonického tesice byla pouzit jednoduchy transport veli¢iny
S, ktery muze byt popsan rovnici

s
=+ V- (uS) =0, (4.1.1)

Simulace byla nastavena podle parametri v [4], tzn. obdélnikové rovinnd vypocetni
doména o rozmérech 10x7 m a konstatni rychlostni pole o velikosti u, = 10 m/s. Na
vstupu (levy okraj domény) byla definovana Dirichletova podminka pro vstupni signal a
na vystupu (prava strana domény) byla definovd Neumannova okrajové podminka v po-
dobé nulové derivace. Vysledky byly ziskany harmonickou metodou pro feseni skaldrni
rovnice srovnany s nestaciondrnim vypoctem pomoci PIMPLE algoritmu. Vysledky
jsou prezentovany v podobé zobrazeni ¢asového vyvoje veliciny S uprostied vypocetni
oblasti (bod [5 m, 3.5 m]) v jednotlivych ¢asovych snimcich a pomoci rozlozeni veli¢iny
S napfi¢ stfedovou éarou (y = 3.5 m).

4.1.1 Sinusovy vstupni zdroj

Na vstupu byla nastavena okrajova podminka pro skalarni veli¢inu S reprezentovand
rovnici

S(t) = Asin(2w ft), (4.1.2)
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kde A = 5 reprezentuje amplitudu a f = 2H z frekvenci oscilace. V harmonické metodé
ma kazdy casovy okamzik vlastni rovnice. Z toho plyne, ze je nutné pro kazdy okamzik
spoc¢itat odpovidajici hodnotu proménné okrajové podminky. Vztah (4.1.2) se tudiz
upravi na

S(t;) = Asin(2rf t;), (4.1.3)
kde
he L (4.1.4)
2n+1

pro i =20,1,...,2n pro n harmonickych frekvenci a T' = % periodu kmitu.

Diky jednoduchosti vstupni podminky lze pouzit pro vypocet pouze jednu harmonickou
frekvenci. Ta nam dovoluje pocitat pole hodnot pro tfi casové snimky rovnomeérné
rozlozené po celé periodé Q,—o), Qt,=1/3) @ L(t,=27/3)-

¥ Axk Y Axk

X Axk

s0
-50e+00 -2 0 2 5.0e+00

|

Obrézek 7: Rozlozeni S(z,t; ) v ¢asovém okamziku t=0 pomoci harmonické metody
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—s (=0)
—s (=1/3)
—5 (=2/3)

Obréazek 8: Rozlozeni S(z,t;) pro vSechny ¢asové okamziky napii¢ souradnici x

Na obrazku 8 lze vidét, jaké data obdrzime z harmonické metody. Misto toho,
abychom dostali diskretizované vysledky zavislé na ¢asovém kroku, jak to byva u kla-
sickych nestacionarnich metod, obdrzime vysledky diskretizované v 2n+1 rovnomeérné
rozlozenych casovych okamzicich. Obrazek 9 ukazuje ¢asovy prubeh veliciny S v bodé
[5, 3.5], tedy v prostfednim bodé domény, pomoci PIMPLE algoritmu a harmonické

metody s jednou harmonickou frekvenci.

PIMPLE
Harmonic Balance, n=1 # ]

Obrézek 9: Prubéh S(z,t;) v prostiednim bodé

Na zavér na obrazku 10 lze vidét rozlozeni veli¢iny S na zacatku kazdé periody. Pro
PIMPLE algoritmus je zobrazen zacatek ttreti periody.
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Obrazek 11: Rozdil feSeni harmonicko metodou oproti nestacionarni po stiedové ¢are y = 3.5
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4.1.2 Slozeny periodicky zdroj

Pro demonstraci komplexnéjsiho vstupniho signdlu a nutnosti vyuziti vice harmo-
nickych frekvenci, byla okrajova podminka na vstupu pro S nastavena jako

S(t) = Asin(2m ft) + B cos(4r ft), (4.1.5)

kde A = 0.6 a B = 0.3 reprezentuji amplitudy jednotlivych periodickych funkei. Clen
s kosinovou funkci ma dvojnasobnou frekvenci. Pro nastaveni harmonické metody se
pouzije frekvence vychazejici z celkové periody periodického déje. V nasem piipadeé to
je f = 1Hz. Piepocet okrajovych podminek pro harmonickou metodu probiha obdobné
jako v kapitole 4.1.1.

Na obrazku 12 je zobrazeno rozlozeni veliciny S po stiedové ¢are y = 3.5 pro jednu
harmonickou frekvenci porovnany s nestacionarni metodou. Lze na prvni pohled vidét,
ze jedna harmonicka frekvence neni dostacujici.

PIMPLE
HB, n=1
1

Obrazek 12: Prubéh S(z,t = 0) po stredové cafe y = 3.5 pro jednu harmonickou frekvenci

Na obrazku 13 je porovnani na stifedové care s jiz dvéma a tfema harmonickyma
frekvencema. Velikost transportované veliciny S je po celé délce = témér totozna.
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Obrézek 13: Prubéh S(z,t = 0) po stredové ¢aie y = 3.5

Obréazek 14 znézornuje prubéh veliciny S po jednu periodu v geometrickém stiedu
oblasti nestacionarni metodou (PIMPLE algoritmus, tfeti perioda) a poté hodnoty
z jednotlivych ¢asovych instanci harmonické metody pro dvé, tii a ¢tyfi harmonické
frekvence. V ptipadé pouziti pouze jedné harmonické frekvence, je vypoctem zachycen
pouze sinosovy zdroj. Lze vidét, ze s pribyvajicimi harmonickymi frekvencemi ptesnost
nestoupd a pouze se navysuje pocet diskrétnich hodnot v case.
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Obrézek 14: Prubéh S(z,t;) v prostiednim bodé

V této kapitole bylo ukazano, ze lze simulovat i déje probihajici v nasobcich zédkladni
frekvence. Chceme-li tedy zaznamendavat i drobnéjsi déje o vyssich frekvenci, je tfeba
postupné navysovat poc¢et harmonickych frekvenci metody. Je nutné si uvédomit, ze s
kazdou harmonickou frekvenci pribydou dalsi dvé hybnostni rovnice ve findlni fesené
soustavé. Bylo vyzkouSeno, ze aby v tomto piipadé harmonicka metoda dosdhla stejného
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vypocetniho ¢asu jako klasickd nestaciondrni (po tfech periodéch), bylo tfeba alespon
25 harmonickych frekvenci, které nam umozni pocitat 51 hybnostnich rovnic pro od-
povidajicich 51 ¢asovych okamziku. To znamenad, ze harmonicka metoda stale poskytuje
vyhodu kratsiho vypocetniho ¢asu i pro vyssi ¢asové rozliseni.

0.0001 | \ 1

Reziduum
/

1x10% | Ny E

2
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Obréazek 15: Reziuda veli¢iny S pro dvé harmonické frekvence
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4.2 Numerické reseni Navierovych-Stokesovych rovnic
harmonickou metodou

Byla fesena Navierova-Stokesova rovnice harmonickou metodou podle kapitoly 2.5.2
ve tvaru

20 2n
=1

a vysledky byly porovnany konvenci nestacionarni metodou implementovanou PIMPLE
algoritmem popsaném v kapitole 3.2.3. Diskretizace jednotlivych ¢lenu je popsana v
kapitole 3.

Nejdrive je feseni Navierovych-Stokesovych rovnic ovéreno na jednoduchém piipadu
v podobé proudéni ve 2D trubce s periodickou rychlosti na vstupu. Nasleduje feseni
hlavniho problému této prace - proudéni okolo kmitajictho 2D profilu. VSechny tlohy
byly voleny v rovinné oblasti. To umoznuje rychlé ziskédni dat diky kratkym vypocetnim
casu a také jejich naslednou rychlou analyzu.

4.2.1 Proudéni v trubce s oscilujici rychlosti na vstupu

Pro simulaci proudéni v trubce byla definovana rovinna oblast o rozmeérech 3 x 10
metru s ¢tvercovou siti o celkovém poctu 12 000 bunék.

Obrazek 16: Vypocetni sit pro rovinnou trubku

Na vstupu je predepsan konstatni rychlostni profil defivan jakozto periodicka funkce

uy(t) = U, + A sin(27 1), (4.2.2)
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kde f = 0.5 Hz znadi frekvenci kmitani, U;,, = 4m/s je stiedni rychlost a A = 1 je
maximalni vychylka. Pfepocet okrajovych podminek rychlosti a tlaku probiha obdobné
jako v kapitole 4.1.1.

Vzhledem k jednoduchému periodickému prubéhu okrajové podminky, byla pro fesic¢
nastavena pouze jedna harmonicka frekvence. Vypocet byl poté ovéren nestacionarnim
vypoctem pomoci PIMPLE algoritmu.

Na obrézku 17 1ze vidét porovnani vyslednych dat v prostfednim bodé domény [5,
1.5].
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Obrézek 17: Pribéh rychlosti Obrézek 18: Rezidua pro tg

Na obrazku 17 je ziejmé, ze prvni casovy okamzik je uz za toleranti mezi v porovnani
s nestacionarnim vypoctem, ktery tvori predpokladany sinusovy prubéh. Vypsani re-
zidui (obr. 18) ukazuje, ze vypocet jiz zkonvergoval a dalsi iterovani by se neprojevilo.
Byla provedena analyza nastaveni relaxa¢nich faktoru podle tabulky 2.

[V » U]
0.1 0.05 3.83
01 01 392
0.1 02 396
0.1 03 398
02 03 39

0.05 0.3 3.99

Tabulka 2: Relaxaéni faktory pro rychlost a tlak a jejich vliv na rychlost v prostfednim bodé
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Tento jednoduchy ukazkovy ptipad poslouzil pro vyzkouseni a odladéni fesice pro
harmonickou metodu. Bylo zjisténo, ze relaxac¢ni faktory maji znac¢ny vliv na feseni a
Ze Tesic lze pouzit na feSeni komplikovanéjsich tloh.

4.2.2 Periodické kmitani leteckého profilu

Hlavni dlohou pro testovani harmonické metody v této praci je periodické nataceni
profilu NACA 0012. Vysledky jsou porovnany s fesenim pomoci klasického PIMPLE al-
goritmu, ktery v tomto piipadé slouzi k validaci vysledku. Simulace probiha v nizkych
Reynoldsovych éislech (Re = 6000). Reynoldsovo ¢islo je nastavovano pomoci kine-
matické viskozity. Vstupni rychlost U, byla nastavena na 30m/s. Frekvence nataceni
profila byla vybrana jako 1 Hz a maximélni vychylka A jako 4°. Oba vypocty jsou vzdy
pocitany na stejné vypocetni siti. Hlavni porovnéavaci parametr bylo zvoleno rozlozeni
tlaku p podél profilu.

Na obrazku 21 je zobrazen tvar vypocetni domény, kde byla zohlednéna dostatecna
vzdalenost od okrajovych podminek a dostatecny prostor pro tplav za profilem.
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Obrazek 21: Vypocetni doména pro profil

Pro rychlost je na levé, horni a spodni hrané domény je vstupni okrajova podminka.
Zde je predepsan vektor rychlost odpovidajici okamziku v periodé kmitu. Slozky vek-
toru rychlosti na vstupu se pak pocitaji podle

U, =Uy . A+ Acos(4r ft;), (4.2.3)
U, = U sin(27 ft;),

kde ¢asovy okamzik t; se poc¢ita podle prepocetniho vztahu z kapitoly 4.1.1. Na pravé
hrané je okrajova podminka typu outlet, kde je predepsana nulova derivace ve sméru
z domény. Na sténé profilu je predepsdana nulova rychlost u stény. Pro tlak je na
vstupu, horni a spodni hrané a sténe predepsana nulovéa derivace ve sméru z domény
a na vystupu je pevné nastavend nulova hodnota pro tlak. Obrazek 22 ukazuje tvar
vypocetni sité v okoli profilu. Narozdil od OpenFOAM generdtoru snappyHexMesh
nabizi GMSH dostacujici zjemnéné odtokové hrany. Nevyhodou je hors{ kontrola sitovani
mezni vrstvy.
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Obrazek 22: Vypocetni GMSH sit pro profil NACA 0012

Oscilace byla pocitana pro ruzny pocet harmonickych frekvenci a tim paddem vznikal
i ruzny pocet ¢asovych okamziku. S jejich poc¢tem se méni i jejich ¢asova poloha v jedné
periodé a to komplikuje porovnavani rizného nastaveni. Z komplexity buzeni perio-
dického déje - tedy z frekvence kmitani, kterd ma formu jednoduché sinusové funkce
- plyne, ze by méla stacit pouze jedna harmonicka frekvence. V kapitole 1.5, kde je
popisovano proudéni okolo profilu, je uvedena problematika mezni vrstvy. Zde vzni-
kaji sekundérni periodické déje, které nemusi mit stejnou frekvenci, jaka je nastavena
okrajovou podminkou.

Na obrazku 23 je zobrazeno porovnani rozlozeni tlaku na profilu NACA 0012 poc¢itaného
harmonickou metodou a PIMPLE algoritmem pro ruzny pocet harmonickych frekvenci.
Pro Sest harmonickych frekvenci dostdvame jiz prijatelny vysledek. Pro devét harmo-
nickych frekvenci dostavame takika odpovidajici porovnani s nestacionarni metodou.
Kazda ptridana harmonickéa frekvence by méla z principu fourierovy fady mit mensi
podil na zméné feseni i kdyz stale navysuje vypocetni cas.
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Obréazek 23: Rozlozeni tlaku podél profilu pro ruzny pocet harmonickych frekvenci v po-
rovnani s PIMPLE algoritmem

Obrazky 24 a 25 zobrazuji vyvoj rezidui vypoctu kmitani profilu harmonickou meto-
dou se tfemi a Sesti harmonickymi frekvencemi. Jelikoz harmonicka frekvence obsahuje
soustavu rovnic a pole hodnot pro kazdy casovy okamzik, bylo pro sledovani rezidui
zvoleno pole pouze z prvniho ¢asového okamziku ¢; = 0.
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Obréazek 24: Rezidua pro tfi harmonické frek-Obrazek 25: Rezidua pro Sest harmonickych
vence frekvenci

Rozlozeni rychlostniho pole okolo profilu je zobrazeno na obrazku 26. Jelikoz v iiplavu
vznikaji déje o vyssich harmonickych frekvenci, byl fesSi¢ nastaven pro n = 6.

Obrazek 27 zobrazuje tlakové kontury kmitajictho profilu pro tii harmonické frek-

vence. Toto porovnani oproti nestacionarni metodé vyslo dobfe i na nizsi pocet har-
monickych frekvenci. Je tteba vyzdvyhnout, Ze stagnacni bod se jevi v obou pripadech
na podobné ¢asti ndbézné hrany profilu.
P1i vypoctu harmonicko metodou o Sesti harmonickych frekvencich nebylo dosazeno jiz
vyrazného zlepseni, jak lze vidét na obrazku 28 a to za cenu pfiiblizné dvojnasobného
vypocetniho ¢asu. Zajimaji-li nas pouze tlakové kontury, tii harmonické frekvence se
jevi jako dostacujici pro toto nastaveni Reynoldsova ¢isla, frekvence oscilace a ma-
ximalni vychylky.
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) Harmonickd metoda v t; = 0, ) PIMPLE v t = 0,

(¢) Harmonickd metoda v t; ‘g, (d) PIMPLE v t = %,

(e) Harmonickd metoda v t; = %, (f) PIMPLE v t = 715,

(g) Harmonickd metoda v t; = LI, (h) PIMPLE v ¢ = 4.

Obrazek 26: Srovnani harmonické metody o Sesti harmonickych frekvencich s PIMPLE algo-
ritmem pro rychlostni pole proudéni okolo kmitajiciho profilu NACA 0012.
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) Harmonickd metoda v ¢; = 0, ) PIMPLE v t = 0,
- -
(¢) Harmonické metoda v ¢; = L, ) PIMPLE v ¢t = L,
- -
) Harmonickd metoda v t; ) PIMPLE v t =
- -
) Harmonickd metoda v t; = 2=, ) PIMPLE v t = 3T
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) Harmonickd metoda v t; = ) PIMPLE v t =

) Harmonickd metoda v ¢; ) PIMPLE v t = =

) Harmonickd metoda v ¢; = ) PIMPLE v ¢t =

Obrézek 27: Srovnani harmonické metody o tfech harmonickych frekvenci s PIMPLE algo-
ritmem pro tlakové kontury proudéni okolo kmitajictho profilu NACA 0012.
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) Harmonickd metoda v t; = 0, ) PIMPLE v t = 0,

(¢) Harmonickd metoda v t; ‘g, (d) PIMPLE v t = %,

(e) Harmonickd metoda v t; = %, (f) PIMPLE v t = %

(g) Harmonickd metoda v t; = LI, (h) PIMPLE v ¢ = 4.

Obrazek 28: Srovnani harmonické metody o Sesti harmonickych frekvencich s PIMPLE algo-
ritmem pro tlakové kontury proudéni okolo kmitajictho profilu NACA 0012.
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4.3 Zhodnoceni ¢asové naroc¢nosti

V této kapitole je probrana ¢asova narocnost harmonické metody. Jelikoz prave
zkraceni vypocetni doby je hlavni duvod, proc¢ tuto metodu pouzivat, je toto porovnani
dulezité.

Vypocty byly provedeny na stolnim pocitaci sttedni vykonové tiidy s procesorem
Intel i5-7500 o frekvenci 3.8 GHz a na jednom vypocetnim jadru. Jako hranice pro
urceni priblizného poctu iteraci harmonické metody byla zvolena hodnota rezidui na
hodnoté 1072 pro jednotlivé slozky rychlosti.

n vypocetni ¢as iterace
1 506 s 1100
2 623 s 1300
3 1230 s 1650
4 1853 s 1840
6 2205 s 2200
9 2806 s 2420

V porovnani pro nestacionarni vypocet byl pouzit PIMPLE algoritmus a Courantovo
¢islo bylo omezeno na hodnotu 1. Byl nastaven variabilni ¢asovy krok, aby tato hodnota
byla dodrzena. Celkové byly spoc¢itany ¢tyti periody nataceni profilu.

pocet R
period vypocetni cas
1 8820 s

4 26 640 s

Je nutné vzit v potaz, Ze nestacionarni metoda mé dynamickou sit. To znamen4, Ze
se sit pro kazdy ¢asovy krok deformuje. To zptsobi prodlouzZeni vypoéetniho ¢asu. Pro
vypocet na tii harmonické frekvence dosahneme zrychleni priblizné 17,4. Pouzijeme-li
Sest harmonickych frekvenci, abychom meéli jistotu zachyceni podstatnych periodickych
jevu ve vypocetni oblasti, dosahmene urychleni 12.
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4.4 Vyhody a nevyhody harmonické metody

Harmonicka metoda pozaduje vyssi znalost simulovaného problému, nez metoda ne-
stacionarni. Prvni nevyhoda vychazi hned ze zdkladni definice. Je pozadovano znat
zékladni frekvenci pocitaného periodického déje. V nékterych piipadech, jak bylo zjistovdno
v predchozich kapitolach, lze frekvenci odhadnout z okrajovych podminek. Existuji
i pripady, jako je tfeba kmitajici iplav za télesem, které stoji pevné v prostoru. V
této situaci je nutné provést cast vypoctu nestacionarni metodou a pak aplikovat frek-
venéni analyzu, jako je napiiklad provedeno v [39]. Dalsi zjevnou nevyhodou je rozliseni
casovych okamziku v jedné periodé. Jelikoz pro kazdy ¢asovy okamzik je nutné pocitat
jednu soustavu hybnostnich rovnic, tak zjemnovani znacné navysuje vypocetni cas.
Mimo to je kazdé poc¢itand promennd (vektor rychlosti a tlak pro lamindrni model) re-
prezentovana jednim polem v kazdém ¢asovém okamziku. To zvysuje naroky na pamét.

Hlavni vyhoda harmonické metody je zkraceny vypocetni ¢as. Jelikoz se misto ne-
stacionarniho problému, ktery musi byt pocitan v kazdém casovém kroku metody,
pocita 2n + 1, kde n je pocet harmonickych frekvenci, problému stacionarnich. Zrych-
leni vypoctu, jak bylo ukazéno v predchozich kapitolach, byva az nékolikandsobné. V
situaich, kde dochéazi k deformacim, je nutné v nestacionarni metodé pregenerovavat
vypocetni sit. To opét zvysi ¢asovou ndro¢nost. Harmonicka metoda umoziiuje si sit
predgenerovat pouze pro 2n + 1 ¢asovych okamziku.
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Zaver

Tato prace prezentovala nejdfive provedenou reSersi problému aeroelasticity a nu-
merickych metod pro feseni proudéni tekutin. Poté byla naprogramovana harmonicka
metoda v jazyku C++ jakozto modul do open-source CFD baliku OpenFOAM. Tento
modul byla odladén na jednoduchych ptipadech skalarni a Navierovy-Stokesovy rov-
nice. Na zavér byl modul pouzit na pocitani periodického kmiténi profilu NACA 0012
a vysledky porovnany s nestacionarni metodou.

V pruni ¢dsti byly prozkoumany nejbéznéjsi problémy aeroelasticity v oboru letectvi.
Zvysena pozornost byla vénovana zavaznému a komplexnimu flutteru. Jelikoz se prace
zabyva z velké ¢asti kmitanim kiidla, byly shrnuty charakteristiky proudéni tekutin
kolem leteckého profilu a uceleno, jaké vysledky by se méli ocekavat pri modelovani
proudéni kolem profilu. V druhé casti byla predstavena mechanika kontinua a byly
zde také popsany bilacni rovnice hmotnosti a hybnosti, z kterych vychazi v této praci
pouzity model proudéni. Nasledné byla odvozena harmonicka metoda z Fourierovy fady
a prislusné soustavy rovnic pro fesSeni obecnych problému proudéni tekutin pomoci
parcialnich diferencidlnich rovnic. Ztézejnim bodem je znacéné zkraceni vypocetniho
casu pro specifické problémy kmitani (s predem znamou a konstanti frekvenci). Ve
treti éasti byla popsana aplikace metody kone¢nych objemu na feSeni obecné trans-
portni rovnice a poté byly popsany algoritmy SIMPLE, PISO a PIMPLE pro nume-
ricky vypocet Navierovych-Stokesovych rovnic. Ve findlni céturté édsti byla aplikovana
harmonickd metoda pro skalarni transport. Bylo ukazano, ze pro modelovani skaldrni
transportni rovnice funguje harmonickd metoda bezproblémové. Posléze byly feseny
Navierovy-Stokesovy rovnice v tiloze pro oscilujici proudéni v trubce a nataceni pro-
filu NACA 0012. Zde jsou uc¢innym nastrojem relaxacni faktory pro tlak a rychlost,
které dokazou potlacit divergentni chovani béhem vypoctu. U natacejiciho se profilu
byly znazornény tlakové kontury a rozlozeni tlaku podél stény profilu. Na identické
podminky byla aplikovana klasicka nestaciondrni metoda. Ze srovnani téchto dvou nu-
merickych vysledku vyslo, ze harmonicka metoda poskytuje vysledky na prijatelné od-
chylce. Byl zméten vypocetni ¢as pro ruzny pocet harmonickych frekvenci a porovnan
proti PIMPLE algoritmu pro nestacionarni metodu. V téchto podminkach vychazelo
urychleni 9.5 s deviti harmonickymi frekvencemi pro jemné a detailni vysledky a urych-
leni az 17.5 se tfemi harmonickymi frekvencemi pro hruby vypocet.

Cilem této préace bylo zjistit, zda se da aplikovat harmonicka metoda pfi feseni peri-
odickych aeroelastickych problému a zda prinese zrychleni oproti klasickym metodam.
Uloha nataceni profilu ukazuje, ze metoda dokdze prinést prijatelné vysledky s az o
fad niz§imi vypocetnimi casy.
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