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Abstrakt

Tato préce se zabyva popisem numerického modelu bunééné membrany ve dvou rozmérech. Jako
srovnani pro numericky model byl pouzit analyticky popsany tvar buné¢né membrany, ziskany odvozenim
z Helfrichovy teorie elasticity membrany. Podle této teorie by takovy tvar membrany by mél reprezentovat
aproximovan pomoci interpola¢ni funkce, ¢imz byl ziskan piiblizny tvar kiivky slozeny z diskrétnich
elementu stejné délky. Nasledné byla provedena optimalizace tvaru s vyuZzitim metody Monte Carlo za
ucelem minimalizace deformacni energie, ktera ovéfila zda analyticky ziskany tvar skutecné reprezentuje
stav s minimalni deformacni energii. Ukazalo se, Ze takto popsanym numerickym modelem je mozné
aproximovat analyticky tvar bunééné membrany.

Kli¢ova slova

bunéénd membrana; lipidy; Helfrichova teorie; numerické modelovani; optimalizace; metoda Monte Carlo

Abstract:

The objective of this thesis is the construction of a numerical model of a cell membrane in two
dimensions. As a comparison for the numerical model, an analytically defined shape of a cell membrane,
obtained from Helfrich theory of membrane elasticity, is used. This shape should represent the state with
the lowest amount of deformation energy for given parameters. To verify this hypothesis, the analytical
shape of the curve was approximated using an interpolation function, which provided an approximate shape
of the curve comprised of discrete elements of equal length. Furthermore, this shape was subjected to
optimization by Monte Carlo method with respect to minimizing deformation energy in order to establish
whether the analytically defined shape does indeed represent the state of minimal deformation energy. It
was established that a numerical model constructed in this way can indeed be used to approximate the
analytical shape of a cell membrane.
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1 Uvod

Vv

V téchto procesech hraji roli nejen jednotlivé bunécné organely, ale také buné¢nd membrana, ktera buitku
obklopuje. Tato membrana oddéluje buiku od okolniho prostiedi, poskytuje ochranu a oporu, a umoziiuje
prepravu zivin dovnitt buiiky a vylucovani toxint ven z buiilky. Uvnitf membrany se také nachazeji
proteiny, pomoci kterych mtize jedna buiika interagovat s jinymi butikami.

Studium mechanickych a chemickych vlastnosti bunééné membrany je klicové pro porozuméni
prabéhu nemoci a vrozenych vad, které nasledn€ umoziiuje vyvoj novych 1é€iv a inovativnich 1é¢ebnych
postuptl. Jednim z hlavnich pfedmét zajmu v tomto oboru je studium vlastnosti ¢ervenych krvinek.
Protoze funkce Cervenych krvinek je prenaset v téle kyslik a ziviny, jakakoli zména jejich vlastnosti miize
mit obrovské nasledky pro zdravi i Zivot.

Pro spravnou funkci krevniho obéhu je nutné, aby ¢ervené krvinky byly schopny projit velmi uzkymi
vlase¢nicemi, které jsou n¢kdy az dvakrat ten¢i nez jejich plivodni prumér. Je tedy ziejmé, Ze jejich
buné¢nd membrana je velmi poddajna. Snizeni této poddajnosti, at’ uz vlivem pfirozeného starnuti nebo
nemoci, vyrazné sniZzuje energetickou t¢innost transportu krve.

Protoze ¢isté experimentalni pfistup je technicky naroény a finan¢né nakladny, byly k vyzkumu
mechanickych vlastnosti bunééné membrany vyvinuty jeji matematické modely. Pro ur¢ité vybrané tvary
bunék dokonce zname jejich analyticky popis, jako je napt. Helfrichova teorie. Pro jiné tvary nebo
procesy vsak takovy popis nezname.

V takovych piipadech se ve fyzice a inZenyrstvi bézné obracime na numerické modely. Numericka
feSeni jsou casto analyticky jednodu$s$i a umoziuji nam feSit problémy, které analyticky vyfesit
nedokdzeme. K jejich pouziti vSak vzdy potiebujeme wvytvorit dostate¢né reprezentativni model
analytického problému, ktery nam zaruci, Ze naSe numerické feSeni bude dostateéné piesné k pouziti
v dal$im vyzkumu nebo v inZenyrské praxi. Dal§$im moznym omezenim je také vypocetni naro¢nost
modelu, ktera ve snaze dosdhnout dostate¢né piesného modelu mize byt velmi vysoka.

Tato prace se zabyva popisem pravé takového numerického modelu bunééné membrany ve dvou
rozmérech. Ugelem modelu je co nejpfesnéji aproximovat tvar bunééné membrany ziskany z analytické
rovnice, ktery reprezentuje stav s minimalni deformacni energii. V prib&hu prace zhodnotime, jak presny
tento model je v zavislosti na hustoté diskretizace a tvaru ktivky, ktery pomoci néj chceme aproximovat.
Dale zhodnotime také vliv riznych metod numerického vypoctu kiivosti na pfesnost a vypocetni naro¢nost.
Nakonec jesté na tomto modelu provedeme optimalizaci pomoci metody Monte Carlo, abychom ovéfili,
zda tato aproximace tvaru také reprezentuje tvar s minimalni deformaéni energii.



2 Stav poznani
2.1 Pohled do historie

Moderni koncept bunééné membrany saha zhruba do druhé poloviny 19. stoleti. Za otce teorie
membran je povazovan némecky botanik Wilhelm Pfeffer, ktery se v roce v té dobé jako prvni zabyval
problematikou osmotického tlaku v burikach. Pfeffer ve svych zavérech publikovanych v roce 1877
postuloval, Ze existuje tenka vrstva, ktera obklopuje bunécnou protoplazmu (metabolicky aktivni Zivou
hmota vypliiujici vnitini ¢ast buiiky) od jejiho okoli. Tuto vrstvu Pfeffer nazval ,,plazmatickd membrana”
a byl presvédcen, Ze podobné membrany existuji nejen okolo bunék, ale také na kazdém rozhrani mezi
dvéma tekutymi prostiedimi rizného slozeni [1].

Dalsim dulezitym objev piiSel na konci 19. stoleti, kdy se britsky biolog a fyziolog Charles E.
Overton zabyval zavislosti mezi rozdélovacim koeficientem (mezi vodou a olejem) rtiznych latek a jejich
schopnosti projit skrz bunéénou membranu. Jeho zkoumani ho dovedlo k hypotéze, Ze vlastnosti bunééné
membrany jsou blizko vlastnostem oleje. Ve své praci na téma anestezie se o t€chto membranach
vyjadfoval jako o ,,lipoidech” sloZenych z lipidt a cholesterolu [1].

V roce 1917 piiSel americky fyzikalni chemik Irving Langmuir na zékladé€ svych méteni s teorii, ze
hlavi¢ky lipida jsou hydrofilni, zatimco jejich ocasy jsou hydrofobni [1].

Tuto teorii vyuzili pfi svych méfenich o néco pozdéji holandsti fyziologové E.Gorter a F. Grendel.
V rdmci svého experimentu ziskali lipidy z ¢ervenych krvinek lidi, pst, kralikti,, morcat a koz. Tyto lipidy
byly rozprostfeny na povrchu vody a méfil se jejich povrch. Ze stejnych krevnich vzorki se zaroven
pomoci mikroskopu ur¢il povrch ervenych krvinek. Bylo zjisténo, ze povrch, ktery lipidy zaujimaji na
vodnim povrchu jako jednovrstvy film, je pfesné dvojnasobny nez povrch zjistény z mikroskopie. Na
zékladé téchto zjisténi vznikla teorie, Ze bunééna membrana se sklada z lipidové dvouvrstvy, ve které
hlavi¢ky v obou vrstvach vzdy smétuji k vodnimu prostiedi (viz Obr. 1) [1].

H,0

HIGIE
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Obr. 1 - Schématicka ilustrace lipidové dvouvrstvy podle Gortera a Grenela (1925) [1].
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Ve 30. letech 20. stoleti vznikl prvni model buné¢né membrany, ktery zahrnoval ptitomnost
proteint. Danielli a Davson is v§imli, ze na vrstvach obklopujicich buiiky je adsorbovano zna¢né mnozstvi
proteinti. Bylo znamo, ze fosfolipidy jsou amfipatické (maji hydrofobni i hydrofilni cast). Pozorované
proteiny byly z velké €asti rozpustné ve vodg, ale zlistavaly adsorbované k povrchu membran. Na zakladé

téchto zjisténi byl zformulovan koncept lipidové dvouvrstvy, ktera je z obou stran pokryta vrstvou proteind
(viz Obr. 2) [1].

partially
Nat all)oln:'
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,@; @1 @ @ @ @ .=, part of the protcin
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+ partially
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molecules

Ca*
Obr. 2 - Tlustrace lipidové dvouvrstvy s vrstvou proteinti na povrchu - Danielli a Davson (1935) [1].

Vyse zminéné modely byly zatim pouze teoretické, a byly sestaveny s pouzitim nepiimych dikazi.
Dtivodem je to, Ze s pouzitim svételné mikroskopie neni mozné pozorovat objekty mensi nez 200 nm.
Prilomu v této oblasti dosahl J. David Robertson, ktery na zékladé snimki z elektronového mikroskopu
(viz Obr. 3) sestavil model membrany. Podobné jako ve vySe uvedenych modelech se jeho model skladal
z lipidové dvouvrstvy, s jednou vrstvou proteinti na kazdé strané (viz Obr. 4). Povedlo se mu také urcit
tloustku membrany jako zhruba 7.5 nm [1].

D
Cell membrane $

.

.
S, a

Obr. 3 - Snimek z elektronového mikroskopu ukazujici dvé bunééné membrany oddélené mezibunéénym
prostorem [1].
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Obr. 4 - Model buné¢né membrany sestaveny na zaklad€ pozorovani elektronovym mikroskopem -
Robertson (1959).

2.2 Struktura membrany
Lipidy se skladaji z polarni hlavicky, tvofené fosfaty a choliny, a nepolarniho fetézce tvofeného
uhlovodiky. Jak je zminéno vyse, hlavi¢ky jsou hydrofilni zatimco fetézce jsou hydrofobni. V disledku

toho lipidy obvykle formuji tvary, ve kterych jsou hlavicky orientovany smérem ven a fetézce smérem
dovniti (viz Obr. 5) [1].

polar head goup

apolar hydro-
carbon chains

rrrrrr

micela (uprostied) a lipidova dvouvrstva (vpravo) [1].
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Vseobecné lze fici, ze se zvySenou koncentraci lipidi dochazi k formovani komplexnéjsich
usporadani. Monomerni lipidy (viz Obr. 5 vlevo) se proto vyskytuji spise pii nizsich koncentracich. Pfi
dosazeni kritické koncentrace se lipidy za¢nou spojovat do tzv. ,,micel” (viz Obr. 5 uprostied), které mohou
nabyvat riznych tvart.

Pfi jesté vysSich koncentraci se lipidy za¢nou spojovat do lamelarnich dvouvrstev (viz Obr. 5
vpravo). V zavislosti na zvySujici se teploté se postupné muzeme setkat s timto pofadim lamelérnich fazi:

1) Féaze L. —Jednase o krystalickou fazi lipidové dvouvrstvy, uspofadanou ve tiech rozmérech.

2) Faze Lg- — Tuto fazi nazyvame gelova, a na rozdil od predchozi faze dochézi k naklonu
lipidi vzhledem k normale membrany (az o 30°). Lipidy jsou uspofadany ve dvourozmeérné
trojuhelnikové miiZce v roviné membrany.

3) Faze Pg- — Faze, pii které dochazi k periodickému jednorozmérnému zvinéni membrany.
Vlnky pravdépodobné vznikaji vlivem periodického rozmisténi fazi Lg- a Ly

4) Féaze L, — Tuto fazi oznadujeme jako fluidni. Retézce jsou v této fazi vétsinou neuspoiadané
a dochazi také k rozpadu mtizky.

%Wéés%%%w ‘m

Obr. 6 - Prehled ruznych fazi, kterymi v zavislosti na teploté prochazi lipidova dvouvrstva [1].
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2.3 Tvary C¢ervenych krvinek

Cervené krvinky, jinak nazyvané také erytrocyty, tvoii v lidském téle zhruba polovinu celkového
objemu krve. Cervené krvinky jsou bezjaderné, a jsou jedinymi buitkami v lidském téle schopnymi prenaset
v krvi kyslik. V jejich ptirozeném stavu zaujimaji tvar bikonkavniho disku (oznacovaného jako diskocyt)
o poloméru piiblizné 8 um a tloust’ce 2 um (viz Obr. 7 uprostied). Tyto buiiky jsou schopny velkych
deformaci, coZ jim umoziiuje protékat i velmi tenkymi vlase¢nicemi, jejichz pramér je az o 50% mensi nez
bézny pramér erytrocytu. [2] [3] [4].

AC
L OO
W

Obr. 7 - Znazornéni tvart, kterych mtize nabyvat ¢ervena krvinka - stomatocyt (vlevo), diskocyt
(uprostied), echinocyt (vpravo) [4]

Mechanické vlastnosti jejich bunééné membrany jsou v jejich pfirozeném stavu plné predepsany
vazbou mezi membranou a cytoskeletem. Jakakoli zména ve vlastnosti membrany tedy nutné¢ znamena
zménu tvaru a funk¢énosti butiky. Zakladni struktura bunééné membrany je vy$e zminénd (viz 2.2) lipidova
dvouvrstva, ktera je v kontaktu s vodnym prostiedim okolo, a jejiz vlastnosti mohou byt ovlivnéni
ptitomnosti ruznych ¢inidel (viz Obr. 8). Cytoskelet je tvofen hexagonalni dynamicka sit' tvofena
spektrinovymi filamenty ptichycenymi k membrané [4].

Cervené krvinky mohou nabyvat také jinych tvard, ale ke zménam tvaru dochézi vzdy podle stejné
sekvence (viz Obr. 7). Jeji zakladni bikonkavni tvar je pfedepsan pfedev§im hodnotou ohybové energie
lipidové dvouvrstvy, ale pfitomnost cytoskeletu ma také vyznamny vliv [3] [4].

Outside Cell Glycophorin C Lipid

B and.a () / , Bilayer |
Bilayer with ~ D/ :.-' .
Embedded — | ' I

Proteins

Cytoskeleton

o

Spectrin
Inside Cell X

Obr. 8 - Znazornéni vazby mezi lipidovou dvouvrstvou a cytoskoletem [5].
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2.4 Numerické modely buriky

Vzhledem k malym rozmérim bunék je jejich experimentalni zkoumani pomérné narocné, zvlasté
pokud jde o mechanické vlastnosti. V takové situaci je Casto lepsi aproximovat bufiku a jeji membranu
numerickym modelem, pomoci kterého je mozné vysetfovat tyto vlastnosti v mnohem mensim méfitku.
V této kapitole si uvedeme nékolik bézné pouzivanych metod.

2.4.1 Coarse-grained particle method (CGPM)

Tato metoda spociva v rozdéleni membrany na jednotlivé Castice, které jsou spojeny pomoct site.
Tato sit’ ma schopnost ukladat v sobé energii. Preferovany tvar, ktery buiika zaujme v Klidovém stavu, je
nalezen pomoci minimalizace takto uloZené energie. Minimalizace je provedena pomoci principu
virtualnich praci a druhého Newtonova zakona. Sit’ na ukladani energie je sestavena tak, aby simulovala
mechanické funkce jednotlivych casti bunky. Mezi bézné definované vlastnosti patii odolnost vaci
stre¢ovani (v dusledku piitomnosti cytoskeletu), konstantni velikost povrchu membrany, konstantni
velikost vnitfniho objemu buiiky a ohybovy odpor membrany. Tento model se vétSinou pouziva k simulaci
chovani erytrocytti pti proudéni [5] [6].

Membrane
Particle

. k,

Linear Potential

T
Fremmm

o,
.
i

Bending Potential

Obr. 9 - Znazornéni diskretizace bunééné membrany pomoci metody CGPM [5]

2.4.2 Coarse-grained molecular dynamics (CGMD)

Tato metoda, stejn¢ jako metoda CGPM, zahrnuje diskretizaci membrany rozdélenim na jednotlivé
castice. Na rozdil od ptfedchozi metody jsou vSak elementy mnohem mensi, coZ umoznuje simulovat
chovani molekularnich téles slozenych z riznych druhi ¢astic s rozdilnymi vlastnostmi. Diky tomu je tato
metoda vhodna napt. k vySetfovani defekti v bunééné membrané. Nevyhoda téchto modelt spociva v tom,
ze diky své vysoké sofistikovanosti jsou uréeny piedevsim k modelovani malych oblasti membrany. Pokud
se pokusime simulovat takto celou membranu, mnozstvi ¢astic potfebnych na diskretizace bude obrovské,
a vypocetni naro¢nost velmi vysoka [5] [7].

Obr. 10 - Znazornéni diskretizace bunééné membrany pomoci metody CGMD [7].
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2.4.3 Dissipative particle dynamics (DPD)

Metoda DPD je podobné vySe zminénym metodam v tom, ze také pouziva popis ¢astic pomoci
energetickych veli€in, a také vyuziva principu virtudlnich praci. Hlavni rozdil je v tom, Ze v metodé DPD
automaticky pocitame se zahrnutim tekuté faze do vypoctl, coz v piredchozich metodach neni nutné. Tato
metoda se rovné€Z pouziva k simulaci proudéni a deformace. Pokud jde o tvar buiiky, touto metodou byly
zatim simulovany pouze diskocyty [2] [5].

Obr. 11 - Diskretizace diskocytu pomoci metody DPD [2].

2.4.4 Metody na bazi bilayer-couple hypotézy

V této métod¢ je zména tvaru membrany fizena podle hodnoty AA,, ktera znaéi rozdil povrchi
mezi rovinami dvouvrstvy. Tento vyraz je zahrnut do energetické rovnice, kterd popisuje chovani
dvouvrstvy véetné chovani v ohybu. Tvar buriky v klidovém stavu se opét ziskava pomoci minimalizace
takto popsané energie. Stejné jako piedchozich metodach pocitame s povrchovou a objemovou
nestladitelnosti a odolnosti vii¢i stre¢ovani [5].

Na rozdil od predchozich metod vSak minimalizace neprobiha metodou virtudlnich praci, ale
nahodnou metodou Monte Carlo. Vyhodou této metody je, Ze je analyticky nendro¢na, ale jeji ndhodnost
muze potencialné zna¢né prodlouzit vypocetni ¢as. Tato metoda byla uspésné vyuzita k simulaci tvart
stomatocytu a echinocytt (viz Obr. 7), ale pouze v klidovém stavu. Nevyhodou je, Ze protoze metoda Monte
Carlo je ndhodna, neni mozné ptredepsat pohyb ¢astic jako u metody virtualnich praci [5].

2.4.5 Metoda kone¢nych prvkii (MKP)

Dalsi moznou metodou simulace chovani erytrocytd je MKP. Pro pouZiti této metody je nutné
nejprve predem definovat tvar kiivky, vétSinou pomoci analytické rovnice. To pfedstavuje problém pii
zkoumani jinych tvarti bunék (pfedevSim echinocytil), protoZe tyto tvary mnohdy neumime analyticky
popsat [5].

wevr

MKP neni ptili§ vhodna k simulovani velkych deformaci, které u téchto buné€k vznikaji. To vyZzaduje
mnohem jemnéjsi sit’ bodl, coz komplikuje a zpomaluje vypocet. Navic je také nutné piedepisovat
komplikovanégjsi vazby mezi pevnou a tekutou fazi, coz vytvaii dalsi komplikace pii vypoctu. Metoda MKP
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také neni vhodna k simulaci heterogennich materiald, takze zahrnuti defekti nebo riznych druht ¢astic
jako v metodé¢ CGMD se zatim nepovedlo [5].

2.4.6 Helfrichova teorie elasticity membrany

Tato teorie charakterizuje mechanické vlastnosti bunééné membrany pomoci deformaci vyvolanych
tepelnymi zménami. Bunééna membrana je aproximovana pomoci dvourozmémého povrchu
charakterizovaného lokalni hodnotou kfivosti a pramérnou plochou molekul, které tento povrch tvoii. Diky
této aproximaci je mozné vyjadtit kompresi nebo rozpinani v te¢ném sméru a zkiiveni v normalovém sméru

[3] [4]

Lokalni kfivost je vyjadfena pomoci dvou matematickych veli¢in zvanych stfedni kiivost H and
Gaussova kiivost K definovanych pomoci vztahii (1) a ( 2), ve kterych ¢leny ¢, a ¢, predstavuji hlavni
kiivosti [3] [4] [8].

2H=c, +¢, (1)
K =cicy (2)

Pomoci téchto veli¢in je mozné vyjadrit vztah ( 3 ) pro volnou energii na jednotkovy povrch membrany

1
U=5k(2H = o) + K +7, (3)

kde ¢len x znaci ohybovy modul, & Gausstiv modul @ ¥ povrchové napéti. Clen ¢, zna¢i hodnotu vlastni
kiivosti, ktera reprezentuje vliv chemického slozeni a asymetrie membrany. Energii celé membrany
ziskdme pomoci integrace po celém jejim povrchu [3] [4].

jU(H,K) =_[{%K(2H—CO)2+EK+y}dA (4)

Pokud chceme zjistit tvar membrany s minimalni energii, miZete to provést pomoci varia¢niho
poctu s podminkami konstantni plochy A a konstantniho objemu V [4]. Ve vysledku jde o minimalizaci
hodnoty urcitého integralu s okrajovymi podminkami. Pokud na rovnici ( 4 ) aplikujeme metodu
Lagrangeovych multiplikatort, je mozné zapsat vyraz ( 5).

5{;[(&+Cz—Co)2dA+AP'V+/1'A}=0 (5)

Ve vyrazu (5) ¢len § znadi variaéni symbol a ¢leny p a A reprezentuji Lagrangeovy multiplikatory.
Pokud tuto rovnici vydélime ¢lenem k, tak zjistime, ze tvar bunééné membrany nyni zavisi na parametrech
Ap/k a A/x. MizZzeme tedy fici, Ze ohybovy modul k slouzi jako méfitko Lagrangeovych multiplikatort p
al[4].
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3 Cile prace
Utelem této prace je sestavit numericky model pro vypocet energie bunééné membrany podle
Helfricha (1973) [3] pro dvourozmérnou ulohu. Specifickeé cile prace:

Odvaodit vztah pro energii bunééné membrany pro dvourozmérnou tlohu. Toto odvozeni je
inspirovano odvozenim, které bylo provedeno pro trojrozmérnou tilohu v ¢lanku od Martinez-
Balbuena (2021) [4].

Takto odvozenou rovnici prevést na obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu a poté ji
vyftesit v softwaru MatLab, ¢imz ziskame tvar bunééné membrany S minimalni deformacni

energii v zavislosti na Lagrangeovych multiplikatorech a vlastni kiivosti.

Zhodnotit vliv Lagrangeovych multiplikatorti a vlastni kiivosti na tvar, délku, vnitini plochu
a deformacni energii analytické kiivky.

Tento analyticky tvar diskretizovat pomoci interpola¢ni funkce a vytvofit numerickou
aproximaci pomoci elementt stejné délky.

Navrhnout optimalizac¢ni algoritmus pro minimalizaci deformacni energie kiivky pfi
konstantni délce a ploSe s vyuzitim metody Monte Carlo

Zhodnotit vliv hustoty diskretizace a zvoleného zpiisobu numerického vypoctu kiivosti na
presnost modelu.

Ovefit, ze analyticky tvar i jeho numericka aproximace reprezentuji stav s minimalni
deformac¢ni energii pomoci navrzeného optimaliza¢niho algoritmu Monte Carlo.
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4 Pouzité metody

4.1 Odvozeni analytické rovnice energie membrany

Pii odvozeni rovnice pro energii bunéné membrany ve dvou rozmérech budeme vychazet
z rovnice ( 5 ) odvozené pro trojrozmérnou ulohu ptevzaté z Martinez-Balbuena et al. (2021) [4]. Stejné
jako v odvozeni pro trojrozmérnou tlohu se snazime najit takovy tvar membrany, pro ktery bude splnéna
Euler-Lagrangeova diferencialni rovnice ( 6 ).

d (0F\ _oF _ (6)
()

Diky tomu, ze se pohybujeme pouze ve dvourozmémém prostoru, si vystaéime pouze s jednou
hodnotou kiivosti. Zaroveii musime také zménit oblasti integrace tak, Ze je zizime o jeden rozmér. To
znamend, ze z ploSného integralu se stane integral po délce, zatimco z objemového integralu integral
plosny.

Cl == O (7 )
dA - ds (8)
dv - dA (9)

/’l Z iy
57
dA
ds
dz
dz
(0 :
dx © - >

Obr. 12 — integracni oblasti ds (vlevo) a dA (vpravo).
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Dosazenim uprav (7 ), (8) a (9 ) do rovnice ( 5) dostaneme tvar rovnice pro dvourozmérnou
Ulohu. Nasledné rozsifime integral v rovnici ( 10 ) tak, aby obsahoval i ¢leny Ap a A. Vysledkem tohoto
kroku je rovnice (11).

5{§f(c2—00)2d5+Ap-A+/1-s}:0 (10)

5{[[;(02—c0)2d5+Ap-dA+/1-ds]}:0 (11)

Nyni musime do rovnice ( 11 ) dosadit vyjadfeni integracnich oblasti. Integra¢ni oblast ds
vyjadiime ve vztahu ( 12 ) pomoci funkce cosy (viz Obr. 12). Dale si obdobnym zptisobem, ale tentokrat
s vyuzitim funkce tan ¥, vyjadiime rozmér dz. S vyuzitim geometrie ulohy pak zapiSeme vztah ( 13) pro
integracni oblast dA. Kfivost ¢, definujeme jako zménu uhlu ¥ po délce kiivky s. Pokud do tohoto
vyjadieni dosadime vztah ( 12 ), dostaneme pro k¥ivost ¢, vztah (14).

— (12)
ds_cosdjdx
dA=de:xtan1pdx=x51mpdx (13)
cosy
_W_dy i (14)
cz—ds—dxcosdj—l/)coszp

Takto ziskané vztahy (12 ), ( 13) a ( 14 ) dosadime do rovnice ( 11 ), ¢imz ziskdme vztah ( 15)

.. , , . . , , o “ 1 sz
pro energii membrany v zavislosti na thlu . Z tohoto vztahu nasledné vytkneme ¢leny g CR—t ziskédme

vyjadfeni ve zjednoduSeném tvaru ( 16 ). Nasobeni konstantou nema vliv na pribéh integrace, takze k pied
zavorkou muizeme zanedbat a zapsat rovnici ve tvaru ( 17).

, 2 q : )
’ ”g(wcosw_c‘)) WJ’AP"C;Z:DIJH'cosw]d"}:O (15)
® fZC(izlp[(lpcosd’_Co)z+A7p'2xsin1/)+%]}=0 (17)

Pii vypoétu prvniho &lenu rovnice ( 6 ) derivujeme podle dy. To nAm umoziuje uvazovat v Zavorce
v rovnici ( 17 ) pouze prvni ¢len, protoze v ostatnich neni tento ¢len obsazen. Pomoci derivace vnitini
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funkce ziskame vyraz ( 18 ), ktery pak dale derivujeme podle dx. Protoze na x zavisi ¥ i 1, musime provést
pro prvni ¢len derivaci soucinu. Vlastni kiivost ¢, na x nijak nezavisi, takze jeji derivaci opét neuvazujeme.
Vysledkem je vyraz (19).

JoF 2 . . 18
_alpzzzzzg(tpcostp—co)=l/)c051/J—co (18)
d (0F\ . X (19)
I <6w> P cosy — P2 siny

Pro vypocet druhého ¢lenu rovnice ( 6 ) provedeme derivaci souéinu a nasledné derivaci slozené
funkce. Derivujeme podle 9y, takze béhem derivace zavorky mizeme zanedbat pouze tieti ¢len. Po
vykraceni ¢itatelti a jmenovateld ziskame tvar ( 21 ) pro vyjadieni druhého ¢lenu ELDR.

JdF siny , Ap ) 211 2y siny
@ZM[(IIJCOSIP_CO)Z+7.2xsmw+ K] 2cos Zoosy (Peos¥ <o) (20)
2xAp cosy
2K cos Y
oF i . A 21 A (21)
FTi %[(lpcosw - 00)2 +7p- 2x siny +7] ll;zlsnl;b (Y cosyp —co) + P

Nyni je tfeba tyto dva Eleny vyjadiené v ( 19) a ( 21 ) dosadit do rovnice ( 6 ). Rovnici anulujeme
a dostaneme rovnici ( 22 ). Roznasobenim zavorky (zp cosy — co)2 ziskame rovnici ( 23 ), a dal§im
roznasobenim vsech zbyvajicich zavorek rovnici ( 24 ).

0 =1 cosyp —p?siny — [(l,l)cosw,b—co) +_p 2xsml,b+2/1]

2 oszw,b

(22)
lpSlnll) xAp
Coswp (l,l)COSl,l)—CO)——
0=1])cosv,b—1/)zsin1/)—2iior:2/)lp [1/}2c0521/)—2001/}c051/)+002+A’€—p-2xsinlp+%]
¢51n1/) xAp (23)
L.
siny siny siny Ap )
0=1cosyp — 1/)251n1/)——1/)251n1/)+1/)ms¢ _2c0521/)602_2coszlp7.2xsmlp (2)
siny 24 5 smlp xAp
~ 2cos21Y K o FYising —y cosp 0T Tk
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siny

Nyni se pokusime rovnici ( 24 ) co nejvice zjednodusit. Zaéneme vytknutim ¢lent 12,1 a

2 cos2y
zapiSeme tvar ( 25 ). Po upravach vyrazu v zavorkach ziskame tvar ( 26 ).
smt/; siny siny

o= iy s Jand) oS- 2Ee) o 28

Y cosyp + P2 siny — siny siny |+ ¢ cosw coswco +2C0521/) (25)
( , AOp 9 2/1) xAp
Co » xsiny » »
_ ) siny Ap _ ] 20\ xAp (26)
0= lpcosw——lp 51n1/)+2 o520 2—7 2xsm1/;—7 -

Naslednd si potiebujeme vyjadiit vztah pro vypocet 1, ktery bude pouzit pro fefeni wlohy
v softwaru MatLab. Abychom tento vztah ziskali, potfebujeme vyraz i z rovnice ( 26 ) pievést na opaénou
stranu, a poté cely vztah vydélit cos i, ¢imz dostaneme finalni vztah ( 27).

siny siny

xAp (27)
+
cosy 2cos3y

Kcosy

L1
Y =Sy?

( 2+Ap 2x si +2/1)+
— ln —
> Co » xsiny »

Nakonec je tfeba upravit cely vztah na takovy tvar, ktery bude mozné numericky vytesit. To
znamena, ze vysledny tvar musi obsahovat nejvySe prvni derivaci. Tento problém vyfeSime pomoci
substituce. Misto proménné 1 definujeme pomocnou proménnou ¢4, zatimco jeji derivaci ¥ vyjadiime
jako ¢,. Diky této Gipravé jsme schopni zapsat vztah ( 30 ) pro 1, a jeho dosazenim do ( 27 ) ziskame finalni
vztah (31).

p1=Y (28)

P1 =P =9, (29)

$1 =1 = @, (30)
1 sin ¢, sin ¢4 ( Ap 21) xAp (31)

s — 2 2 _2 . =

2 2(/)2 cos@, 2cos3q@, Gt K xsings + K +KCOS(p1
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4.2 Implementace analytické ulohy v MatLabu

K feSeni analytické ulohy zadané vztahem ( 31 ) vyuZijeme funkci pro feSeni okrajovych uloh
bvp5c (viz Obr. 13). Tato funkce fesi okrajovou tlohu pomoci integrace soustavy diferencialnich rovnic
prvniho fadu zadanych ve formé y = f(x, y). Tato funkce ma tii hlavni vstupni parametry [9].

Deklarace proménnych

h J

Inicializace

Y
Diskretizace definiéniho oboru

h 4
e mmm—————— Zavolej bvp5c() fp========--

Y Y k4
Systém ODR 1. fadu Okrajové podminky Funkce odhadu feseni

l

[ Zavolej funkci Deval() pro ]

vyhodnoceni feSeni

l

Numerické vysledky

Obr. 13 - Vyvojovy diagram funkce bvp5c — ptelozeno z [10].

Prvnim parametrem je funkce, zadana formou soustavy diferencialnich rovnic prvniho fadu ve
forméatu ¢ = f(x, @), které chceme vytesit. V nasem piipadé se jedna o zapis substituénich vztaht pro ¢
a ¢, ve formétu MatLab kodu.
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P1 = @ (32)

. 1 sin ¢, sin ¢4 ( Ap ) 2/1) xAp (33)
— _ . 2 24" —
2 2 2 cosp, 2cos3qp, €+ K xsings + K * K COS (1
funkce = (¢1, ¢2) (34)

Druhym parametrem jsou okrajové podminky, kterymi bude funkce omezena. Pfedpokladame, ze
tvar bunééné membrany musi byt symetricky (viz Obr. 14), a Ze vznikla kiivka musi byt hladka (viz Obr.
14). Pro dosaZeni tohoto stavu je nutné, aby oba konce k¥ivky sviraly pravy thel se soufadnicovymi osami.
Tuto podminku definujeme pomoci hodnot Uhlu ¢, na zaéatku a na konci defini¢niho oboru. Hodnotu na
zacatku oznacime ¢, a hodnotu na konci ¢,.

P14 =0 ( 35 )
_r (36)
P1p = 2
T
okrpod = (015 =) (a1

Poslednim parametrem je pocateéni odhad FeSeni. V nasem piipadé definujeme poc¢ateéni odhad
@1 1 @, na obou koncich definiéniho oboru x jako velmi malé, ale nenulové ¢islo.

x = (0,10) (38)
odhad = (x,[0.001 0.001]) (39)

Tyto tii parametry zadame do funkce bvp5c a ziskdme FeSeni ve tvaru (40 ). Ziskané hodnoty ¢,
a ¢, pouzijeme k vykresleni tvaru kiivky. Pti vykreslovani kiivky musime mit na paméti, ze pocate¢ni
soufadnice z je nulova, takze ptivodni vykreslena kiivka nebude koncit na ose x (viz Obr. 15). Abychom
dosahli pozadovaného tvaru a polohy, musime od kazdé soufadnice z; odecist konecnou hodnotu zy,.

FeSeni = bvp5c(funkce, okrpodm, odhad) = (¢4, ;) (40)
dz = dx - tan ¢, (41)
zi=2zi_1—dz—2zy (42)
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Daéle vypocitame délku kiivky L, plochu pod kfivkou A a deformacni energii U. K vypoctu téchto
hodnot vyuzijeme numerické integrace pomoci funkce trapézového integralu. Pouzity MatLab kdd je
k nahlédnuti v P¥iloze 4.

10 " (43)
L=f dx
cos ¢
0
10 (44)
A=fx-tan<p1dx
%o 10
U=f(c —C)Zde((p'COS(p —co)?- ! dx ()
2~ Co 2 17 %) s oy
0 0
2L
|_|1_
Z,
N L
2L
| | | | | | | | | |
10 8 6 4 2 0 2 4 6 8 10
x [pm]

Obr. 14 - Ktivka znazorfiujici tvar celé buné¢né membrany ve 2D.

---------- ptvodni krivka
—posunuta krivka

s T
S
=
TN
0 I
0
z |
_1 N
| | | | ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 . 9 )

x [pm]
Obr. 15 — Pavodni kfivka (teCkovana) a kiivka posunuta do nuly (plna).
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4.3 Numericka aproximace

Kdyz uz mame vyjadieni analytické kiivky z programu MatLab, je nutné vytvofit jeji numerickou
aproximaci. Numerickou aproximaci kiivky vytvotime pomoci pfedem zvoleného poctu boda, které lezi

na dané kiivce (viz Obr. 16). Tyto body pak mezi sebou propojime a ziskame vektorové elementy e;, ze
kterych sestavime numerickou aproximaci kiivky.

—analyticka krivka
-e-numericka aproximace

0 1 2 3 4 5 6 7 8

x [pm]
Obr. 16 - Aproximace analytické kiivky pomoci numericky vytvotrenych elementu.

Kazdy vektor elementu pak musime popsat tak, aby pomoci jejich kombinace bylo mozné vykreslit
ktivku. K tomu potiebujeme pro kazdy element tyto parametry:

° VYChOZi bod P; [Xi, Zi]

e Délku elementu [; = |e,|

e Unhel sklonu elementu v;

Obr. 17 - Geometrické znazornéni elementu.

Kiivku nasledné vyjadiime jako soucet pocatku a sumy vektorovych elementd, jejichZ pocet si
oznac¢ime jako N. Pocatek oznacime P a protoze bodti musi byt o jeden vice nez spojnic mezi nimi,
konec¢ny bod kfivky oznacime jako Py 1.

N (46)
Py =P + ‘e‘f+e_2’+...+‘e‘;=P1+ZE{
i=1
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Polohy pocatku a konce kfivky jsou do znacné miry omezeny okrajovymi podminkami. Pfestoze
aproximaci (a naslednou optimalizaci) provadime pouze v prvnim kvadrantu, je tieba mit na paméti, Ze tvar
ktivky ma simulovat tvar buné¢né membrany. To znamena, Ze pii promitnuti takto ziskané kiivky do
ostatnich kvadrantd pomoci symetrie nesmi vzniknout Zadné nespojitosti nebo mezery. Pro dosazeni této
podminky je nutné, aby zacatek i konec kiivky vzdy lezely na soutadnicovych osach.

P1 [0, Zl]

Pyy1[xn+1,0]

Pouzity MatLab kod je k nahlédnuti v Pfiloze 5.

4.4 Zpisoby definice elementi pro numerickou aproximaci
4.4.1 Metoda elementu stejné délky

Tato metoda spociva v tom, ze na kiivku ziskanou analytickych feSenim pouzijeme interpolacni
funkci. Interpola¢nim parametrem bude délka kiivky L, kterou ziskame jako soucet vzdalenosti
jednotlivych bodii mezi pivodni kfivky. Tyto body oznacime jako A; a jejich vzdalenosti mezi sebou jako
a;, priCemz pocet té€chto vzdalenosti oznacime M.

@ = |4 = 4] = \/(xj+1 ~%) + (511 -7) (47)
M

L= g (48)
=1

Tuto délku kfivky nasledné rozdélime na N stejné dlouhych kroki. Cislo N zna&i pocet elementt,
ktery jsme si zvolili (viz 4.3). Rozd€lenim ziskdme interpolacni krok Lge, , ktery pouzijeme k ziskani
odpovidajicich soufadnic bodti P; na osach x a z. Ze soufadnic téchto bodl nasledné vypoéteme délky
elementt [; a jejich Ghly sklonu ;.

L 49
Lstep = N (49)
L = Py — Pil =/ (xigq — %)% + (241 — 2)2 (50)
Zinq — Z; 51
1/Ji — —asin( i+1 l) ( )
a;

Po ziskani téchto parametrti ze vztahti (50 ) a ( 51 ) uz mame vse potiebné, abychom mohli vytvorit
numerickou aproximaci kfivky. Provedeme to pomoci vztahu ( 46 ), ktery zapiSeme v parametrickém
vyjadieni jako (52 ) a ( 53 ). Pouzity MatLab kod je k nahlédnuti v Piiloze 5.

i (52)
Xit1 = Xg + Z lj - cosy;
j=1
L
zi+1=zo+le-sin1/)l- (53)
j=1
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4.5 Metody numerického vypoctu k¥ivosti

Jednou z hlavnich vlastnosti, kterou u numerické aproximace kiivky sledujeme, je hodnota velikosti
deformacni energie. Jak vidime ve vztahu ( 54 ), hodnota deformacni energie ptimo zavisi na vypoctenych
hodnotach ktivosti. Je proto dilezité zajistit, aby nase zvolena metoda vypoctu kiivosti byla co mozna
nejpresnéjsi. Tato kapitola se bude zabyvat stru¢nym popisem jednotlivych metod.

L
Uzgf(cz—co)zdl (54)
0

Obr. 18 - Znaroznéni numerické aproximace kiivky vytvofené pomoci elementd a (hlt sklonu.

4.5.1 Metoda primérné kiivosti
Tato metoda pocita kiivost ¢; pomoci poméru mezi zménou thlu Y a délkou elementu. Pokud si
definujeme zménu Ghlu jako dy a délku elementu jako [;, 1ze tuto metodu vyjadfit vztahem (57 ).

(55)
dy; =i — Y
(56)
el = I = v/ Cripr — %)% + (2141 — 2)?
_1(dy dvin (57)
“T2 <ﬁ IZQI)
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4.5.2 Discrete winding number theorem
V této metod€ postupujeme podobné jako v té predchozi. Narozdil od ptedchozi metody, zde
uvazujeme pouze jednu zménu thlu dip, kterou nasledné podélime diskrétni délkou elementu [; [11].

el t el

) (58)
2dy;

C =T 59

A (59)

4.5.3 Discrete gradient of arc length
Tuto metodu je mozné odvodit ze vztahu mezi diskrétnim gradientem délky oblouku L a
numerickou kiivosti ( 60 ). Po upravach s vyuzitim funkce sin(dy/2) ziskame vztah ( 61) [11].

le;l = IIVLI|; (60)
4sind12’b" (61)

Ci == ——

' |el| + |el+1|

4.5.4 Discrete area inflation

Tato metoda vychéazi z vypoctu zmény plochy v disledku jejiho rozsifeni pomoci rovnobézek s
pavodnimi hranami. Na zakladé této operace je mozné vyjadfit si dip pomoci vztahu ( 62 ). Pokud tento
vyraz podélime hodnotou [; podle vztahu ( 58 ), dostaneme vysledny vztah pro kiivost ( 63 ) [11].

dy,
4tan% (63)

Ci =T
' |el| + |el+1|

4.5.5 Fitovani kruznic

Tato metoda spociva Vv nalezeni rovnice pro kruznici v pfipadé, Zze zname 3 jeji ruzné body
P;[x;, z;]. Pro kazdy z bodi si vyjadiime obecnou rovnici kruznice ( 64 ). Z této soustavy rovnic nasledné
ziskame soufadnice stfedu S[xs, zg], po jejichz dosazeni do kterékoli z pivodnich tii rovnic dostaneme
hodnotu poloméru R. Kiivost ¢; poté vypocitame podle vztahu ( 65 ) jako ptevracenou hodnotu poloméru
[12] [13].

(xi _xs)z + (Zi _Zs)z —r2=0 (64)
_ 1
“TR (65)

29



4.5.6 Rozsifeni kiivky a pifedepsani symetrie

Ve vSech vyse uvedenych metodach si miizeme v§imnout, Ze k vypoctu kiivosti v konkrétnim bodé
musime mit k dispozici délky obou elementd, které s timto bodem sousedi. Pro uspésny vypocet kiivosti
V pocate¢nim a koncovém bodé¢ aproximace je tedy potieba pridat na kazdou stranu jesté jeden element. To
vede K rozsiteni piivodniho tvaru (viz Obr. 19). Timto rozsifenim zaroven piedepiSeme pozadovanou
symetrii Glohy (viz 4.2). Provedeme to pomoci nastaveni dy pro ptidané elementy jako (66 ) a ( 67 ).

dyo = 2¢, (66)

dle+1:2'(g—¢N) (67)

2.5

1.5+

L

— 0.5

-0.5 —

15 \ \ \ \

-2 0 2 4 6 8 10

x [pm]
Obr. 19 - Doplnéni kiivky o jeden symetricky element na obou koncich - pivodni kiivka (nahote) a
doplnéna ktivka (dole).
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4.6 Optimalizace tvaru pomoci minimalizace deformacni energie

Na kiivce ziskané numerickou aproximaci je nasledné mozné provést optimalizaci tvaru pomoci
metody Monte Carlo (viz Obr. 20). Ugelem optimalizace je nalézt takovy tvar kiivky, pii kterém bude
dosazeno minimalni hodnoty deformacni energie U. Jedna se o lokalni optimalizaci provedenou pomoci
while cyklu. Cyklus pobézi tak dlouho, dokud nedosdhneme urcitého poctu n po sobé jdoucich opakovani,
ve kterych nedojde ke snizeni hodnoty deformacni energie. Pocet opakovani, pii kterém se cyklus zastavi,
oznacime jako Ny,

K zahajeni cyklu potfebujeme vychozi konfiguraci K, tedy kiivku (viz 4.3) popsanou pomoci
pocate¢niho bodu Py[0, z,], délek jednotlivych elementt [; a velikosti jejich sklond ;. PoCet elementii
tvoricich tuto kiivku oznac¢ime jako N. Pro takto definovanou konfiguraci si nasledné spoéteme celkovou
délku kiivky L, celkovou plochu pod kiivkou Ay, a hodnotu deformaéni energie U,, kterou ziskdme
vypoétem z hodnot kiivosti zadané kiivky (viz 4.5).

Pak uz nastava samotna optimalizace, ktera je omezena tfemi okrajovymi podminkami:

e Délka kiivky L musi zlstat stejna
e Plocha pod kiivkou A musi zlstat stejna
e Pocatecni a koncovy bod kiivky musi ziistat na soufadnicovych osach

Zahajime ji tak, ze nahodné vybereme thel 1); a zménime ho o malou hodnotu dy;. Tim dostaneme
novy tvar kfivky, ktery ale nespliuje okrajové podminky. Je proto nutné zmeénit dalsi parametry kiivky tak,
aby podminky splnény byly. Vybereme proto dalsi dva ndhodné (jiné nez ;) Uhly ; a . Tyto dhly
nasledné zménime o malé hodnoty di; a diyy. Dalsim parametrem, ktery je moZno zménit, je pocatecni
soutadnice z,, ke které pfic¢teme zménu dz,. Tento postup se opakuje (ptes funkci fsolve), dokud nejsou
splnény okrajové podminky.

Novou konfiguraci k¥ivky, ktera okrajové podminky spliiuje, ozna¢ime K,,,,,, a spo¢itame pro ni novou
hodnotu deformacni energie U,,,,,, kterou porovndme s ptivodni hodnotou U, abychom zjistili, zda je nova
hodnota deformacni energie mensi nez ta ptivodni. Pokud ne, nova konfigurace K., je zapomenuta a
vracime se zpét ke K. Zaroven jest€ musime zaznamenat, Ze se jednalo o netispé$ny pokus, coz vyjadiime
pti¢tenim jednicky k ¢islu n. Pokud ano, stava se z konfigurace K,,,,, nova vychozi konfigurace. Podobné
také hodnota deformacni energie U,,,,, nahradi piivodni hodnotu. Hodnota ¢isla n se pii uspéSném pokusu
vrati na zpét nulu.

Kdyz se za¢neme blizit k lokalnimu minimu, nachazeni konfiguraci s nizs$i energii je stale t&€z8i, coz
znamena, Ze hodnota ¢isla n se resetuje méné Casto. Ve chvili, kdy hodnota n dosahne pfedem zvolené
hodnoty n..;+, cyklus se zastavi.
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[ VWychozi konfigurace Ky ]

!

[ Uréime energii Uy ]
i*
. “ _ Zménime dhel W; o
MNahodne vyber segment i .
maly uhel dy;

l

Dopotteme dz; a dhly dy,; a ANO
ﬂéhodné vyber segmenty .k dw, tak, aby byly spin&ny
ry okrajové podminky

MNE

NE

Okrajové podminky
spinény?

KOMEC ]

Obr. 20 - Vyvojovy diagram optimaliza¢niho algoritmu Monte Carlo.
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4.6.1 Parametry optimalizace

V ptedchozi kapitole jsme zvolili jako optimalni numericky model. Analytickou kiivku
aproximujeme 20 elementy a kfivost po¢itime pomoci metody primérné kiivosti. Nyni se miizeme pustit
do provedeni optimaliza¢ni tlohy. Nejprve vyhodnotime funkénost optimalizace tak, Ze jako pocate¢ni bod
zvolime jednoduchy geometricky tvar. Optimalizace ma Ctyfi dilezité parametry.

Prvnim parametrem je konstanta k, uréujici velikost nahodného vychyleni Uhlu dy; na pocatku
kazdého cyklu. Hodnotu vychyleni v konkrétnim cyklu vypocitame jako nahodné ¢islo od —0.5 do 0.5,
které pak prenasobime zvolenou konstantou. Funkce rand generuje nahodné ¢islo od 0 do 1, takze funkei
pro generovani nahodné zmény zapiSeme jako ( 68 ).

d; = k - (rand — 0.5) (68)

Druhy pamametr je kriticky pocet cykli ny,.;;, ktery mizeme oznacit jako ,,vytrvalost” algoritmu.
Tento parametr zna¢i mnozstvi po sob¢ jdoucich cykld, pii kterych se nesnizi hodnota deformacni energie.
Pokud se zacneme blizit k lokdlnimu minimu, nalezeni jiného tvaru s niz$i energii je mén¢ a méng
pravdépodobné. Velikost tohoto parametru uréuje, jak dlouho bude algoritmus pokracovat bez nalezeni
lepsiho feseni. Vyssi hodnota obvykle (ne vzdy, protoze metoda Monte Carlo je ndhodnd) vede k nalezeni
1épe optimalizovaného feseni.

Tteti a Ctvrty parametr jsou rozmeéry vychoziho tvaru. V nasem ptipadé volime elipsu, kterou zaddme
parametricky s parametry a a b (viz Obr. 21). Protoze ulohu bereme jako osové a stfedové symetrickou,
muzeme elipsu vyjadfit pouze v prvnim kvadrantu. Elipsu vykreslime jako mnozinu bod P a vzniklou
,-analytickou” kiivku potom numericky aproximujeme pomoci elementa stejné délky (viz 4.4).

Pla-cost,b sint], t€(0,7/,)

k =0.002
Nkrit = 20000

Obr. 21 - Parametrické konstrukce elipsy [14].
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5 Vysledky
5.1 Analyticka uloha

Tato kapitola se zabyva zhodnocenim vysledkt ziskanych odvozenim rovnice pro dvourozmeérnou ulohu
(viz 4.1) a jejim zapsanim a vyfeSenim v softwaru MatLab (viz 4.1 a 4.2). Hodnoti se vliv hodnot
Langrangeovych multiplikatori Ap a A a také vlastni kiivosti ¢, na vysledny tvar ziskané kiivky. Pro
vybrané tvary také vypocteme délku kiivky L, hodnotu plochy A a hodnotu deformaéni energie U. Protoze
rizné tvary kiivky maji rizné rozméry, zavedeme také relativni deformacni energii na jednotku délky. Pro
vSechny tyto simulace tvaru byla uvazovana hodnota ohybového modulu

k=10 kgT.

Nejprve si vytvoiime referen¢ni konfiguraci (viz Obr. 22), ve které dame vSem parametrim velmi
malou hodnotu, v nasem piipadé 0.01 . Tvar této konfigurace je blizky tvaru kruZnice, coz odpovida
hypotéze, ze bunka bez vnéjsiho zatizeni zaujima tvar koule.

10 -
A=0.01 —Ap =0.01
¢, = 0.01 —Ap =0.05

8 —Ap=0.10
—Ap = 0.142
6 Ap =0.15
4_ [
2 L
B
[N
2L
4L
6
8L
_10 | | | |
-10 -5 0 5 10
x [pm]

Obr. 22 — Zména tvaru kiivky v zavilosti na hodnoté Lagrangeova multiplikatoru Ap.
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5.1.1 Vliv Lagrangeova multiplikatoru Ap

Pti hodnoceni vlivu Lagrangeova multiplikatoru Ap mizeme pozorovat (viz Obr. 22), Ze s rostouci
hodnotou Ap se kiivka zplostuje a ziskdva bikonkavni tvar, charakteristicky pro ¢ervenou krvinku. To
postupné vede ke zkracovani délky L a zmensovani plochy A (viz Obr. 23).

Pokud vezmeme v tvahu symetrii ulohy, protnuti kiivky s osou X (viz Obr. 22) znamena, ze Se
membrana protnula sama se sebou. Z toho diivodu pro tyto stavy uz nepocitime zadné hodnoty, protoze
vtuto chvili pochazi k poruseni membrany. Uvedené hodnoty (viz Tab. 1) byly vybrany z dtvodu
nazornosti. Kompletni vycet hodnot je k nahlédnuti v Priloze 1.

Tab. 1 — srovnani vlastnosti ki'ivky v zavilosti na hodnot¢ Lagrangeova multiplikatoru p.

[ | 2] | el | rwem | oaten | vien |0
0.01 0.01 0.01 14.19 63.35 2.57 0.18
0.05 0.01 0.01 12.12 38.66 4.71 0.39
0.10 0.01 0.01 11.39 23.95 8.49 0.75
0.142 0.01 0.01 11.38 11.39 13.99 1.23
0.15 0.01 0.01 - - - -

Multiplikator Ap ma také vyznamny vliv na hodnotu deformacni energie. Se zvysujici se hodnotou Ap se
zvysuje také deformacni energie. Nejvyssi hodnota dosazena pred porusenim membrany je zhruba 5.5-krét
vy$$i nez hodnota referencni. Vzhledem k tomu, Ze béhem nartistu energie dochazi zaroven ke zkracovani
délky L, bude narist relativni deforma¢ni energie mirné rychlejsi. Jeji nejvyssi hodnota je pfiblizné 7-krat
referencni hodnoty.

14+ 60F
‘E13} Ng 40
= =
=~ <
121 20
L T 0 L L
0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
15 . .
e 1t
= 10 S
:m ?m
= 2 0.5
> 5 -
S
0 ‘ : 0 ‘ :
0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15

Ap [J/pm?] Ap [J/pm?]

Obr. 23 - Vliv hodnoty Lagrangeova multiplikatoru p na hodnoty L, A, U aU/L.
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5.1.2 Vliv Lagrangeova multiplikatoru A

Pti hodnoceni vlivu Langrangeova multiplikatoru 1 miazeme vidét (viz Obr. 24), Ze stejné jako
jako v ptipadé€ multiplikatoru p dochézi ke zplostovani kiivky, zkracovani délky L a zmenSovani plochy A
(viz Obr. 25). Pokud se podivame na zadané hodnoty A a piislusné zmény tvaru, mtizeme zietelné vidét, ze
vliv multiplikatoru A na tvar kfivky je vyrazné mensi nez vliv multiplikatoru p. Abychom mobhli vliv 1épe
pozorovat, jsme nuceni zvolit mnohem vétsi rozsah hodnot. Ani pfi velmi vysokych hodnotéach si vSak nelze
vSimnout pfechodu k bikonkavnimu tvaru jako pfedchozim piipadé.

10 -
Ap =0.01|—A=0.01
¢, =001 |—A=015
0 —A=05
_— )\ =
——A=5
A=25
E)
=
N
_10 | | |
-10 -5 0 5 10

x [pum]

Obr. 24 - Zména tvaru piivky v zavislosti na Lagrangeové multiplikatoru A.



Tab. 2 - srovnani vlastnosti kiivky v zavilosti na hodnot¢ Lagrangeova multiplikatoru A.

wl] | AlE] | e | o | awen | vwen | V[
0.01 0.01 0.01 14.20 63.35 2.54 0.18
0.01 0.15 0.01 13.15 52.02 3.12 0.24
0.01 0.5 0.01 12.18 40.13 4.46 0.37
0.01 1 0.01 11.64 32.49 6.02 0.52
0.01 5 0.01 10.77 17.36 13.31 1.24
0.01 25 0.01 10.35 8.38 29.98 2.90

Pokud jde o hodnotu deformacni energie kiivky, mizeme si v§imnout (viz Tab. 2), ze podobné jako
pfipadé multiplikatoru Ap dochdzi se zvySujici se hodnotou 4 k postupnému nartistu deformacni energie U.
Narust deformacni energie je vSak ve srovnani s piedchozim piipadem vyrazné pomalejsi. Zatimco v
predchozim ptipadé vzrostla deformacni energie zhruba 6-krat, v tomto pripad¢ vzrostla pii srovnatelné
zméné parametru pouze asi 0 20%. Narustu jako v predchozim ptipadé dosahujeme az pii 500-nasobném
zvy$eni hodnoty multiplikatoru A. Uvedené hodnoty (viz Tab. 2) byly vybrany z divodu nazornosti.
Kompletni vy¢et hodnot je k nahlédnuti v Piiloze 1.

Co se tyce relativni deformacni energie, miizeme pozorovat, ze diky pribéznému zkracovani kiivky
opét roste rychleji nez samotna deformacni energie. Rozdil v rychlosti rlistu je pro oba piipady srovnatelny.
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Obr. 25 - Vliv hodnoty Lagrangeova multiplikatoru A na hodnoty L, A, U aU/L.

37



5.1.3 Vliv vlastni kiivosti ¢,

Pii hodnoceni vlivu vlastni kiivosti ¢, mizeme pozorovat (viz Obr. 26) podobny vyvoj tvaru jako
u Lagrangeova multiplikatoru A. Vidime, Ze ve srovnani s referen¢nim tvarem se kiivka zplost'uje, a to
pro kladné i zaporné hodnoty vlastni kiivosti. To opét vede ke zkracovani délky L a zmensovani plochy
A. Je vidét (viz Tab. 3), Ze vliv vlastni kiivosti ¢, na vysledny tvar je vyznamnéjsi nez vliv Lagrangeova

multiplikatoru A, ale mén¢ vyznamny nez u Lagrangeova multiplikatoru Ap.

10

Ap =0.01—"C; =08

A=0.01

gl —C, .
_c0=-0.4

§ —C, = -0.2
—Cy = 0.01

Co= 0.1

z [pum]

-10 :

-10 -5 0
x [pm]

Obr. 26 - Zména tvaru kiivky v zavislosti na vlastni kiivosti cy.
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Tab. 3 - srovnani vlastnosti kfivky v zavilosti na hodnot¢ vlastni kiivosti c,.

o] | 2] | e | o | awen | vwen | V[
0.01 0.01 -0.8 10.97 20.93 198.73 18.12
0.01 0.01 -0.6 11.26 26.27 125.04 11.10
0.01 0.01 -0.4 11.81 34.81 67.39 5.71
0.01 0.01 -0.2 12.91 49.07 26.04 2.02
0.01 0.01 0.01 14.21 63.42 3.10 0.22
0.01 0.01 0.1 13.72 58.25 0.16 0.01

Vliv hodnoty vlastni kiivosti ¢y na hodnotu deformaéni energie je velmi vyznamny (viz Tab. 3).

Duivodem je to, Ze vlastni kiivost ¢, pfimo figuruje (dokonce ve druhé mocniné) v rovnici (54 ) pro vypocet
deformacni energie U. Vidime, ze pro vyrazné zaporné hodnoty vlastni kiivosti ¢y je hodnota deformacni
energie velmi vysoka, az 60-krat vétsi nez u referenéni konfigurace. Pro kladné hodnoty naopak ziskavame

hodnoty velmi malé, t¢émé&f nulové.

Vlastni kiivost ¢y ma, narozdil od ostatnich sledovanych parametri, pfimy fyzikalni vyznam. Tato
veli¢ina predstavuje kvantifikaci (pfedevSim chemickych) rozdild mezi vrstvami v ramci lipidové
dvouvrstvy. Pti pohledu na hodnotach deformacni energie jednotlivych tvard mizeme velmi dobie vidét,
jak velké zmény ve vlastnostech buné¢né membrany mohou tyto rozdily vyvolat. Uvedené hodnoty (viz

Tab. 3) byly vybrany z divodu nazornosti. Kompletni vycet hodnot je k nahlédnuti v Piiloze 1.
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Obr. 27 - Vliv hodnoty vlastni kiivosti ¢, na hodnoty L, A, U a U /L.
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5.2 Numerickéa tloha

V této kapitole zhodnotime vysledky numerické aproximace kiivky pomoci elementt. Hlavni
vlastnosti, kterou potfebujeme kvantifikovat, je pfesnost aproximace v zavislosti na poctu elementi.
Vseobecné mizeme ocekavat, ze s rostoucim poétem elementit se bude aproximace kiivky postupné
zptesiiovat. Na druhou stranu ale musime mit na paméti, Ze vétsi pocet elementll prodluzuje vypocetni Cas.
To sice neni problém pfi samotné aproximaci, ale mize to pisobit problémy pifi numerické optimalizaci
tvaru, pii které bézn¢ operujeme ve statisicich nebo milionech cyklti. Snazime se proto najit takovy pocet
elementt, pro ktery bude vypocet dostatecné piesny, ale zaroven ¢asove tisporny.

5.2.1 Vliv poctu elementil na piesnost aproximace kiivky

Nejprve zhodnotime vliv poc¢tu elementii na piesnost aproximace samotného tvaru kiivky. Tuto
presnost kvantifikujeme pomoci hodnot chyb L, 8 A, které vznikaji pti vypoctu délky kiivky L a
plochy pod kiivkou A v zavislosti na pouzitém poctu elementd.

L....=100- Lan = Lyum (69)
err
Lan
Aan — Anum (70)

Agpr = 100

Aan

Protoze analyticky tvar kiivky se méni v zavislosti na zadanych parametrech, provedeme toto
zhodnoceni pro n€kolik riznych tvart kiivky. Jako vzorek pro zkousku zvolime sérii Ctyf tvaru analytické
kiivky Vv zavislosti na Lagrangeové multiplikatoru Ap (viz Obr. 22). Abychom minimalizovali chyby
v dal$ich vypoctech, snazime se najit takovy pocet elementti, pro ktery bude chyba numerického vypoctu
mensi nez 0.5%. Hlavni prioritou je dosazeni této hodnoty v ptipad€ L,,,, protoze vypocet numerické
hodnoty deformacni energie se provadi integraci po délce L.

MiiZzeme si v§imnout (viz Obr. 28), Ze velikost chyb se zvySuje s komplexnosti tvaru kiivky. Pro
referencni tvar, ktery je blizky tvaru kruznice, jsou hodnoty 3-krat az 4-krat mensi nez pro siln¢ zplostély
tvar ktivky, kdy kiivka témet protina vodorovnou osu.

Stejné tak mizeme pozorovat, ze chyba vypoctu plochy A, je pfiblizné 3-krat az 5-krat vétsi nez
chyba vypoctu délky L,,. U silné zplos§télé kiivky tento rozdil zpusobi, Zze pro A nejsme schopni
dosahnout predepsané tolerance 0.5%. Vzhledem k tomu, Ze hodnota plochy A se nepouziva v dalSich
vypoctech deformacni energie, miZzeme tento problém zanedbat.

Pro hodnotu chyby L., dostavame vyrazné lepsi vysledky. Vidime, ze uz od 10 elementt
dosahneme ve vsech Ctyfech pripadech predepsané tolerance 0,5%. Mizeme tedy fici, Ze numericka
aproximace kiivky slozena z 10 a vice elementtl poskytuje dostatecné presnou aproximaci tvaru kiivky.

Data pouzita k tvorbé grafii (viz Obr. 28) jsou k nahlédnuti v P¥iloze 2.

40



p=10.01, A =0.01, €= 0.01 —chyba L

—chyba A

chyba 0.5%

Abs. hodnota chyby [%]
- o
1

S e it
0 | 1 T T T r—— |
10! 10° 10°
Pocet elementii N [-]
2
= p=0.05 A=0.01, c.=0.01 —chyba L
0
215 —chyba A
=
&
<
é 1
4s chyba 0.5%
205 '\K """""""""""""""" b AN
S
<: 0 | | T T 1 T 1 T r——
10! 10° 10°
Pocet element N [-]
\?3
.y p=0.1, A=0.01, o= 0.01 —chyba L
=2
o
<
S
51
2 chyba 0.5%
2
<0b———— : ' T — =
10! 10° 10°
Pocet elementd N [-]
°'6
& _ _ i —chyba L
§ p=0.142, A =0.01, o= 0.01 —chyba A
Zat C——
<
2
52|
< chyba 0.5%
_8 k% ————————————————————————————————————
<0b——— : ‘ !
10! 10° 10°

Pocet elementli N [-]

Obr. 28 - Ukazka velikosti chyb vypoétu délky kiivky L a plochy pod kiivkou A pro rtizné tvary kiivky
v zavislosti na po¢tu elementu.

41



5.2.2 Vliv pouzité metody vypoctu kiivosti na presnost vysledki

Déle hodnotime piesnost vypoctu deformacni energie. Na rozdil od ptedchoziho srovnani, kdy byla
presnost aproximace ovlivnéna pouze poctem elementi a tvarem kiivky, musime v tomto pfipadé pocitat
jesté s dalsim faktorem — zvolenou metodou vypoctu kiivosti c,.

Jak si muzeme vSimnout z grafii (viz Obr. 29 - Obr. 32), zptsob vypoctu kiivosti mize mit velmi
vyznamny vliv na jeji ziskané hodnoty. Pro porovnani piesnosti aproximace pro rizné tvary kiivek
vyuzijeme stejnou sérii tvarQ jako v predchozim piipadé (viz Obr. 22). Vzhledem k tomu, Ze rizné metody
vypoctu kiivosti nam davaji velmi odlisné vysledky, nastavime si tentokrat toleranci chyby 10-krat vyssi
nez v prechozim piipadé, tedy 5%.

Uan - Unum

Uerr = 100 | =7

(71)

Nejdiive zhodnotime vysledky pro referen¢ni tvar, ktery je blizky tvaru kruznice (viz Obr. 29). Pro
vypocet numerické kiivosti tohoto tvaru jsou vhodné predevsim metody winding number theorem, discrete
gradient of arc length a discrete area inflation. Pfi velmi malém poctu elementli (méné€ nez 6) je mozné
vyuzit také metodu prumérné kiivosti. Takto maly pocet elementd by ale znamenal, Ze by nase aproximace
tvaru kiivky nebyla dostate¢né presna.

60
9 —prameérna
.50 —winding
" arc length
2 401 —area inflation
%‘ —fitovani
g 30 F
S p=0.01, A=0.01, c,=0.01
= 20F
5
=
o
2 1
_2 0 chyba 5%

0 ' — ! J
10* 102 103

Pocet elementi N [-]
Obr. 29 — Porovnani ruznych zpusobt vypoétu deformaéni energie pro referenéni tvar kiivky.

Pro druhy tvar kiivky (viz Obr. 30) si mizeme vSimnout, ze ptresnost metod winding number
theorem, discrete gradient of arc length a discrete area inflation vyrazn¢ poklesla. Pii malém poctu elementi
dostavame chybu az 50%. Naopak piesnost metody primémé kiivosti znacné vzrostla ve specifickém
intervalu (pfiblizn€ 10 az 20 elementi), ve kterém s ohledem na maly pocet elementi poskytuje velmi dobry
vysledek.

42



(@)
o

© —primérna
— 50 N
= —winding
° arc length
40 —area inflation
—fitovani

w
(e}

N
(@]

p=0.05, A=0.01, ¢, =0.01

—_
(@]

chyba 5%
0 L oo | I 1 1 L I | | T T |
10! 10° 10
Pocet elementd N [-]
Obr. 30 — Srovnani ruznych zpisobu vypoctu deformaéni energie kiivky popsané pomoci Ap = 0.05.

Absolutni hodnota chyby U

Pro tieti tvar kiivky pozorujeme, ze piesnosti metod winding number theorem, discrete gradient
of arc length a discrete area inflation zustavaji stejné jako u pfedchoziho tvaru. Metoda pramérné kiivosti
opet vykazuje vysokou presnost pii malém poctu elementt, ale interval se mirné posunul (pfiblizné 15 az
30 elementd).

Pro posledni tvar kiivky dostavame opét vidime, Ze presnost metod winding number theorem,
discrete gradient of arc length a discrete area inflation je pro maly pocet elementti velmi $patnd, zatimco
presnost metody prumeérné kiivosti je ve specifickém intervalu (zhruba 15 az 40 elementi) velmi dobra.

Data pouzita k tvorbé grafu (viz Obr. 29 - Obr. 32) jsou k nahlédnuti v P¥iloze 3.

5.2.3 Konec¢na volba parametri numerické aproximace

Na zéklad¢ vyse provedenych hodnoceni pfesnosti zvolime pro vypocet numerickych hodnot
kiivosti metodu primérné kiivosti. Tato metoda nam umoziuje ziskat stejné presné (nebo jesté lepsi)
vysledky jako metody winding number theorem, discrete gradient of arc length a discrete area inflation,
ale pti pouziti vyrazné mensiho po¢tu elementi. Jako optimalni numericky model tedy volime aproximaci
kiivky sloZenou z 20 element, jejiz kiivost ¢, poCitame pomoci metody primeérné kiivosti.

N =20
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Obr. 31 — Srovnani riznych zpusobu vypoc¢tu deformaéni energie kiivku popsané pomoci Ap = 0.1.
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Obr. 32 — Srovnani riznych zptsobu vypoctu deformaéni energie kiivku popsané pomoci Ap = 0.142.
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5.2.4 Zhodnoceni funk¢nosti optimalizace

Po provedeni optimalizace (viz 4.6) se zvolenymi pocate¢nimi parametry (viz 4.6.1 a 5.2.3)
ziskame vysledny optimalizovany tvar kiivky (viz Obr. 33). Vychozi hodnotu deforma¢ni energie znac¢ime
jako U, a minimalni ziskanou hodnotu U,,;,,. Hodnotu, na které se algoritmus zastavil, zna¢ime Uj,.

Na obrazku je ndzorné videt, ze metoda Monte Carlo je nahodna, protoze pro dva pokusy se
stejnymi pocateénimi parametry dostaneme znaéné odlisné vysledky (viz Tab. 4). Vidime, Ze u pokusu ¢.1
se optimalizace povedla Iépe, protoze vysledna minimalni hodnota U,,,;,, je mensi neZ u druhého pokusu.

Tab. 4 - Srovnani pocatenich hodnot deformacni energie s hodnotami ziskanymi optimalizaci.

Pokus Uo [kpT] | Umin [kpT] | Ui [KkpT]
1 15.9707 11.8615 12.0320
2 15.9707 12.4097 12.6092

Také pribéh optimalizace je zna¢né odlisny (viz Obr. 34). Pocet cyklu prvniho pokusu je téméf
dvojnésobny oproti druhému pokusu. U prvniho pokusu take miZeme pozorovat vyrazné vétsi rozkmity
hodnot U, coz muze byt potencialni pii¢ina delsiho prubéhu. I pies tyto rozdily vsak plati, ze minalni
deformacni energie U,y,;, je vyrazn€ mensi neZ pocatecni energie U,. Mizeme tedy konstatovat, Ze nase
pouzity optimaliza¢ni algoritmus je funk¢ni. Pouzity MatLab kéd je k nahlédnuti v Piiloze 6.
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Obr. 33 — Ukézka rozdilnych vysledki dvou pokusii o optimalizaci tvaru elipsy s pouzitim stejnych
parametri: pokus ¢.1 (nahoie) a pokus ¢.2 (dole).
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Obr. 34 — Ukazka rozdilnych prub&hti minimalizace deformacni energie pro dva provedené pokusy S
pouzitim stejnych parametrd: pokus ¢.1 (nahoie) a pokus ¢.2 (dole).
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5.2.5 Optimalizace tvaru analytické kiivky

Pracujeme s hypotézou, ze pokud ziskdme tvar kiivky z analytické rovnice, hodnota deformacni
energie Uy, bude pro takovou kiivku velmi blizko minimalni hodnoté pro dané parametry p, 1 a cy.
Abychom tuto hypotézu ovéfili, aplikujeme na takovy tvar oprtimaliza¢ni algoritmus. Pokud je hypotéza
pravdivd, mélo by byt velmi obtizné najit takovy tvar, pro ktery je minimalni numerickd hodnota
deformacni energie Upy,;, vyrazné mensi nez puvodni numerickd hodnota Uy. V prvnim pokusu pouZzijeme
stejné parametry jako pii optimalizaci elipsy (viz 5.2.4).

Z vysledného tvaru ktivky vidime, Ze pfi pouziti stejnych parametri nedoslo témét k zadnym
zménam tvaru. Stejny vysledek dostavame také pro hodnoty deformaéni energie. Vysledny rozdil (viz Tab.
5) mezi pocate¢ni numerickou hodnotou U, a minimalni hodnotou U,,;,, je velmi maly (zhruba 1%). Tak
maly rozdil neni mozné s jistotou potvrdit, protoZe pfijatelna chybovost numerického vypoctu energie je
5%. Pro puvodni parametry optimalizace tedy hypotéza plati.

Tab. 5 - Srovnani pocatenich hodnot deformacni energie s hodnotami ziskanymi optimalizaci.

Pokus Uogq [kpT] Ug [kpT] Unin [kpT] U [kpT]
1 11.8145 11.7982 11.6869 11.8850
2 11.8145 11.7982 11.3913 11.4108
3
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Obr. 35 - Porovnani vysledki dvou pokust optimalizace s odlisnymi parametry: pokud ¢.1 (nahofe) a
pokus ¢.2 (dole).
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Ve druhém pokusu zvolime nové parametry k a ny..;;. Konstantu k, ktera urcuje velikost po¢ateéni
zmény uhlu, zmensime 10-krat. Kriticky pocet cyklt ny,;; naopak 10-krat zvétsime. Tyto zmény by mély
novému algoritmu poskytnout mnohem lepsi Sanci nalézt optimalni feseni. Podle vysledkt (viz Tab. 5)
muizeme usoudit, ze do urCité miry tomu tak skutecné je. Vysledny rozdil mezi pocatecni a minimalni
hodnotou je vétsi nez v predchozim piipadé (asi 3.5%), ale ani tento rozdil neni dostatecné velky na to,
abychom ho mohli oddélit od neptesnosti vypoctu numerické hodnoty energie. Pouzity MatLab kod je k
nahlédnuti v Priloze 7.
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Obr. 36 - Porovnani prib&hti minimalizace deformacni energie pro dva pokusy s odliSnymi parametry:
pokus €.1 (nahote) a pokus ¢.2 (dole).
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6 Diskuze

Vyzkum vlastnosti buiiky a bunééné membrany je velmi dilezity pro lepsi pochopeni jejich funkce.
Cisté experimentélni piistup je ale kvilli malym rozmérim vétsinou technicky i finanéné velmi naroény.
Z tohoto divodu je ¢asto vyhodnéjsi nahradit buiitku jejim modelem, at’ uz analytickym nebo numerickym.

Analyticky model bunééné membrany odvozeny v této praci vychazi z Helfrichovy teorie elasticity,
kterd umoziuje najit takovy tvar membrany, ktery pro zadané hodnoty parametrii reprezentuje stav
s minimalni deformac¢ni energii U. V ramci této prace byla buiika uvazovana jako viceméné rotatné
symetricka. Diky tomu bylo mozné zredukovat tilohu z trojrozmérné prostorove tlohy na dvourozmérnou
Ulohu v roving, kde je tvar membrany reprezentovan jejim primétem do této roviny.

Vysledny tvar kiivky je ovlivnén hodnotami Lagrangeovych multiplikatora Ap a A a také hodnotou
vlastni kfivosti ¢y, slouzici ke kvantifikaci rozdilti v chemickém sloZeni vrstev membrany. Ze ziskanych
tvarti je vidét, Ze zvolenim spravnych hodnot téchto parametrli, obzvlasté parametru Ap, je skute¢né mozné
doséhnout charakteristického bikonkavniho tvaru typického pro ¢ervené krvinky.

Hlavni vyhody tohoto analytického modelu je jeho jednoduchost, pfimost a nizka vypocetni naro¢nost.
Pomoci zmén hodnot vstupnich parametrii je mozné zkoumat vlastnosti mnoha ruznych tvarid membrany
Vv kratkém case. Nevyhodou je, Ze nikdy doptedu nevime, jak bude ziskany tvar vypadat a nemtizeme ani
nijak pfedepisovat jeho vlastnosti. Kazdy tvar kiivky ma svou vlastni délku, plochu a hodnotu deformacni
energie.

Timto modelem napt. neni mozné simulovat zménu tvaru buiky pfi jejim konstantnim objemu, coz je
u jinych modelt (jako CGPM nebo CGMD) bézné zadavana okrajova podminka. Dalsi problém spociva
V tom, Ze minimalizovanou hodnotu energie v Helfrichové rovnici po¢itame jako integral pies celou délku
ktivky. Tento postup je vhodny pfedev§im pro popis izolované bufiky jejiz membrana ma homogenni
vlastnosti. Okrajové podminky pro modelovani adheze buiky k podlozce, perforace membrany, interakce
vice bun¢k nebo zmény vlastnosti membrany se zadavaji jen velmi obtizn¢.

Numericky model pouZity v této praci funguje na principu interpolace analytické kiivky. Tim ziskame
numerickou aproximaci analytického tvaru sestavenou ze zvoleného poctu elementi stejné délky. Pokud
jde o aproximaci samotného tvaru, tento model je schopen, i pfi vyuziti malého poc¢tu elementd napodobit
analyticky ziskany tvar s vysokou piesnosti. Pfi vyuziti 20 elementi se hodnota délky k¥ivky L u
numerického modelu lisi od toho analytického o méné nez 0.5%. Presnost toho rozmeéru je dilezit, protoze
se pouziva ptfi vypoctu hodnoty deformacni energie pomoci integrace numericky ziskanych hodnot ktivosti
v jednotlivych bodech aproximace.

To nas piivadi k jedné z nevyhod tohoto modelu, kterou je zna¢na nepiesnost vypoctu hodnoty
numerické kiivosti. Tato nepiesnost se projevuje piedev§im v mistech kiivky s velkym zakiivenim.
V téchto mistech se totiz muze stat, ze hustota diskretizace neni dostate¢na, coz vede K nepiesné aproximaci
tvaru. Velky vliv ma také to, jaky zvolime zplsob vypoctu kiivosti. Riizné zptisoby funguji 1épe nebo hiife
nejen pro ruzné tvary kiivky, ale také pro rizné pocty elementd.

V pribéhu navrhovani modelu bylo otestovano 5 riznych zplsobl vypoctu numerické kfivosti.
Z hodnot kiivosti ziskanych pomoci téchto metod byly pro dany tvar vypocteny hodnoty deformaéni
energie, které byly porovnany s analyticky ziskanou hodnotou. Metody vypoétu kiivosti na bazi winding
number theorem, discrete gradient of arc length a discrete area inflation vykazovaly dobrou piesnost, ale
pouze pti vysokém poctu elementt (vice nez 100), zatimco metoda fitovani kruznic se ukazala jako celkove
nepresna.
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Nejlepsi shody bylo dosazeno za pouziti metody prumérné kiivosti, ktera u vétsiny zkoumanych tvart
vypocetla deformacni energii s chybou mensi nez 5%, a to i pfi vyuziti malého poctu elementii. Tato
presnost se da povazovat za pfijatelnou, ale i tak je fadove vétsi nez u aproximace samotného tvaru. Je
mozné, ze s vyuzitim jinych metod vypoctu kiivosti, jako napft. fitovani elipsy nebo hyperboly, by bylo
mozné dosahnout veétsi presnosti.

Pro tento numericky model byl v ramci prace vyvinut také optimaliza¢ni algoritmus na bazi metody
Monte Carlo. Ukolem algoritmu je minimalizovat hodnotu deformaéni energie pfi zachovani konstantni
vnitini plochy a délky kiivky. Aplikace tohoto algoritmu na tvar elipsy vedla ke snizeni hodnoty deformacni
energie zhruba o 25% a zméné tvaru z elipsy na bikonkavni tvar. Lze tedy fici, ze algoritmus je funkéni.
Pomoci tohoto algoritmu bylo nasledné ovéieno, ze tvar ziskany numerickou aproximaci také reprezentuje
stav s minimalni hodnotou deformacni energie. Pfi optimalizaci analytického tvaru byl pokles energie
minimalni, zhruba okolo 1%. Ani pii vyrazném zvyseni rozliSeni algoritmu se tento pokles nijak vyrazné
nezvysil. Lze tedy prohlasit, ze analyticky tvar i jeho numerickd aproximace jsou velmi blizké tvaru
S minimalni deformacni energii.

Vyhoda metody Monte Carlo je v tom, ze je analyticky jednoducha a jeji parametry jdou snadno
nastavovat. Nevyhodou je, Ze se jedna o nahodnou metodu. Z vysledkt vidime, ze pro stejné hodnoty
parametrd optimalizace mizeme ziskat velmi rozdilné vysledky. To znamena, ze pokud se snazime ziskat
reprezentativni data, optimalizaci bude nutné provést opakovane.

[ Zavér

Tato prace se zabyvala tvorbou numerického modelu bunééné membrany Cervené krvinky pro
dvourozmérnou ulohu. Nejprve byla odvozena analytickd rovnice pro tvar bunééné membrany pro
dvourozmérnou tlohu vychazejici z Helfrichovy teorie. Vyfesenim této diferencialni rovnice v softwaru
danych hodnotach Lagrangeovych multiplikatort a vlastni kiivosti. Bylo take provedeno zhodnoceni vlivu
jednotlivych parametri na tvar, délku, vnitini plochu a deformacni energii této kfivky. Pomoci zmén hodnot
parametra se skutecné podatilo nalézt charakteristicky bikonkavni tvar ¢ervené krvinky.

Tento tvar byl nasledné diskretizovan pomoci interpolacni funkce, pomoci niz byl rozdélen na
zvoleny pocet stejné¢ dlouhych elementd. Pro tyto numerické aproximace byly také uréeny hodnoty délky,
vnitini plochy a deformac¢ni energie, a byly nasledné porovnany s hodnotami ziskanymi z analytického
feSeni. Hodnotil se vliv hustoty diskretizace a zptisobu vypoctu numerické kiivosti na piesnost modelu.
Bylo zjisténo, ze model funguje nejlépe s mensim poc¢tem elementt a s vyuZitim metody pramérné
kiivosti.

Na zavér bylo ovéreno, zda numericky popsany tvar kiivky, stejné jako analyticky tvar, reprezentuje
stav s minimem deformaéni energie. Za timto uc¢elem byla provedena optimalizace tohoto tvaru metodou
Monte Carlo, s cilem minimalizovat hodnotu deformaéni energie. Vysledky ukazaly, Ze rozdily mezi
puvodni numerickou aproximaci a optimalizovanym tvarem jsou velmi malé. Z toho lze usoudit, Ze
numericka aproximace ktivky je velmi blizko tvaru s minimalni energii.

Muizeme tedy prohlasit, ze tento model je mozné pouzit k numerickému popisu tvaru bunécné
membrany. S vyuzitim nizkého poc¢tu elementi poskytuje pomérné dobrou piesnost aproximace pro
Sirokou skalu moznych tvart buiky.
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