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Uvod

Numerické feseni problému proudéni tvoii v dnesni dobé jiz nedilnou soucast
prumyslové a védecké praxe. Diky postupu poznatki a rostoucimu vypocetnimu
vykonu (coz souvisi s popularitou a vzestupem novych vypocetnich architektur), se
dostavame k feSeni stale komplikovanéjsich problémiu a setkavame se s pozadavky na
provadéni stale komplexnéjsich simulaci. S tim jde ruku v ruce vznik novych metod,
¢i rozvoj metod stavajicich.

Préace se zabyva metodou Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), ktera sice
existuje jiz témér 50 let, nicméné vyraznéjsi popularity se ji dostava teprve v po-
slednich letech. To souvisi s rostouci popularitou vyuzivani grafickych procesori
(GPU) pro obecné vypocty (¢asto se mluvi o tzv. general purpose GPU computing,
skryvano pod zkratku GPGPU). Metoda SPH je pomérné vhodna pro implemen-
taci na tento typ architektur. Slivko pomérné neuzivime ndhodou. Plnohodnotné
a efektivni implementace metody (zejména pro GPU) skyta fadu doposud ne plné
uspokojivé vyreSenych problémii a tskali.

Vyzvu predstavuji i nékterd témata spojena s konstrukei metody. Mezinarodni
organizace SPHERIC (SPH rEsearch and engineeRing International Community),
sdruzujici komunitu okolo metody SPH a udrzujici prehled o pokroku v jednotli-
vych jejich oblastech, z dlouhodobého hlediska vy¢lenila pét hlavnich témat, kterd
predstavuji jakési primarni vyzvy s metodou spojené. Jedné se o studium teoretic-
kych vlastnosti metody, adaptivitu, propojeni s ostatnimi numerickymi metodami,
aplikaci pro primyslové aplikace a studium okrajovych podminek.

Pravé studiu okrajovych podminek se prace v nasledujicich kapitolach vénuje.
Vybér tématu neni ndhodny. Motivace pro prozkouméni problému okrajovych pod-
minek vznikla pii aplikaci metody na proudéni ve vytokovych objektech ¢erpacich
stanic (jde o rtzné tvarované prepady a jezy) a pravé nespolehlivé chovani vstupnich
a vystupnich okrajovych podminek a okrajovych podminek pro pevné stény piisobilo
pri vypoctech vyrazné problémy. Prace souhrnné predstavuje okrajové podminky v
metodé SPH, detailné rozebira tii pokrocilé formulace okrajovych podminek pro
pevné stény a prezentuje algoritmus pro realizaci otevienych okrajovych podminek.

Pozornost je dale vénovana ALE formulaci SPH metody, ktera krom jiného
pristupu k okrajovym podminkdm poskytuje fadu novych moznosti. Je sestavena
konkrétni formulace metody a ozkousena na obvyklych testovacich pripadech. Pro
implementaci vSech zkoumanych modeli a variant byl vytvoren novy fesi¢, jehoz
funkce krom testovacich tloh a jednoduchych aplikaci tkvi v uceleni poznatkt pro
plnohodnotnou, rozsahlou, skalovatelnou a efektivni implementaci. Vlastnosti jsou
zkoumany na testovacich tlohéch, konkrétné tloze stojici vody, protrzeni prehrady



a tekutiny tryskajici proti sténé, pricemz ziskané vysledky porovnavame s experi-
mentalnimi daty nebo analytickym reSenim.

Clenéni prace je nésledujici. Prvni kapitola obsahuje velmi stru¢ny uvod SPH
metody, zakladni ¢lenéni a prehled vyznamnych praci, dale pak vychozi systém rov-
nic a jeho diskretizaci a vénuje se nékterym numerickym aspektim metody. Druhé
kapitola teoreticky rozebira okrajové podminky v SPH, predstavuje trojici konkrét-
nich zpiisobi jak realizovat okrajové podminky stén a okrajové podminky pro vstup
a vystup. Tteti kapitola prichazi s ALE formulaci SPH metody (ALE-SPH) a ob-
sahuje odvozeni konkrétnich schémat pro feSeni vychoziho systému rovnic. Ctvrta
kapitola pojednava o implementaci metody, véetné prehledu dostupnych programi
a nastroju. Predstaven je vytvofeny program, jeho provedeni, usporadani a moz-
nosti a jsou zde rovnéz uvedeny nékteré poznatky spojené s implementaci metody.
Pata kapitola se vénuje vysledkim testovacich tloh. V prvni ¢asti je rozebiran vliv
okrajovych podminek na testovacim pripadu stojici vody, protrzeni prehrady a teku-
tiny tryskajici proti sténé. Na pfipadu protrzeni pfehrady je rovnéz demonstrované
varianta ALE-SPH.

10



Kapitola 1

Metoda SPH

Metoda Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH), tésici se v poslednich
letech stale vétsi oblibé, je bezsitova Casticovd metoda, zalozena na Lagrangeové
popisu kontinua. To umoznuje tesit tlohy at uz z oblasti proudéni, jako je proudéni
s volnou hladinou, kde dochéazi k masivnimu miseni vody se vzduchem, rozstiiku
nebo ¢etnym fragmentacim proudu, ¢i z oblasti mechaniky pevnych latek jako jsou
napiiklad lomy, mimoradné deformace nebo tristéni materialu, na které konvenéni
metody, obvykle vyuzivajici pro diskretizaci vypocetni sit, nedostacuji nebo nejsou
pro danou tifidu tdloh prilis vhodné. Mimo standardnich aplikaci v rdmci mecha-
niky kontinua ¢ multifyzikalnich simulaci 1ze nastroje SPH metody vyuzit i pro
zcela odlisné oblasti, napiiklad pfi zpracovani obrazu. Druhym, neméné dilezitym,
ba naopak mozna dokonce primarnim duvodem, ktery stoji za rostouci popularitou
SPH je stéle vétsi vyuziti grafickych procesort (GPU) pro védecké a technické vypo-
¢ty. Architektury GPU, které umoziuji pro urcité typy uloh a metod (konkrétné pro
tlohy s velkym mnoZstvim vzajemné nezavislych dat) dosdhnout vyrazné vyssich
vypocetnich vykont, nez klasické, odlisné konstruované procesory, se jevi jako velmi
vhodna platforma pro metodu SPH.

Stredem naseho zdjmu jsou tlohy proudéni s volnou hladinou. To zahrnuje jevy
proudéni v otevieném kanéle, proudéni, pti kterém dochézi k masivnimu miseni vody
se vzduchem, bublani a pefejim, rozstiiku, jevy spojené s vinénim hladiny, kolapsem
vln a nebo napfiklad kolize tekutiny s télesem. Bezsitovy Lagrangeovsky charakter
predstavuje velmi vhodné predispozice pravé pro tuto t¥idu problému. Standardni
prevazujici nastroj ve vypocetni mechanice tekutin predstavuje metoda konec¢nych
objemu. Tu je pravé pro problémy s volnou hladinou nutné doplnit dodatecnymi
technikami, obvykle se uziva napiiklad VOF (volume of fluid) metody, ktera doplni
systém Fidicich rovnic o transportni rovnici pro hmotnostni podil, urcujici zda je
konkrétni buiika zaplnéna tekutinou ¢i nikoliv nebo metody sledovéani rozhrani (ITM
- interface tracking method), které pridavaji funkci vysky hladiny jenz je v priabéhu
vypoc¢tu vyhodnocovana. Mnohdy se vSak i pres zna¢né snahy nepodaii rozhrani
spravné zachytit - at uz je hladina urcena $patné nebo dojde k tplnému rozmazéani
rozhrani tekutiny vlivem umélé numerické difuze. Pouziti vypocetni sité se proto
nékdy jevi jako velmi obtizné prekonatelna prekazka.

Oproti tomu diky Lagrangevoskému popisu a vzajemné topologicky neprova-
zanym Casticim je zachyceni rozhrani pfimym dusledkem konstrukce SPH metody.
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Urceni tirovné hladiny proto neni nutné modelovat pomoci dodateé¢nych mechanismu
nebo okrajovych podminek, ziskdme ji prirozené z usporadani céastic.

Poznamenejme vsak, ze ani SPH metoda neni vSemocna. Cenou za moznost
reSit komplexni problémy je zpravidla vyssi vypocetni ndro¢nost. Mimoto, Lagran-
geovsky rdmec ptinasi kromé vyhod pramenicich z ¢asticového popisu i fadu novych
problémii, jako jsou naptiklad drobné oscilace ¢astic, vyskyt Sumu ¢i problém s usta-
venim ¢éstic v klidovém stavu. Pro zminovanou tfidu problému jsou vSak benefity
prevazujici a soucasny stav SPH metody umoznuje feSeni Sirokého spektra technic-
kych a védeckotechnickych problémi, na které konvenéni pristupy nestaci a nebo je
jejich pouziti velmi obtizné.

1.1 Uvod do metody SPH

S rostouci popularitou SPH roste také pocet riznych modifikaci, odnozi a vari-
ant. Uvedme proto na uvod stru¢ny piehled s odkazem na stézejni préace v klicovych
oblastech ve vztahu k aplikaci na problémy proudéni.

Metoda byla predstavena roku 1977 nezavisle na sobé ve dvou pracich [23|[35],
pri¢emz primarnim predmétem zajmu byla simulace astrofyzikalnich jevi v trojroz-
mérném prostoru. Postupem ¢asu byla metoda shledana jako uziteény nastroj pro
proudéni s volnou hladinou [42]| a zacala byt rozvijena ve dvou podobach, varianté
uvazujici tekutinu jako ryze nestlacitelnou (ISPH - incompresible SPH) [13] dale
pak v [30][51] a varianté pracujici s tekutinou slabé stlacitelnou (WCSPH - weakly
compressible SPH) [42], které se nasledné blize vénujeme.

Vyznamnou pozornost zasluhuje préace [61], ktera v ramci SPH pracuje s vyuzi-
tim feSeni Riemannovych problémi (dale pak naptiklad [28][65]) a pFedstavuje kon-
cept Castecné Lagranegovského a ¢astecné Eulerovského piistupu k metodé (ALE-
SPH), ve snaze omezit oscilace ¢astic a tim zpisobeny $um, projevujici se jako dii-
sledek konstrukce metody a pouzitého modelu. Pouziti pribliznych Riemannovskych
feSic¢u v ramci stabilizace zjednodusuje [19], nezavisle se za stejnym tcéelem rozvijeji
tzv. difuzni ¢leny [41], dikladné rozpracované v [3][2][9] pod oznacenim d—SPH .
Dalsim z vyznamnych milnikid s ohledem na zlepSeni stability metody bylo zavedeni
umeélého posouvani ¢astic oznacované jako particle shifting technique (PST) [32][36].

Vazké ¢leny jsou obvykle FeSeny pomoci tzv. umélé viskozity [43], navrzené pu-
vodné pro stabilizaci metody. Studium diskretizace vazkych ¢lent je k nalezeni na-
piiklad v [10], podrobné&ji poté v [9].

V soucasné dobé, s ohledem na vypocty proudéni s volnou hladinou v prak-
tickych aplikacich, jsou pro nés stézejni prace vénujici se problematice okrajovych
podminek. Z okrajovych podminek pro stény jde o snadno implementovalné tzv.
dynamic boundary contitons (DBC) [12][1], jejich nedavné rozsifeni [16] a dale pak
varianty zaloZené na semianalytickém pristupu [37][40] a hrani¢nich integralech [14].

Vstupni a vystupni okrajové podminky jsou v SPH doposud ne zcela uspokojivé
vyTeSsenym tématem. Velmi spolehlivé se jevi implementace pomoci tzv. bufferovych
z0n, o kterych pojednava série ¢lanki [55][54] a [53]. Alternativné lze oteviené okra-
jové podminky realizovat také pomoci semianalytického pfistupu [18].

Zapotiebi je zminit adaptivitu. Proménné rozliseni neni v SPH doposud bézné
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uzivanym nastrojem, nicméné probihaji ¢etné snahy o jeho realizaci, napiiklad [58].

Pridejme jesté nékolik poznamek o varianté ALE-SPH, ktera se do budoucna jevi
jako slibna alternativa. Problematice se velmi rozsahle vénuje [38] a [45] i s ohledem
na propojeni s metodou kone¢nych objemi. Vyuziti ALE-SPH metody spolecné s
metodou kone¢nych prvkia pro simulace interakce tekutiny s poddajnym télesem
rozebiréd [31]. V souvislosti s ALE-SPH lze déle zminit napiiklad [47].

Z modernich variant metody a zkoumanych smért zminme semi-implicitni va-
riantu WCSPH metody [27], ¢astecné Lagrangeovskou a ¢astecné Eulerovskou vari-
antu vybudovanou z ryze nestlacitelné konstrukce metody, oznac¢ovanou jako ELI-
SPH [20], dale pak ¢isté Eulerovskou konstrukei EI-SPH [33][46] zaloZenou na ryze
nestlacitelném modelu, ktera by mohla najit uplatnéni pro specifické aplikace a tzv.
J-ALE-SPH variantu [4], zkoumajici nové moznosti pti pouziti ALE-SPH pfistupu.
ktery popisuje pokrok a stav feSeni hlavnich vyzev v SPH metodé, stanovenych
toutéz skupinou, k roku 2020.

1.1.1 Popis kontinua

Predmétem zajmu a zéroven oblasti existence vSech fyzikalnich veli¢in a vlast-
nosti je v mechanice kontinua materialové téleso 4, slozené z nekonecného poctu
materidlovych ¢astic X'. Materialové téleso Z = {X'} je kompaktni méfitelnd mno-
Zina s nekoneénym poc¢tem materialovych bodi. Stav nebo také konfigurace  télesa
(zpravidla vybirame jednu konkrétni konfiguraci jako referen¢ni k) je dana polohou
vSech jeho bodu v prostoru. Formalné zapsano

’YO:’@HE?)

X X = () Y

kde X je poloha ¢astice X'. Pusobenim vnéjSich sil se téleso Z hybe a deformuje,
méni svoji konfiguraci. Konfiguraci x; v ¢ase t nazveme jako aktualni. Aktuélni
konfigurace je urcena pomoci zobrazeni

v o B — B3

X = x =7, (X, 1). (1.2)

kde x znaci polohu ¢astice v ¢ase t. Pohyb télesa pak predstavuje zobrazeni mezi
referen¢ni konfiguraci x¢ a konfiguraci aktuélni x;

x: : E? — E?

X —=x=x(Xt) (1.3)

Rovnice (1.2) pfedstavuje tzv. materidlovy popis, jehoZ nezavislymi proménnymi
jsou ¢as t a materidlova ¢astice X. O rovnici (1.3) hovotime jako o referencnim
popisu s nezavislymi proménnymi ¢asem ¢ a polohou X ¢astice X'. V pripadé kdy je
za referenc¢ni konfiguraci kg zvolena pocatecni konfigurace v ¢ase t = 0, hovotime o
Lagrangeové popisu. Jak bude patrné v nésledujici sekci, pravé Lagrangetv popis a
predstava materidlovych castic je pripad metody SPH.
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1.1.2 Matematicky zaklad metody

Konstrukce metody vychézi z identity

£ = [ 1)5x = x)ax (1.4)

kde ¢ predstavuje Dirackovu delta funkci chapanou ve smyslu distribuci, definované
pravé vztahem (1.4), tedy dx[¢] = ¢(x) pro kazdou funkci ¢ € C§°, pfi¢emz integrace
probih4 pres oblast 2.

d-distribuci aproximujeme vhodnou funkei (mluvime o vyhlazovaci nebo také
vahové funkei, ob¢as rovnéz nazyvanou jako jadro) W(x — x/, h), disponujici kom-
paktnim nosi¢em, ktery na rozdil od ¢-distribuce neni bodovy. Pivodni identita
prechazi do podoby

ﬂw:uw»zéﬂﬂww—xmw' (15)

kde operatorem (-) oznacujeme, Ze se jedna o aproximaci. Od véhové funkce W (x —
x', h) pozadujeme jiz zminény kompaktni nosi¢, tedy W(x—x', h) = 0 pro|x — x| >
rkh kde x je vhodné konstanta a h predstavuje tzv. vyhlazovaci délku a jde o parametr
vahové funkce, potazmo metody. Dale pozadujeme, aby W byla dostatecné hladka
(alesponi C*(R™) ), normovana

/ W(x—x' h)dx' =1, W(+o0) =0
0

a aby v distributivnim smyslu konvergovala k 0-distribuci pro h — 07. Mimo uve-
denych nezbytnych matematickych predpokladi pozadujeme, aby §lo o funkci nezéa-
pornou, coz souvisi se smysluplnou reprezentaci nékterych fyzikalnich veli¢in. Navic
predpokladejme, Ze jde o funkci symetrickou a radialni, klesajici s rostouci vzdale-
nosti od bodu x.

Dosadime-li namisto f(x) jeji derivaci

(VF(x)) = /Q V F () (x — %, h)dx! (1.6)

lze s vyuzitim vlastnosti vahové funkce W derivaci ptsobici na funkei f(x) pomoci
Gaussovy véty prevést na vahovou funkci

(Vf(x) = /(f(x’)W(x—x/,h)) ‘ndS’ — / F) - VIV (x — %, h)dx. (1.7)
S Q
pricemz prvni integral, diky tomu, ze funkce W mé kompaktni nosi¢ v €2, je nulovy,

coz plyne piimo z definice kompaktniho nosice. Ziskdvame nahradu pro derivaci
pusobici na funkei f(x) ve tvaru

(VF(x) = — /Q F(X) - VW (x — ¥, h)dx. (1.8)

Ziskanou aproximaci posléze diskretizujeme - mluvime o tzv. ¢asticové aproxi-
maci. Spojité prostiedi 2 rozdélime na konecny pocet N castic §2; tak, aby zistala
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zachovanéd mira charakterizujici oblast. Kazdé ¢astici prislusi objem V; urcéeny v za-
vislosti na déleni oblasti (respektive po¢tu ¢astic) a hodnota funkce v odpovidajicim
bodé f(x;) = f;- Obdrzime nahradu

(f(x)); = Zfi W (x — x;,h)V; (1.9)
(VIO == 3 fi VW (x = xi, )V, (1.10)

kde operéatorem (-); znacime, ze se jedna o diskretizaci aproximace (1.5), coz kore-
sponduje s predstavou materidlového télesa slozeného z materidlovych Céastic # =
{X}, pricemz jsme se z diuvodu uchopitelnosti numerického vypocétu omezili pouze
na jejich koneény pocet N. Diky kompaktnimu nosic¢i funkce W navic neni potieba
provadét sumaci pfes vSechny Céstice v oblasti, jelikoz pfispévek v misté x je od
¢astic mimo oblast nosice (x;:|x — x;| > xh) nulovy.

Upozornéme jesté na hierarchii mezi zavedenymi ndhradami. Operator (.); znaci
diskretizaci pomoci kone¢ného po¢tu bodu funkce, ktera byla aproximovana precho-
dem od d-distribuci k vdhové W. Pokud bychom tedy chtéli ukézat, Zze nase nadhrada
(f)i konverguje k pavodni funkei f(x), musime prvné piejit zpét ke spojité mu pro-
stfedi (Ax/h — 0, Ax oznacuje vzdalenost mezi ¢asticemi) a nasledné pomoci limity
h — 0 ukéazat konvergenci v distributivnim smyslu k ptivodni funkei f(x)

(Fe 2 (Flx) 2= £ ().

Funkci metody si lze predstavit nasledujicim zpiisobem. Uvazujme naptiklad
pripad obycejné transportni rovnice. Na pocatku mame spojitou oblast, ve které je
specifikované rozlozeni koncentrace urcité latky. Oblast rozdélime na kone¢ny pocet
castic, pricemz kazdé z castic priradime jeji vlastni objem a hodnotu koncentrace
podle polohy, kde se ¢éastice nachéazi. Specifikujeme-li nyni pohyb jednotlivych ¢éstic,
ziskdme se zménou jejich polohy i informaci o tom, jak se v oblasti méni zastoupeni
veli¢iny. Zajima-li nds nova hodnota v konkrétnim misté, pomoci nédhrady (1.9) ji
sestavime z prispévku okolnich ¢astic vazenych pomoci vahové funkce W. Popsany
princip koresponduje se vztahem (1.3) a jedna se o Lagrangeovsky nahled na popis
kontinua. Predstaveny zéklad metody je ¢isté Lagrangeovsky.

1.1.3 Gradientni nahrady

Néhrada derivace (1.10) ma fadu nedostatku. Problém nastéva napiiklad uz pii
nahradé konstantni funkce, kdy dostavame

N
()i =) W(x—x;,h)V; (1.11)
avsak
N
(V1); ==Y VW(x —x;,h)V; #0 (1.12)
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pro libovolné usporddané castice a v blizkosti hranice oblasti. Toho lze vyuzit pro
konstrukci nahrady s lepsimi vlastnostmi. Od vysledné nahrady pozadujeme, aby
byla symetricka, coz souvisi s vlastnosti konzervativity [61]. Postupujeme nasledu-
jicim zpusobem. Namisto (V f(x)) provedme nahradu vyrazu (Vf(x) — Vhf(x;)),
kde Vx € Q : h(x) =1 a tim padem Vh(x)(x) =0

(VI(x)h(x) = VA(x) f(xi)) = / [Vf(x) = VAX) f(x:)|[W(x =X, h)dx" (1.13)

Q

Upozornéme, ze hodnota funkce v misté i f(x;) neni funkei x’. Vyuzitim Gaus-
sovy véty ziskavame

[ 1956) = hg ] = )i 114)
= / fYW(x —x',h)ndS’ — / (X" VW (x — x', h)dx’'
s Q

_ /S h(x') f(x;))W(x — x', h)ndS" + / h(x) f(x;)) VIV (x — x', h)dx’'

Q
a po vypusténi nulovych integrali pres plochu S spolecné s prechodem k ¢ésticové
aproximaci ziskdvame (pro zjednoduseni ozna¢me W;; = W(x; — x;, h))

N N
(Vf = Vhi)i= =Y VWyfiAVi+ Y VWi fiV;. (1.15)
j=1 j=1
Symetricka ndhrada derivace ma tvar
N
(V)i == (fi= f() VW(x = x;, L)V (1.16)
i=1

respektive nahrazujeme-li derivaci na ¢astici i namisto v obecném misté x obdrzime

N

(Vf)i==Y _(fi— f;) VW(x; —x;,h)V}. (1.17)

=1

Je patrné, ze tato néhrada je jiz v pripadé aproximace konstantni funkce konzis-
tentni.

Casto se viak vyuziva nahrad jesté pokrocilejsich. Uvazujme vhodnou funkci p
(v intencich problémi proudéni se obvykle pracuje s hustotou). Vyuzijeme vztahu

Vi _ f 1 1 f
y Ev(pl‘q> i pQ‘qV(p"‘l) 19

kde g predstavuje celo¢iselny parametr. Pouzitim SPH diskretizace s pfihlédnutim
k vyjadieni pro objem ¢astice AV; = m;/p; ziskdvame

N
<V_f>A :Z< fi | quq)ViWijmj. (1.19)

2—q q
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Obvykle uzivané jsou nahrady, které ziskame polozime-li ¢ = 1,
N
\Y i ;
<_f> -y (M)viwijmj (1.20)
P i1 =1 PiPj

a pro q =2

2
Y i\ j=1 pz p]

pfimocary postup a prevedli druhou derivaci pfimo na vahovou funkei (uvazujme
rovnou ¢asticovou reprezentaci)

(V2= iViW,V; (1.22)
J

obdrzime nadhradu, ktera je velmi citlivd na nerovnomeérné usporadani ¢éastic. Navic
vzhledem k tomu, Ze druha derivace vahové funkce méni znaménko (zde pfipomenme,
ze vahovou funkci uvazujeme jako radialni), v pripadé difuznich procest (vazkych,
tepelnych, chemickych,...) nemame zaru¢enou spravnost jejich sméru.

Néhradu druhé derivace proto konstruujeme se snahou vyhnout se druhé deri-
vaci vahové funkce. Zavedme funkei F(}xij’), tak, ze V,W(x;;,h) = —xijF(|xij’).
Uvazujme dale funkei I(x) (pro nazornost za¢néme s jednorozmérnym piipadem)

o) = [(H&) = @) P - o) (1.23)

Pouzitim Taylorova rozvoje v okoli bodu x ziskdme

d d?
H@:i/<ﬂ@+;£@“~w+%5%<’—@2—fmﬁﬁqx—ymmf o
1d2f / 2 / o 1d2f .
=5z | @ —2)Flz—a')de' = 5=

pii¢emz clen %(m' — x) je nulovy pro symetrickou vahovou funkci. Naslednou

diskretizaci obdrzime vyjadieni druhé derivace v SPH formalismu

<d2f> N f = fdW (s — )

wizzg%_% 5. V. (1.25)

Pfechodem k tfirozmérnému (potazmo d-rozmérnému) prostoru ziskavame vztah
pro aproximaci laplaceova operatoru (oznacovany jako Morrisova formule)

xij - ViW;

(VPR =23 (f; = ) 2 (1.26)

2
s |
respektive obecny vztah pro ndhradu druhé derivace

(20) 5 (endn )y

2 2
9zap s | s |

j=1
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kde d = 1,2, 3 zna¢i pocet dimenzi a d,5 je Kroneckerovo delta. Reckymi pismeny
(e, #) indexujeme prostorové slozky a x;; = x; —x;. Uvedeny postup lze rozsifit pro
ziskani libovolné derivace [17].

1.1.4 Ridici rovnice

Ackoliv je predmétem naSeho zajmu zejména proudéni nestlacitelné vazké te-
kutiny, metoda SPH pracuje s modelem tekutiny slabé stlacitelné, coz znamen4,
7e pripoustime variace hustoty v ramci jednoho procenta. Nelze proto pracovat s
rovnici kontinuity ve tvaru V - v = 0, ale je nutné pouzit rovnici kontinuity pro
stlacitelnou tekutinu. Rovnici kontinuity a pohybovou rovnici je nutné dale doplnit
stavovou rovnici, udavajici vztah mezi hustotou a tlakem.

Dp )
T —pdiv(v) (1.28)
Dv 1 .
By = ;dlv(']I‘) +f (1.29)
p = p(p)- (1.30)

Symbolem D(-)/Dt zna¢ime materialovou derivaci, T je tenzor napéti a f predstavuje
vektor vnéjsich sil. Rychlost tekutiny je definovana jako materialova derivace polohy

materidlové ¢astice s polohou x
Dx

Dt
V naSem pripadé se omezime na pouze Newtonovské tekutiny. Tenzor napéti T je
urcen jako

V. (1.31)

T =—pl+7=(—p+ Ar(D))I +2uD (1.32)

D= % (vV + (Vv)T> :

Jako stavova rovnice je pouzita obvykle uzivana rovnice pro slabé stlacitelnou teku-

tinu [43]
p—b[(ﬁ)v—l} + o (1.33)

kde b = cZpy/~, 7 znaci Poissonovu konstantu s obvyklou volbou vy = 7, ¢q predsta-
vuje rychlost zvuku a pg referenéni hustotu média. Vzhledem k predpokladu o slabé
stlacitelnosti a Taylorovu rozvoji okolo bodu p = py ze kterého je patrné, ze hlavni
piispévek jde na vrub linedrnimu ¢lenu [3], lze pracovat s linearizovanou formou
stavové rovnice (1.33) ve tvaru

p=calp— po) + Do (1.34)

1.1.5 Diskretizace

Vezmeme-li v potaz, ze objem ¢astice mtuzeme slozit z jeji hmotnosti a hustoty
m.

V= — (1.35)
Pi
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ziskavame v SPH formalismu vyjadieni pro hustotu ve tvaru (jde o pouhé dosazeni
do vztahu (1.9))
N
(p(x)) =D mW(x = x;,h). (1.36)

j=1

Zakon zachovani hmoty lze v SPH zapsat pfimo pomoci vztahu (1.36), plynouciho
z konstrukce metody!

(p); = ijwij. (1.37)

ktery vsak nefunguje v blizkosti rozhrani. Vyuzijeme proto rovnice kontinuity (1.28)
a prechodem k ¢asticové diskretizaci spole¢né s nahradou pro derivaci (1.17) obdr-
Zime

Dp; N o,

D = —(pdiv(v)), = p; Z #Vij - VW;;. (1.38)

j=1 "7

Obdobné postupujeme v piipadé pohybové rovnice (1.29), kde ¢len Vp diskre-
tizujeme pomoci vztahi (1.20) resp. (1.21) a efekt vazkych sil V - 7 (tedy pro new-
tonovské tekutiny nV?u) prozatim oznac¢ime ¢lenem II;;. Ziskdvame vztahy

N
DVi i -+ D
o7 = (VP +(V7) = - > (pp‘p],jj T Hij) ViWigm; + 1 (1.39)
j=1 1
respektive?

N
1]33\: = —(Vp), + (V1) +E==Y (p—2 + % + Hij>viWijmj f. (1.40)
i J

Jj=1

Vazky ¢len nV?u diskretizujeme pomoci ndhrady (1.26). Clen vazkych sil tim
ziskava tvar
Hij ' hvij - X

I N\ [ 1.41
" hpin; 9 T+ eh? (14D)

n _
I, =

!Byt se jedna o vztah plynouci pfimo z konstrukce metody [42], ukdzalo se, Ze pro problémy
s volnou hladinou & vicefazovym proudénim jde o néhradu nevhodnou, kvili nekonzistenci v
blizkosti rozhrani [17]. Pfihlédneme-1i k faktu, ze V; = 1/ Zjv Wi;, lze ziskat alternativni vyjadieni
v podobé (p); = m; va Wij;, které je jiz konzistentni pro vicefazové proudéni, nicméné stéle
se potykd s nedostatky v pfipadé volné hladiny [24]. V textu prezentované vyrazy vychéazejici
z diskretizace rovnice kontinuity (1.28), pracujici s hustotou, jsou funkéni v p¥ipadé proudéni
s volnou hladinou, nicméné pro zménu nevhodné pii vicefazovém proudéni. V tomto ohledu se
nejlépe jevi formulace, kterd namisto hustot p; pracuje pii diskretizaci rovnice kontinuity (1.28)
s objemy V;. Rovnice (1.38) ma poté podobu DV;/Dt = V2 Zfil v;; - VW;; a pohybova rovnice
(1.40) m;Dv;/Dt = — Y1, (p;V2 + p;V?)VWi; picemz plati V; = m;/p; [8]-

2Poznamenejme, Ze rovnici odpovidajici vztahu s ndhradou (Vp); o bychom ziskali i naprosto
odlisnym zpisobem, kdy bychom fidici rovnice pro ¢astice odvozovali za pomoci Lagrangeovské
dynamiky s vyuzitim lagrangianu £(x,v) = [, p(%v2 —e(p,p) — qi)(x))dx [25][8].
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kde v;; = v; — v;, 1 je kinematické viskozita a K je prostorovy koeficient s hodno-
tami K = 6,8 a 15 v 1D,2D a 3D a € v ¢lenu p;; piedstavuje volitelnou konstantu,
kterd méa za ukol zabranit nulovému jmenovateli, s obvyklou hodnotou € = 0.001 [7].

Vazky ¢len II;; se ovSem casto realizuje ve formé tzv. umeélé viskozity, navrzené
ptvodné za tcelem stabilizace metody [43][25]

— QCijlij + Bﬂ?j
a — Vii X0 < 0
0 Vij - Xij > 0

kde ¢;; = (¢; + ¢;)/2 je pramérné rychlost zvuku mezi ¢asticemi, p;; = (p; + pj)/2
prumérnéd hustota, o, 8 a € jsou volitelné konstanty a p;; je dano stejné jako v
rovnici (1.41). V naSem piipadé uvazujeme S = 0 (druhy ¢len se pro simulace s
volnou hladinou obvykle vypousti), hodnoty « se pohybuji fadové okolo 0.01 a 0.1.
Ackoliv byl ¢len originalné navrzen jako stabilizac¢ni, lze ukazat jeho souvislost s
fyzikalni viskozitou [11].

1.2 Numerické aspekty SPH metody

Zaméime se nyni na urcité aspekty nahrady, kterou jsme odvodili a vénujme
pozornost nastrojim, za jejich pomoci lze zlepSit presnost a numerické vlastnosti
ziskané aproximace.

1.2.1 Difuzni ¢leny

Pro vétsinu pripadi, které jsou predmétem naseho zajmu, je fyzikdlni rychlost
zvuku vyrazné vyssi, nez rychlost tekutiny. éasovy krok vypoctu je tmérny rozliseni
a rychlosti zvuku At ~ h/cy. BohuZel, nelze pouzit skutecnou fyzikalni rychlost
zvuku, protoze ¢asovy krok by byl prilis maly. Z toho divodu uzivame tzv. numerické
rychlosti zvuku, obvykle uréenou podle vztahu [15]

Co = Ccs V thgH (143)

kde C.s je volitelny koeficient (obvykle kolem hodnoty C.s = 20) a h,, je maximalni
vyska vodniho sloupce, pripadné dle vztahu

co = 10max (Vmax, b ma") (1.44)

Po

pricemz Viyax @ Pmax predstavuji maximalni ocekdvané hodnoty rychlosti a tlaku v

prubéhu vypoctu. Uvedené odhady souvisi s predpokladem umeélé stlacitelnost, kdy

predpokladéame

A

‘—p‘ < 0.01. (1.45)
p

20



P1i pouziti standardni metody vyuzivajici odvozenych rovnic si vSimneme, Ze
i kdyz dostavame dobré vysledky (mysleno experimentu odpovidajici) pro kinema-
tiku a rychlostni pole, v tlakovém poli se vyskytuje vyrazny Sum. Jeho pritomnost
souvisi s nékolika faktory - numerické schéma je centralni a explicitni, s pouzitym
fyzikalnim modelem slabé stlacitelné tekutiny a akustickymi vlnami a konec¢né také s
Lagrangeovskou povahou metody, kdy ¢astice, smérujici do zddané polohy, podléhaji
drobnym oscilacim. VSechny uvedené diivody jsou pochopitelné vzajemné provazané.

Strategii, jak odstranit $um a oscilace v tlakovém (potazmo hustotnim) poli je
pridat dodatecny difuzni ¢len do rovnice kontinuity

N
Dp;
Dt = ; m;vij - VZWZ] + 5¢h00.@ (146)

kde 0, predstavuje bezrozmérny parametr difuzniho ¢lenu (obvykle 0, = 0.1) a

N i - NWos s
D=2y apyy- L2 (1.47)
=1 [ Pi

Kandidat na difuzni ¢len );; by mél splnit nékteré zakladni podminky. V prvni
fadé, ma-li byt ¢len (1.47) difuzni, musi aproximovat sudé derivace pole hus-
toty (poznamenejme, Ze tvar rovnice (1.47) koresponduje se vztahem pro nahradu
druhé derivace (1.26)). Dalsi podminkou je je konzistence se zakonem zachovani
hmoty, pfechodem od diskretizace zpét ke kontinuu bychom méli obdrzet rovnici

kontinuity (1.28), tedy
dpg
lim( lim < W>):o (1.48)
h—=0 \ Az/h—0 \ dt [,

Splnéni prvni podminky je obvykle zajisténo navrzenim difuzniho ¢lenu ve tvaru [48]

1J

Y(x,x) = hp(x,x), p>1. (1.49)

Nasleduje podminka konzistence vzhledem k volné hladiné, ktera pozaduje aby
nedochéazelo k nefyzikidlnimu pohybu hladiny. Pii jejim poruseni vznika v blizkosti
rozhrani umély dodatecny ¢len, ktery vede k umélému zvysovani tirovné hladiny [3] a
tim zamezuje ziskani hydrostatickych feseni. Déle pozadujeme globalni zachovani

hmoty, neboli
= /dpg
=0. 1.50
> (), 1

i=1

Bylo dokazano [2], ze symetrie difuzniho ¢lenu zajisti splnéni podminky globélniho
zachovani hmoty, tedy

N

1=1

Rozsifenou variantou difuzniho ¢lenu je difuzni ¢len navrzeny Moltenim a Co-
lagrossim [41]
Mo _ o pi (1.52)
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Lze nahlédnout [3], Ze uvedeny tvar nespliuje podminku konzistence v blizkosti
hladiny (volného povrchu). Difuzni ¢len totiz pii pouziti ¢}}/° vede na vztah

DM = 2Vp; - VI +T:V%p; + O(h) (1.53)
kde
N e N e
el Pj =1 J

Druhy ¢len na pravé strané obsahuje druhou derivaci hustoty a proto jde o di-
fuzni ¢len. Prvni ¢len pravé strany je vSak diferencialni operator prvniho fadu. V
piipadé, ze je efektivni oblast jadra zcela zaplnéna (uvnitt oblasti, v dostatecné
vzdalenosti od hladiny) plati I'; ~ 1 a VI'; >~ 0, prvni ¢len pravé strany je nulovy a
9Me aproximuje laplacian hustoty. To v8ak neplati v blizkosti hladiny, kde VI'; neni
nulové a mifi smérem ven z oblasti s tekutinou. Ve stavu blizkém stavu hydrostatic-
kému sméruje gradient hustoty Vp; rovnéz smérem k hladiné, diky ¢emuz je skalarni
soucin Vp;- VT kladny a difuzni ¢len ZM° taktéz kladny. To vede k naristu hustoty
a potazmo tlaku ve sméru k hladiné, coz méa za nasledek vznik sily ptisobici ve sméru
ven z tekutiny, kterda posouva castice vzhiru a dochazi tak k rozporu s hydrosta-
tickym feSenim. Popsany efekt je vSak zanedbatelny v pfipadé nehydrostatickych
pripadi, kde je sila uméle zvysujici hladinu fadové mensi, nez ostatni pritomné sily.

Antuono [3] vSak navrhnul zlepSeni predstaveného ¢lenu v podobé, ktera je kon-
zistentni v celé oblasti s tekutinou, zajistuje zachovani hmoty a neni v rozporu s
feSenim hydrostatickych pripadi

V8" = oy — ) — 5 ((V0)F +(V0)F) (1.55)

kde (Vp)¥ znaéf renormalizovanou nédhradu gradientu hustoty, uréenou jako

N

<VP>1'E = Z(Pj — pi) LV Wi, V; (1.56)

J=1

L je tzv. renormaliza¢ni faktor dany vztahem
~1
,C(Xz) = [Z(Xj — Xi) & VWh(Xj — Xz)&] (157)

JEF Pi

pricemz sumace probihé pfes mnozinu ¢astic tekutiny F a ® znadi tenzorové néso-
beni. Podobné jako v predchozich piipadech lze ukazat [2|, Ze navrzeny difuzni ¢len

vede na 2 o
An _ " m Pi
Zi __IZBﬂwq(ﬁxaa$53xyax5>' (1.58)

Opravu Molteniho difuzniho ¢lenu, ve snaze ziskat konzistenci v blizkosti hladiny
lze provést jesté druhym zptisobem, a to s vyuzitim dynamickych hustot (potazmo
tlakt) [22]. Clen méa tvar

e (1.59)

1
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kde pP znaéi dynamickou hustotu danou pP = pT — pt. (pT znaéi celkovou hustotu
a p jeji hydrostatickou ¢ést). Difuzni ¢len lze potom prepsat jako
i = g — i (1.60)

Pomoci stavové rovnice (1.33) uréime hydrostatickou slozku hustoty

H 1
Py +1 K
iy = po< I 4+ 1) : (1.61)

b

Je ovSem nutné misto celkového tlaku p;; pouZzit jeho hydrostatickou cast p?j =
pogzij, Pridemz z;; znadi vertikalni vzdalenost mezi ¢asticemi i a j a b = c3po/7 je
konstanta stavové rovnice. Vyhoda této varianty spoc¢iva zejména v tom, Ze oproti
prvni navrzené opravé neni nutné pocitat renormalizované gradienty hustoty. Pred-
chozi varianta méa vsak tu vyhodu, Ze funguje pro libovolny typ proudéni, zatim co
difuzni ¢len iFjO je navrzeny pro proudéni, kde je dominantni silou sila gravitacni.

1.2.2 Particle shifting techniky

Nerovnomeérné usporadani ¢astic vede ke snizeni presnosti aproximace a zpuso-
buje problémy se stabilitou. Ty se projevuji vznikem nejriznéjsich fluktuaci v polich
veli¢in proudéni a vznikem poruch v podobé prazdnych oblasti a trhlin v proudu
tekutiny. Ve snaze zamezit zminénym problémiam byl vyvinuti tzv. shifting algo-
ritmus, oznacovany zkratkou PTS (particle shifting technique) |32][62]. Jde postup,
ktery uméle posouva castice z oblasti s jejich vyssi koncentraci do oblasti, kde je
koncentrace ¢astic nizsi. Déje se tak na zékladé Fickova difuzniho zakona

J=-DVC. (1.62)

kde J znaci difuzni tok, C' koncentraci ¢astic a D difuzni koeficient. Predpokladame,
ze difuzni tok J je tmérny rychlosti posunu ¢astice v,. Draha, o kterou jsou ¢astice
posouvany, je dana jako dx, = Atv,, na zékladé ¢ehoz uvazujeme

5%, &< —DALVC. (1.63)

S vyuzitim ¢asticové aproximace rovnici pro 0xs prepiSeme do podoby dx,; o
—D;At(VC); a gradient koncentrace v difuznim zakoné (1.62) vyjadiime jako

N

=1 P

Difuzni koeficient v rovnici (1.63) je potieba zvolit tak, aby zajistil dostatec¢ny
posun ¢astic a zaroven tak, aby posun ¢éstic negeneroval nové poruchy a nestability.
Za pomoci podminky stability pro feseni advekéné-difuzni rovnice urcené jako

(1.65)



kde At; odpovida maximélnimu lokdlnimu ¢asovému kroku vyhovujicimu CFL pod-
mince pro dané aktualni rychlosti a zvolené rozliSeni

h
At; < —. (1.66)
il
lze kombinaci obou rovnic ziskat D; < h||v;||, pfi¢emz uvazujeme CFL ¢islo 0.5 a
tim padem At; < 0.5h/||v;||. Vztah pro posun ¢astice x; ma potom tvar

kde A je bezrozmérna konstanta nezavisla na konfiguraci daného problému, diskre-
tizaci a ¢asovém kroku, volena obvykle z intervalu [1, 6] [52].

Dale je nutné zohlednit chovani v blizkosti hladiny, kde efektivni oblast vahové
funkce neni zcela zaplnéna. Bez pattfi¢nych opatieni by dochazelo chybnému pohybu
rozhrani a nefyzikalnim nestabilitam. Aby se zabranilo prechodu ¢éstic z tekutiny
pfes volnou hladinu, pouziva se dodatecné korekce [32], limitujici difuzi ve sméru
normély k povrchu avSsak umoznujici pohyb ¢astic v teném sméru vzhledem k hla-
diné. Korekce se tedy uplatni pouze v blizkosti rozhrani. Urcuje se tak na zakladé
tzv. cdsticové divergence V - x [30], ktera ma v SPH formalismu tvar

N
(V-x) =Y D, Vil (1.68)
=1 P
Jednou z moznych realizaci [15] je doplnit vzdéalenost posunuti ér o tzv. prahovou

hodnotu hladiny Apsc
V- x — Apsr
A N e 1.69
ks Apsm — Apst ( )

kde pro koeficienty Apsy a Apgt plati

2 pro 2D 1.5  pro 2D
M {3 pro 2D e {2.75 pro 2D ( )

Vysledny vztah pro posunuti ¢éastice se zohlednénou korekci v blizkosti hladiny ma
pak tvar

. = {—AFSCAthZ-H AHVC);,  (V-x — Apst) < 0 )

—AhHV1||AtV<C>Z, (V'X—AFST) =0

Poznamenejme, ze pouzitim PST korekce ztréacime ryze lagrangeovsky charakter,
coz je disledek vychyleni ¢éstic z jejich prirozenych trajektorii. Vzhledem k tomu,
ze hodnoty posunuti jsou vsak velmi malé, povaha metody ziistava témér lagran-
geovska. Dopliime také, Zze realizaci a provedeni shifting algoritmu (PST) je cela
fada. Umélé posouvani ¢astic (PST) je v nékterych svych podobéch zéroven velmi
efektivni korekei v piipadé tzv. tahovych nestabilit (v literature pod pojmem tensile
instabilities). Jde o jev spojeny s diskretizaci tlakového gradientu, kde z davodu za-
chovani hybnosti vyzadujeme symetrickou ndhradu ve tvar p;+p;. Nasledkem pouziti
centralni nahrady jsou tahové nestability, které se pfi proudéni projevuji vznikem
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dutin v oblastech s negativnim tlakem. PST je v tomto ohledu pouze doplhujici
numerickou technikou, nejedna se o zasah do konstrukce diskretizovanych rovnic.
V nékterych piipadech se vSak PST nedokaze s tahovymi nestabilitami vypotradat
(obvykle v ptipadech s velmi vyraznymi hodnotami negativniho tlaku). V takovém
piipadé lze vyuzit tzv. TIC (tensile instability correction) technik [36], které nahra-
zuji pti diskretizaci tlakového gradientu ¢len p; + p; za ¢len p; — p; a jsou schopné
uplné odstranit tahové nestability ovSsem za cenu, Ze neni presné splnén zékon za-
chovani hybnosti. Konstrukce pokrocilych korekei napétovych nestabilit je v SPH
metodé pomérné modernim tématem a byt vysledky prezentované v dalsich kapi-
tolach nepracuji s pokroc¢ilymi technikami PST ani TIC, jedna se o téma natolik
zéavazné, ze jej bylo zahodno zminit alespon nékolika radky.
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Kapitola 2

Okrajové podminky

Podobné jako u jinych numerickych metod, i v SPH metodé jsou okrajové pod-
minky jednou z hlavnich vyzev a zaroven jednim z hlavnich problémi pii realizaci
vypoctu a simulaci. I diky tomu si vyslouzily misto mezi péti vybranymi tématy SPH
metody (tzv. grand challanges), které vyclenila mezinarodni organizace SPHERIC
(SPH rEsearch and engineeRing International Community) jako hlavni oblasti pro
badani a vyzkum. Organizace SPHERIC sdruzuje prace a pokroky spojené s meto-
dou a umoznuje tak komunité uzivateli i badateli pohodlnéjsi piehled o problémech,
novych informacich a nastrojich.

P1i feSeni problémi s volnou hladinou se vyskytuji typicky tfi druhy okrajovych
podminek.

Okrajova podminka volného povrchu, respektive hladiny, vyzaduje splnéni
kinematickych a dynamickych podminek podél rozhrani. Kinematicka okrajova pod-
minka fika, ze body na rozhrani musi zustat na hranici oblasti 0Qp, pricemz 0Qp
znaci volnou hladinu tekutiny. Vzhledem k tomu, Ze se rozhrani pohybuje spoleéné
s tekutinou

Vo (x) =V 5(x) Vx € 0Qp (2.1)

kde v, je rychlost tekutiny promitnuté do normaly k hladiné n, V,, ; norméalova
rychlost rozhrani.

Dynamickd podminka pro volny povrch je dtsledkem spojitosti napéti napiic
rozhranim. Pfi zanedbéani povrchovych napéti (poznamenejme, Ze modelovani po-
vrchového napéti v metodé SPH predstavuje samostatnou kategorii), na hladiné
nepusobi ani kolmé ani teéné (smykové) napéti. Pro Newtonovské tekutiny formalné
Zapsano

T -n=(—p+Ar(D))n+2uD-n=0 (2.2)

kde D je tenzor rychlosti deformace a \ a u jsou koeficienty vazkosti.

Okrajové podminky pro stény rovnéz vyzaduji splnéni kinematické okrajové
podminky, pro ¢ast hranice odpovidajici sténé 02 pohybujici se rychlosti V, plati

Vo (x) = Vyp(x) Vx € 0Qp. (2.3)
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piicemz V,,;, znaci rychlost stény v jejim normalovém sméru. V zavislosti na te¢né
rychlosti na sténé rozlisujeme mezi skluzovou okrajovou podminkou (tzv. free-slip)
a podminkou ulpivani na sténé (no-slip). Volba spoc¢iva v tom, zda je predmétem
zajmu mezni vrstva. Okrajovd podminka s ulpivanim na sténé pozaduje

=Vy(x) Vx€0Qp (2.4)

Vi (X> no-slip

kde v; a V¢;,(x) jsou rychlosti tekutiny a stény promitnuté do teéné roviny k roz-
hrani. V pripadé skluzovych okrajovych podminek neni dan Zadny pozadavek na
tecnou rychlost. Pro tlak plati Neumannova okrajovd podminka ve tvaru

V() nx) =g~ T

Vstupni a vystupni okrajové podminky - v pripadé vstupnich okrajovych
podminek (¢ast hranice 9€2;), na rozdil od pfipadu pro pevné stény, uvazujeme pouze
Dirichletovy okrajové podminky pro rychlost a pro tlak

+vV?v(x)| -n(x) Vx € dQp. (2.5)

v(x) =V(x) Vxe€ o (2.6)
p(x) = P(x) Vx € 09Qy;. (2.7)

kde V a P udava rychlost a tlak na vstupu. Oproti tomu na vystupu uvazujeme
pouze Neumannovu okrajovou podminku

Vv(x) -n(x) =0 Vx € o (2.8)
Vp(x) -n(x) =g-n(x) Vx e do. (2.9)

Problém realizace okrajovych podminek pro pevné stény (a ostatné i pro vstup a
vystup) je patrny na obrazku 2.1. Nejen, Ze musime zarucit, aby ¢astice neprochéazely
sténou, potykame se také s problémem, Ze ¢astice v blizkosti hranice nema rovno-
mérné zaplnénou efektivni oblast (nosic) €; své vahové funkce sousednimi ¢asticemi
(ob¢as mluvime o tzv. deformovaném nosi¢i jadra). Pro kazdou ¢astici v blizkosti
hranice 1ze ; rozlozit jako ; = Qf U ;. Nachazi-li se ¢astice v blizkosti hranice,
cast efektivni oblasti €2 presahuje pres hranici a v oblasti problému 2 se nachazi
pouze ¢ast ; € Q .

Obréazek 2.1: Znazornéni presahu efektivni oblasti jadra €2; pres hranici pro ¢astici
nachézejici se v jeji blizkosti. €2; = Q7 U, QF - ¢ast mimo oblast tlohy €2, €2, - ¢ast
v oblasti tlohy €2
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Zminény efekt je mozné fesit dvojim zpusobem. Prvni tfidu postupu pro reali-
zaci okrajovych podminek tvoii metody dodatecnych ¢astic, kdy za hranici umistime
pomocné castice, zajistujici zaplnéni oblasti €2f. Druhou pak zpisoby zalozené na
renormalizaci aproximaci jednotlivych ¢lenii fidicich rovnic, ve snaze vykompenzo-
vat chybéjici spoluinteragujici sousedy ¢astice v blizkosti hranice. V néasledujici ¢asti
je predstavena konstrukce jednotlivych metod a jsou uvedeny jejich vlastnosti, moz-
nosti a omezeni.

Obrézek 2.2: Realizace okrajovych podminek pomoci dodate¢nych ¢astic umisténych
za hranici (vlevo) a pomoci jedné vrstvy ¢astic, obvykle doplnéné o renormalizaéni
procedurou (vpravo). d, zna¢i poc¢atecni vzdalenost mezi ¢asticemi.

2.1 Okrajové podminky stén

Pristupme nyni ke konkrétnim realizacim vySe naznacenych zptisobii.

2.1.1 Kompenzac¢ni metody - kernel corrections

Casto pouzivanym pristupem jak kompenzovat chybé&jici sousedy v blizkosti hra-
nice (resp. deformovany nosi¢ jadra v blizkosti hranice) je nahrada vahové funkce
W (x; — x;, h) alternativni variantou W#(x; — x;, h), pfi¢em?

VIWWE(x; — x;,h) = L(x;,) VW (x; — x5, h) (2.10)

kde £ zna¢i renormaliza¢ni nebo také deformacni operator. Uvazujeme-li £(x;) =1
obdrzime klasickou variantu vahové funkce (I znaci jednotkovou matici).
Jednou z mozZnosti navrzenou v [5] je pouzit Shepardovu renormalizaci, kdy

polozime
1

L(x;) = (2.11)
(i)
pricemz Shepardiiv renormaliza¢ni faktor ~; uréime jako
Y(x) = / Wi(x —x', h)dx’' (2.12)
Q
respektive v diskretizované ¢asticové reprezentaci
m .
(V)i =Y Wk —x;,h)— (2.13)
jEF Pi
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Sumace v tomto pripadé probihd pouze pres ¢astice tekutiny F, pripadné hrani¢ni
¢astice ¢i prvky k hodnoté neprispivaji.

Uvedeny pristup vede k ziskani aproximace nultého fadu pro SPH nahradu v
blizkosti hranic. Ve snaze ziskat ndhradu prvniho fadu lze pouZit tzv. MLS (moving
least-squares) pristup [50], kdy deformacni operator vahové funkce £ definujeme jako

—1
L) = | Y (x —x;) ® VIV (x; — x5, h) 2 (2.14)
i Pj

Kompenzaé¢ni pristup vsak nedokaze sam o sobé zarucit nepropustnost stény. Po-
uzivé se proto v kombinaci s dopliujicimi technikami, obvykle zalozenymi na pokryti
hranice vrstvou ¢astic (se vzdalenostmi mezi ¢asticemi odpovidajici po¢atecnimu dé-
leni d,)), které zavadéji pusobeni dodatecné sily mezi sténou a tekutinou [7][44]. Byt
pouziti dodateénych (¢i umeélych) hrani¢nich sil neni zcela konzistentni, v pfipadé
rozséhlych, objemnych tfirozmérnych simulaci s komplexni geometrii jde, oproti ji-
nym piistuptim, o nastroj snadno realizovatelny a lze jej povazovat za prijatelnou
alternativu.

2.1.2 Okrajové podminky na principu rozsireni

V uvodu k okrajovym podminkam jsme uvedli, Ze hlavnim problémem c¢astic v
blizkosti hranice je préavé absence sousednich ¢astic v oblasti Q*, tedy c¢asti efektivni
oblasti, ktera hranici presahuje. Okrajové podminky na principu rozsiteni pridavaji
za hranici dodatecné castice a to tak, aby pro ¢astici tekutiny v blizkosti hranice
byla efektivni oblasti vahové funkce zcela zaplnéna. Hrani¢ni ¢astice (virtudlni, nebo
také tzv. ghost particles) zaroven zabranuji ¢astici tekutiny projit skrze hranici a
realizuji predepsanou okrajovou podminku. Oznacime-li mnozinu c¢éstic tekutiny
jako F a mnozinu virtualnich ¢astic stény G, 1ze rovnice pro SPH nahradu funkce
(1.9) a diferencialniho operatoru (1.8) rozdélit na ¢leny

>Z:ijW(Xi_Xj7 +Zf] - Xy, )% (215)

jeF jeg J
= LVW(x —x,h) =2 =Y [ VW (x; — x5, h) 7’ (2.16)
JEF j€G P

kde druhy vyraz na pravé strané znaci interakci s hrani¢nimi ¢asticemi.

U okrajovych podminek zaloZzenych na principu rozsireni tekutiny rozlisu-
jeme dva pristupy. Prvni, princip tzv. virtualnich ¢astic (v literature obvykle ozna-
cované jako virtual particles), kdy jsou za hranici oblasti rozmistény dodatecné
¢astice s pevné danou strukturou usporadéni, které se v pribéhu vypoctu neméni.
Ty zapliuji hranici presahujici ¢éast efektivni oblasti 0* ¢astice v blizkosti hranice.
Hodnoty veli¢in na virtualnich ¢asticich jsou urc¢ovany z hodnot tekutiny v blizkosti
stény, piipadné pevné predepsany. Préaveé zptsobem urceni veli¢in virtualnich ¢as-
tic se jednotlivé metody zaloZené na principu rozsiteni virtualnimi ¢asticemi lisi.
Poloha virtualnich ¢astic je neménné nebo upravoviana podle predepsané okrajové
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podminky [1][16][12].

Druhou variantu piedstavuje zrcadleni ¢astice tekutiny (v literature obuykle
oznacované jako ghost particles). Za hranici oblasti jsou rozmistény dodatecné
¢astice, které v tomto piipadé vsak vznikaji zrcadlenim ¢astic tekutiny, nachazeji-
cich se u okraje oblasti, pfes hranici. Obraz Céstice tekutiny za hranici mé stejné
hodnoty veli¢in jako plivodni ¢éstice avsak s tim rozdilem, Ze rychlost je uvazovana
z opatnym znaménkem [50]. Ackoliv se uvedeny piistup dockal fady zdokonaleni a
rozsifeni (napf. [21]), v pfipadé implementace na grafické procesory (GPU) je ob-
tizné uchopitelny a to zejména proto, zZe pfedem nezname pocet dodatecnych céstic
za sténou a je nutné je v prubéhu vypoctu generovat.

2.1.3 Dynamic boundary condition - DBC

Nejjednodussi variantou virtualnich ¢astic jsou tzv. dynamic boundary con-
ditions (DBC), kdy je hranice a oblast za hranici do vzdalenosti xh/2 pokryta
¢asticemi usporadanymi v kartézské miizce o hrané dp, coz odpovida inicializa¢ni
vzdalenost mezi asticemi. Castice vSak nemust byt usporadany nutné ekvidistantné.
Diskretizujeme-li naptiklad valcovou oblast, je mozné usporadat ¢astice tak, abychom
co nejlépe zachytili zddanou geometrii, ovSem pii soucasné snaze se co nejméné od-
chylit od rovnomérného uspofadani. Castice hranice (hovofme o Easticich G) spliuij
stejné rovnice pro urceni hustoty a tlaku jako ¢astice tekutiny. Na hrani¢nich ¢ésti-
cich je ur¢ovana hustota (a pomoci stavové rovnice zaroven tlak), nevyhodnocujeme
pro né vsak zrychleni a jejich poloha se neméni (pfipadné se méni tak, jak vyzaduje
okrajova podminka napiiklad v pFipadé pohyblivé stény). Blizi-li se ¢astice tekutiny
k hranici, na hrani¢nich ¢éasticich i ¢astici tekutiny roste hustota a tedy tlak a ¢imz
mezi ¢asticemi vznika odpudiva sila, ktera zabranuje tekutiné projit skrze hranici.

©0Qogoe0op OO 00Q0ae0
@0 0T 0weo g0 e eod oo
S p

(O CASTICE TEKUTINY @ VIRTUALNI CASTICE STENY

Obrazek 2.3: Schématické znazornéni interakce ¢astic, hrani¢nich ¢astic a virtudlnich
¢astic za sténou u varianty okrajovych podminek DBC.

2.1.4 Modified Dynamic boundary condition - mDBC

Jak je jiz z nazvu patrné, metoda modified dynamic boundary conditi-
ons zdokonaluje predchozi variantu DBC a odstranuje jeji nejvyraznéjsi nedostatky;,
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umeélou mezeru, vznikajici mezi sténou a tekutinou a Sum a poruchy tlakovych poli v
blizkosti hranice (viz vysledky v sekci 5), které jsou cenou za snadnou realizaci DBC
okrajové podminky. Zlepseni lze dosahnout jinym piistupem k urcovani veli¢in na
hrani¢nich ¢asticich. V metodé mDBC jsou hrani¢ni ¢astice usporadany stejné jako
v predchozi varianté, ovSem s dodateénym rozhranim mezi hrani¢nimi ¢asticemi a
¢asticemi tekutiny ve vzdalenosti dp/2. Pro kazdou hrani¢ni ¢astici je pomoci zrca-
dleni pres dodate¢né rozhrani vytvoren v oblasti tekutiny virtuélni uzel. U piimych
stén probihé zrcadleni pfimo ve sméru normély k hranici, osové, v piipadé rohovych
c¢astic je zrcadleni provedeno stfedové pres roh oblasti, jak demonstruje obrazek 2.4.
Sumace proménnych je provedena v pfezrcadleném virtualnim uzlu a nasledné je po-
moci Taylorova rozvoje prvniho fadu extrapolovana zpét na hrani¢ni ¢astici. Princip
funkce okrajové podminky je stejny jako v predchozim ptipadé.
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© VIRT. CASTICE STENY — ROZHRANI PRO ZRCADLENI

Obréazek 2.4: Schématické znazornéni zrcadleni virtualnich castic na uzly v oblasti
tekutiny a jejich nasledné interakce u varianty okrajovych podminek mDBC.

Postup pro ur¢ovani veli¢in pro hrani¢ni castice je nasledujici. Vyjdéme z Tay-
lorova rozvoje pro funkei vice proménnych (indexy s feckymi pismeny «, 7,... znaci
prostorové slozky, pricemz derivaci budeme nyni znacit indexovym zapisem, tedy
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afi/axa = fi,a)

FO = it (X =X frat (X =X X oy (217)

Déle vynéasobime obé strany rozvoje vahovou funkei W;(x) a jejimi prvnimi de-
rivacemi W; 5(x) (pfi¢emz pro kompaktnost zapisu znac¢ime W(x; —x, h) = W;(x)),
zanedbame derivace druhého a vyssiho fadu a integrujeme pres oblast {2. Obdrzime
tak soustavu d + 1 rovnic (2.18) pro d 4+ 1 neznamych (f; a fi o)

/ FEOWi(x)dx = f, / Wi(x)dx + fr / (x% — x7)Wi(x)dx (2.18)

/f Wig(x dX—fz/Wzﬁ dx+fm/9( — x{ ) Wi p(x)dx.

Vysledna diskrétni aproximace pro f; a f;, (ziskdno prevedenim soustavy (2.18)
do Casticové reprezentace a vyjadienim prislusnych neznamych pomoci Cramerova
pravidla) ma podobu

det ZJ 1 fiWi AV Z] (x5 = x7) WAV
Z] 1 [iWij sAV; Z] 1( — x; )W AV

fi= (2.19)
det Z] 1 Wi; AV Z] 1( — x{)Wi;AV;
23:1 WijsAV; Z]:l( Jj i)Ww,BAV;
o ( %J  Wi,AV; %J FWLAY, )
Wi; sAV; fiWii sAV:
j=1 "Vij,p j=1J3" .8 (2.20)

fip =
det Z] Wi AV ZJ 1( — x§)Wi; AVj
Z]:1 Wzy,BAV Z]:1( Jj z’)Ww,BAVJ

Ptejdéme nyni k proménnym proudéni a proménnym, které je nutné pro hrani¢ni
¢astice vyhodnocovat. Za¢néme s hustotou. Jak bylo popsano vysSe, ¢astici hranice
na soutfadnici x;, zrcadlime pfes hranici, ¢imz ziskame virtualni uzel v oblasti s
tekutinou o soufadnicich x,, ve kterém urc¢ime hustotu a jeji derivace (usporadejme
tyto hodnoty do vektoru a oznacme jej jako p,). Poté provedeme extrapolaci zpét
na hrani¢ni ¢astici

Py = pg+ (Xb = Xg) - Vpg. (2.21)

Hodnoty hustoty a derivaci hustoty ve virtualnim uzlu uré¢ime podle predstavené
nahrady (2.18) jako FeSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic

Agpy = by (2.22)
kde A, je uzlova matice ¢asticové aproximace, p, vektor obsahujici hustoty a slozky

gradientu ve virtualnim uzlu a b, vektor koeficientii piislusnych proménnych z rov-
nice (2.18). Pro 2D
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7 Y ! Y o
Ay = ng 0. W3V Z%V(x] — 24)0: W,V ng(yj — Yg)0: Wy Vi | (2.23)
Z] O W,V Zj (zj — x4)0,Wy;V; Zj (Yj — vg)O,Wy;V;
Pyg ZN;N Wim;
Py Oupyg |+ by = | 225 0uWyimy
Oypg Z;V Oy Wyjm;

2.1.5 Semianalytické okrajové podminky, hrani¢ni ¢leny - BT

Pristup zaloZzeny na hrani¢nich ¢lenech (oznacovany téz jako semianalyticky)
vychézi z modifikované formulace SPH metody, kdy v rovnici pro ndhradu derivace
(1.7) nevypustime integral pies hranici nosi¢e vahové funkce a pokousime se nalézt
jeho feSeni podél hranice oblasti. To je mozné bud na zakladé ¢asteéné analytického
pristupu [37][14] a nebo, jak je prezentovano na néasledujicich fadcich, ¢isté nume-
ricky, pomoci formalismu SPH [7].

Vychozi rovnici je vztah (1.7), ve kterém se nejprve namisto integrace pres celou
oblast {2 omezime na integraci pres efektivni oblast vahové funkce €2; a déle rozdélime
podle obrazku 2.1 na ¢ast nachézejici se v oboru (2; a ¢ast presahujici hranici €2}

(V) = — /Q FK)VIV (x — %, h)dx — /Q FEVW - X Bk (2.24)

pricemz druhy integral v uvedené nahradé v principu neexistuje. Jsme vSak schopni,
za predpokladu, ze je pole f dostatecné regularni, s vyuzitim vlastnosti vahové
funkce provést nésledujici nahradu zahrnujici oba integraly pravé strany

ﬁ ( - /Q FEN)VW (x — X, h)dx' + . fEOW(x =, h) H(X/)dx/) (2.25)

1 / ¥ < < % W) n(x Vdx
_—1_%()()(— Q*f(x)VW(x ,h)dx' + m*f( YW ( h)n(x')d >+o(h)

kde normalovy vektor k hranici n uvazujeme jako vnéjsi a -, (x) je spojity Shepardav
renormaliza¢ni faktor

Yu(x) = /QW(X —x', h)dx'. (2.26)

Vahova funkce je nenulova v ¢asti praniku hranic 9Q N 9. Druhy integral levé
strany je tedy az na znaménko stejny jako druhy integral na pravé strané . Diky
tomu lze druhy integral z puvodni rovnice (2.24) vyjadrit jako

fXVW(x —x', h)dx" ~ (2.27)
o

'Yh(X) <<1 - '7h<x)) /Q f(X/)VW<X - X/, h)dX, — - f(X/>W(X — X,, h) n(X)/dX,) ‘
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Prechodem k SPH diskretizaci ziskavame vyslednou ndhradu

< ( Z f]VW — X, h)% + Z ka<XZ — Xk, h) IlkSk) . (228)

jeF J keB

=> W(x; —x;,h) p? (2.29)

JEF J

pricemz F znali sumaci pies ¢astice tekutiny a B sumaci pfes hrani¢ni ¢éstice (ele-
menty).

Ze vztahu (2.28) je patrné, Ze pro vy¢isleni hodnoty nahrady pro ¢astice v bliz-
kosti hranice je zapotiebi znat hodnoty funkce f, na hranici a velikost elementi
Sk. Za timto ucelem diskretizujeme hranici pomoci jedné vrstvy ¢astic (coZz odpo-
vida situaci na obrazku 2.2 vlevo), umisténych ve vzdélenostech d,,, pficemz kazdé
¢astici odpovida ¢ast hranice spojend s poc¢atecnim délenim (s = d, v pfipadé 2D,
5 = df, pro 3D). Ob¢as v kontextu hrani¢nich ¢lent nemluvime o hrani¢nich ¢asticich
ale pouzivame pojem hrani¢ni elementy. Hodnoty proménnych pro hrani¢ni ¢astice
(elementy) ur¢ujeme extrapolaci z oblasti s tekutinou. V nasem piipadé vyuzivame
vazené sumace

djer [iW (xp — x5)
Zje}‘ Wi(xy —x;)

Vysledny tvar fidicich rovnic v ¢asticové reprezentaci ma pfi pouziti hrani¢nich
¢lenu podobu

f(xp) = (2.30)

= Wi(xi— x;) 4 (2.31)

JEF p]
Dp; 1
D’; = — (Z m;vij - VZWZ] + Z PEVik * nkWiksk + &phCo@) (232)
Vi \ jer keB
- VWi m; o
@:22¢ij B AR/ 'Ja 1/)33/[ =pP;— pPi
Pt H S

p= bK%) - 1} +po, b= cgpo//ﬁ (2.33)

DVZ‘ 1
Dt = —? (Z (A” -+ H”) ViWijmj — Z Pk (Azk -+ sz) nkWik3k> — fz (234)

JEF keB
Ay = Pi ¥ pj
PiPj
— acijpig + Buz;
];f] BH] Vij X5 < 0 hvij * X5
Iy = s M= o g
0 Vij - Xij Z 0 K
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2.2 Vstupni a vystupni okrajové podminky

Stejné jako v pfipadé okrajovych podminek pro pevné stény je nutné zajistit, aby
castice tekutiny v blizkosti hranice, pro kterou je predepsana vstupni nebo vystupni
okrajova podminka, méla zaplnéna svou efektivni oblast, ktera pres hranici pfesa-
huje, pripadné aby byl deficit sousedi jinym zpusobem kompenzovan. U vstupni
okrajové podminky pridavame do oblasti nové ¢astice a v pripadé vystupni okrajové
podminky céstice oblast naopak opousti.

Realizace vstupi a vystupu je provedena pomoci tzv. vstupnich a vystupnich
nebo také bufferovijch zon, jejichz princip byl predstaven v trojici élanka [55][54]|53|
a ze kterych se v néasledujicim odstavcich vychazi a které jsou implementovany po-
moci vlastnich algoritmii. Je nutné si uvédomit, ze Céstice pro nés predstavuji dis-
kretiza¢ni body oblasti, pficemz vstupy a vystupy ndm méni pocet c¢astic a tedy i
diskretizacnich bodi v oblasti. Pravé z toho divodu je jejich realizace do znac¢né
miry rovnéz problémem algoritmickym.
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Obréazek 2.5: Schématické znazornéni realizace vstupni a vystupni okrajové pod-
minky, zahrnujici zrcadleni uzlovych bodt a extrapolaci hodnot z oblasti tekutiny
na Castice vstupnich a vystupnich zon.

Za Céasti hranice, pro kterou je pfedepsana vstupni nebo vystupni okrajovi pod-
minka, je umisténa bufferovd zéna o $ifce vétsi, nez je radius nosice vahové funkce,
tedy plati L, > kh/2. Zona je slozené z Castic rozmisténych v kartézské miizce s
mezicasticovou vzdalenosti d,, odpovidajici pocatecni vzdalenosti castic. Pro cas-
tice zony jsou jednotlivé veli¢iny predepsany predem okrajovou podminkou nebo lze
hodnoty veli¢in extrapolovat z oblasti tekutiny, ¢ehoz se vyuziva zejména u vystupni
okrajové podminky.
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Obrazek 2.6: Schématické znazornéni vstupni zony, aktualizace poloh ¢éastic vstupni
z6ny, pfemény ¢astice vstupni zony na ¢astici tekutiny a vygenerovani nové ¢astice
vstupu.

Pro ¢astice vstupni a vystupni zény neni urcovano zrychleni ani derivace hustoty.
Poloha vstupnich ¢astic je v kazdém kroku aktualizovina spole¢né s polohou ¢astic
tekutiny podle predepsané rychlosti. Prekroc¢i-li vstupni ¢astice rozhrani zény, zmeéni
se jeji typ z typu VSTUP na typ TEKUTINA a na opa¢ném strané vstupni zony se
vytvori nova vstupni ¢astice. Poloha nové vytvorené castice je dana vztahem

Xpp = Xp + [(Xf — Xb) Ny — Lb]nb.

pricemz reflektuje polohu ¢astice pretypované. S pretypovanou Céstici je nadale na-
kladano jako s ostatnimi ¢ésticemi tekutiny.

Podobné se postupuje i v pripadé vystupni okrajové podminky. Zde je mozné
veli¢iny na vystupu pfedepsat pevné nebo je extrapolovat z oblasti s tekutinou.
Prekroci-li ¢astice tekutiny oblast hranice, je jeji typ zménén z typu TEKUTINA
na typ VYSTUP a jsou ji piifazeny hodnoty proménnych podle typu okrajové pod-
minky:. Castice se nadale tcastnf interakef s tekutinou a stejné jako v predchozim
pripadé pro né nejsou urcovany hodnoty jednotlivych veli¢in, pouze se aktualizuje
jejl poloha. Pri posunuti za opac¢nou sténu bufferové zény je ¢astice ze simulace zcela
vyhata.

Mezi vstupem a vystupem je drobny rozdil v usporadani ¢astic. Zatim co vstupni
zOna se sestavi z predem vytvorenych ¢astic, funkci vystupnich Géstic tvori prety-
pované Castice tekutiny, které zaplni (pfite¢ou) oblast bufferu. Mohlo by vsak dojit
k situaci, ze diky neuspotfadanosti ¢astic pritékajicich k vystupu vzniknou po pre-
typovani a posunu vystupnich ¢astic v oblasti vystupni zony préazdna mista ¢i ne-
zaplnéné dutiny. Z tohoto duvodu je oblast vystupni zony pokryta kartézskou siti o
hrané bunky d, a po kazdé aktualizaci poloh ¢astic (a po provedeni pretypovani) se
kontroluje, zda kazda z bunék vystupni zony obsahuje vystupni ¢astici. Je-li néktera
z bunék préazdnéa, dojde k vygenerovani castice s piislusnymi vlastnostmi vystupu
(veli¢iny jsou pfimo predepsany nebo extrapolovany z tekutiny podle typu okrajové
podminky).
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Obrazek 2.7: Schématické znazornéni zvysSovani hladiny pomoci vstupniho bufferu.

Vysgka vstupniho i vystupniho bufferu muze byt nastavena pevné a nebo upra-
vovana v pribéhu vypoctu. Toho vyuziva zejména vystup, kde je ¢asto nutné vysku
vystupni zény uzptisobit trovni hladiny. Vyska vystupni zény se fidi vyskou hla-
diny urc¢ovanou ve vzdalenosti d, pied vystupni okrajovou podminkou. Postup pro
urcovani vysky hladiny je popsan v sekci 4.3.
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Obrazek 2.8: Schématické znazornéni zvysovani vystupniho bufferu podle vysky hla-
diny.

Extrapolace veli¢in, které nejsou pro vstupni a vystupni zény urceny okrajovou
podminkou, funguje na principu pfedstaveném a detailné odvozeném v predchozi
kapitole pro ziskani hodnot proménnych na virtuélnich ¢asticich pfi realizaci okra-
jovych podminek pevnych sténou pomoci varianty mDBC. Castice zony je zrcadlena
pres hranici oblasti s tekutinou a pomoci soustavy (2.20) jsou ur¢eny hodnoty a gra-
dienty pfrislusnych veli¢in. Ty se nasledné vyuziji k rekonstrukci hodnoty veli¢iny
na ¢astici zony. V piripadé hustoty (respektive tlaku) plati vztahy (2.21) a (2.22), v
pripadé rychlosti lze postupovat analogicky

vy =V, + (x5 — X,) - Vv, (2.35)
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kde hodnoty rychlosti a derivaci v uzlovém bodé urc¢ime opét jako
AgVyy =by, AV, =D, (2.36)

pricemz vektory V,, a Vyg obsahuji prislusnou slozku rychlosti a jeji derivace v
uzlovém budé, usporddané nasledujicim zptisobem

Vz,g Vy,g
Vg = | Oaayg | Vyg: OpVzq | - (2.37)
OyVz.g Oyvz.g

Vyzdvihnéme nyni jesté nékteré prednosti vstupnich a vystupnich zéon. Princip
chovani vstupnich a vystupnich c¢éstic je prakticky stejny, coz prinasi fadu imple-
mentacnich benefiti. Zoény lze pouzit i pro realizaci komplikovanéjsich podminek,
poznamenejme, ze v ramci Lagrangeovského svéta SPH metody zajistuji mimo pre-
stupu hybnosti i prestup hmoty. Jejich pouziti je také jednou z cest k proménnému
rozliSeni, predstavujicimu dalsi ze soucasnych témat SPH metody.
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Kapitola 3

ALE-SPH formulace

I pres rostouci popularitu metody SPH a zejména pak jeji slabé stlacitelné va-
rianty WCSPH je patrné, Zze se potykame s fadou nedostatki. Pocinaje difuznimi
¢leny, pres realizaci vazkych ¢leni (pouziti umélé viskozity), okrajové podminky ne-
vyjimaje. Zkusime proto upravit formulaci celé metody, ve snaze odstranit nékteré
z pritomnych problémii. Vyuzijeme k tomu ¢astecné Lagrangeovského a Gésteéné
Eulerovského popisu [61][45]. ALE-SPH (arbitrary Lagrangian- Eulerinan SPH) se v
soucasnosti jevi jako uzite¢ny néstroj poskytujici nové moznosti a smér, kterym se
bude metoda v budoucnu rozvijet [47][4].

Obrazek 3.1: Paralela mezi metodou koneénych objemt a ALE-SPH formulaci, vy-
uzivajici feSeni Riemannovych problému.

V naSem ptipadé sestavime schéma pracujici s pribliznym feSenim Riemanno-
vych problémi, coz ndm umoznuje pouzit fadu poznatkd rozpracovanych v metodé
kone¢nych objemu (mluvime proto o tzv. R-ALE-SPH varianté). Paralela MKO s
ALE-SPH formulaci je znazornéna na obrazku 3.1. Namisto toki mezi jednotlivymi
bunkami urc¢ujeme toky mezi jednotlivymi ¢asticemi, které na rozdil od bunék méni
svou polohu a za vzajemné interakce se volné pohybuji v oblasti stejné jako v pii-
padé klasické formulace SPH metody. Stéle se vyuziva standardni SPH sumace a
néhrad, prispévek od spoluinteragujicich sousedu je vazen vahovou funkei (jadrem).
Rozdil oproti klasické formulaci spociva dale v tom, Ze trajektorie ¢astice (respek-
tive jeji rychlost) nemusi nutné odpovidat Lagrangeovskému modu (Dx;/Dt = v;)
ale lze vyuzit formulace s obecnou transportni rychlosti, pficemz je rychlost ¢astice
nastavena obecné jako (Dx;/Dt = vy ).
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Castetnsd Lagrangeovska a Castecné Eulerovska formulace nam poskytuje moz-
nost pristupovat k tloze jak v Lagrangeovské nebo Eulerovské formé, ¢ehoz se rovnéz
v nékterych aplikacich vyuziva [46].

3.1 Odvozeni ALE-SPH formulace

Zapisme systém tidicich rovnic v nasledujicim tvaru

a « «
Liy(®)+ > 5, (P —u5®) =S (3.1)
a=1,d «
ke 0 D(0eD)
_ o
Luy(®) = 5 +a21:d o~ (3.2)

pricemz d znaci pocet rozméri (a je prostorovy séitaci index), ® a F(®)* znaci
vektor proménnych a vektor tokl ve sméru x, a S znaci vektor zdroju

P gu pv
LR S R TCUAE R I COEE I
pU puUv pve+p
pw puw PUW
pw 0
pow ply
pw? + p pf-

a systém opét doplnime rovnici slabé stlacitelné tekutiny

) )

Prechodem k ¢asticové aproximaci (vyuZzivame postupt z kapitoly 1) prechazi
vychozi rovnice (3.1) do diskretizované podoby

d

kde V-F = V- (F—vo®®) (pticemz [F znadi matici tokt) a (V-F); znaci ¢asticovou
aproximaci, jejimz rozepsanim ziskdvame
d
S (Vi®) = Vi) ViWyF,V; = Vi y ny WigFysy + ;. (3.5)
jeF keB

pricemz F zna¢i sumaci pres ¢astice tekutiny a B zna¢i sumaci pres hranicni ele-
menty (podobné jako tomu bylo v pfipadé realizace okrajovych podminek pomoci
hrani¢nich ¢lent 2.1.5.) V rovnici mimo to nyni navic zohlediujeme objem ¢astice
V;, ménici se v dusledku hmotnostnich toku.
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Stejné jako v pripadé klasické Lagrangeovské formulace je nutné zajistit, aby
formulace vyhovovala zakontim zachovani, ¢ehoz se dosdhne pouzitim symetrické
néhrady [61]. Symetrickou nahradu ziskdme analogickym zptisobem jako u formulace
klasické varianty. Pomozme si funkei H(x) = 1, VH(x) = 0 a proto VH - F; = 0.
Provedme dale aproximaci ¢lenu V - F(x) + VH - F(x;), ktery nasledné dosadime
na misto toku do rovnice (3.4)

d

Aproximace toku s pfidanym ¢lenem méa podobu

(V-F(x)+ VH -F(x;)) = /Q [V-F(x')+ VH-F(x;)|W(x —x,h)dx" (3.7

(pficemz upozornéme, ze tok F(x;) neni funkei proménné x'). Vyuzitim Gaussovy
véty ziskdme

/ [V-F(x')+ VH - -F(x;)|]W(x — x', h)dx’ (3.8)

/WX—X WF(X) - ndS’ — / F(x') - VIV (x — %, h)dx

+/W(x—x’,h)H( "F(x;) - ndS" — /H ) - VW (x — x', h)dx’
S
a prechodem k ¢asticové aproximaci
(V-F+VH F);=—> F;- VW,V + > WyFy s (3.9)
JEF keB

— Z Fi . VVVZJ‘/] + Z VVZkFZ * NSk
JEF keB

kde sy znaéi velikost elementu hranice oblasti. Dosazenim vysledku do rovnice (3.6)
obdrzime

d
= Vi) (Fi+F:) - ViWyV; = Vi > Win(Fi +F) -mpse +S; - (3.10)
JEF keB

Vila [61] navrhnul, ze ¢len (F; + F;) lze aproximovat pomoci toku ziskaného
feSenim Riemannova problému jako (F; + F;) ~ 2Gg(®;, ®;), plicemz

Gp(®i, ®;) = Fp(®i;(Aoy)) — VO(XU? t) @ ®4(Nosij) (3.11)
/\0 iy = O(Xij7t) . l’lz‘j (313)
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kde ® 5 znaci stav ziskany jako feseni pohybujiciho se Riemannova problému, mezi
dvéma stavy ®; a ®; reprezentujicimi castice ¢ a j.

Upozornéme, 7Ze oproti klasické varianté je v ALE formulaci objem jednotlivych
¢astic mnohem vyraznéji proménny. Je proto nutné sestavit jesté evoluéni rovnici
pro objem céstice w;. Vyjdéme z Reynoldsova transportniho teorému

i/f(x,t)dQ:/MdQ—k/ f(x,t) ® vq - ngdly. (3.15)
dt Jq q Ot 50

K ziskani rovnice pro w; polozme 2 = €);, coz je oblast odpovidajici vlivu vahové
funkce castice 7, f = 1 a rychlost pohybu hranice v, = vy tak, aby odpovidala
rychlosti ¢astic. Vysledek vede na rovnici kontinuity

dv;
= / vy - ndl = / V - vod) = Vi(V - v,); (3.16)
dt 09 Q

pricemz rozepsanim diskretiza¢niho operatoru ziskdvame

dV;
dt

=Vi> Vo, VilW, Vi + Vi Y Wigvoy -1y - . (3.17)
JEF keB

Abychom zajistili symetrii ndhrady klicovou pro konzervativitu schématu, stejnou

technikou jako v predchozim odstavci, s vyuzitim funkce H(x) = 1,VH(x) = 0 a

proto VH - vy, = 0, doplnime

dV;
dt

a pomoci procedury provedené v rovnicich (3.8) ziskdvame rovnici pro objem ¢astice
V; ve tvaru
dv;
dt

= V;(v Vo — VH- VO,’i>i (318)

=V Z(Vo,j —vo,) - VilWW,;V; +V; Z Wik (Vox — Vo,i) - DSk (3.19)

JEF keB

Poloha ¢astice x; je dana transportni rychlosti ¢astice v ;

dXi
dt = V- (320)
3.2 Vysledny systém rovnic
Vysledkem naseho snazeni je semidiskrétni systém rovnic
dXZ‘
di = Vo, (321)
dV;
dt = V; Z vszk . (VU,j — Voﬂ')‘/}' (322)
JeD;
d(V;®;)
= —vi]; Gp(®;, ®;) - ViW,;V; + S (3.23)
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pe(up — uo) pe(vE — o)

G — peug(Up —u) + pE QY — pEVE(UE — Uo)
E PEUE(UE - Uo) E PEUE(UE - Uo) +pe |’
pEuE(wE - wo) PEUE(Uw - wo)
pe(wp — wp) 0
G — PEwE(UE - Uo) S — PV
E — ) -
PEwE(UE - Uo) PVz'gy
pewe(wg — wo) + pE PVig-
respektive v rozepsaném tvaru
dXZ'
= Vo, 3.24
a0 (3:24)
dV;
P Vi Z ViWii(vo; — voi)w; + Vi Z Wik (Vox — Vo,i) - DSk (3.25)
jeF keB
d(p;V;
(/th ) _ -Vi Z 20pij(VEi; — Voij) - ViWiV; (3.26)
JEF
-V Z 2Wikppi(VEik — Vo.ik) - NSk
keB

d ZVVl
dlodivs) _ = —Vi Y 20priVei ® (Vei; — Vo) + peigl) - VW,V (3.27)
JEF

-V Z 2WiklpEikVEix @ (VEik — Voik) + Prikl] - ngs, + pigVi.
keB
Zvolime-li za rychlost v pfimo rychlost jednotlivych ¢astic, ziskame tzv. Lagran-
geovsky mod ALE varianty. Tim se systém rovnic zjednodusi a ziskdme rovnice s
nasledujicim podobou

dx;
CZ — v, (3.28)
dVi—VZV-W-»( vV + Vi Wik(vi—vi)-n (3.29)
dt — Vi : iVVij\Vj Vi)V; i ik\VE Vi ESk .
JEF keB
d(piV;)
Fra —Vi Z 20 (Ve — Vvij) - ViWi;V; (3.30)
JEF
d 1VV2
dodivi) _ —ViY 20pmiVii © (Vi — Vig) + pgl] - VW,V (3.31)
JEF
-V Z 2Wikpe,il - ngs, + pigV;

keB

Pokud bychom naopak pouzili volbu transportni rychlosti vy = 0, ziskdme Eu-
lerovsky mod. Velmi atraktivni variantou je pochopitelné nastaveni, ve kterém
neni rychlost vy pro vSechny c¢éastice stejna ale méni se podle polohy a stavu ¢astice.
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Resime-li napiiklad pripad otevieného kanalu protékaného vodou, mizeme v tivodu
simulace kdy se kanél plni, nastavit ¢asticim rychlost podle Lagrangeovského modu
a v prubéhu simulace, kdy uz je dno kanalu zatopené lze Céstice u dna pribrzdit a
pripadné je prevést dokonce do Eulerovské nastaveni. To ndm umozni ¢astice u dna
usporadat do pravidelné struktury, zvysit tak presnost SPH nahrady a zlepsit vlast-
nosti simulace s ohledem na stabilitu, vznik poruch, ¢i presnost vypoctu v oblasti
u stény. Popsany postup lze vyuzit naptiklad pro spojeni metody SPH a metody
kone¢nych objemt, coz muze byt v nékterych typech tloh piinosné. Algoritmy a
postupy pro proménou rychlost vq jsou predmétem souc¢asného badani [46].

pozn. Poznamenejme, Ze strucné nastinényj princip prdace s proménnou hodnotou
rychlosti cdastice je velmi zjednoduseny a vyZaduje nékteré dalsi procedury. Cilem
vsak bylo uvést moznosti, které novd formulace poskytuje. Zminénijch vlastnosti se
vyuZivd napiiklad v [33].

3.2.1 Okrajové podminky

P1i interakci se sténou vyuzivame podobného pristupu, jako u okrajovych pod-
minek zaloZenych na hrani¢nich ¢lenech 2.1.5. Objem ¢éstice w; zde zastupuje funkci
renormalizac¢niho faktoru v; ze sekce 2.1.5. Tim je zajisténa kompenzace deformo-
vaného nosice pro ¢astice v blizkosti hranice. V rovnicich (3.25)-(3.27) (resp. (3.29)-
(3.27)) je zahrnuta i sumace pres Castice (elementy) nachézejici se na hranici OS2
(oznaceno jako mnozina B). Hranice je pokryta, stejné jako v pfipadé provedeni s
hrani¢nimi ¢leny, jednou vrstvou ¢astic (elementi). V tomto pfipadé pro hrani¢ni
¢astice v8ak neni potfeba urcovat hodnoty jednotlivych veli¢in. Namisto toho se pfi
interakci s hrani¢ni ¢astici vyuziva FeSeni ¢aste¢ného Riemannova problému [56].

3.3 Reseni Riemannova problému na rozhrani mezi
¢asticemi

Systém rovnic (3.25)-(3.27) (resp. (3.29)-(3.27)) vyzaduje FeSeni nelinearniho
pohybujictho se Riemannova problému, ktery se vyskytne mezi dvojici sousednich
spoluinteragujicich ¢astic. Bohuzel, presné feseni je mozné nalézt pouze za pomoci
¢asové narocné iteracni procedury a z toho divodu se vyuziva pfiblizného TeSent,
ziskaného pomoci metod bézné pouzitych v praktickych aplikacich, zalozenych na
linearizaci Riemannova problému.

Ve vzniklém Riemannové problému je levy pocatecni stav dan hodnotami na
Castici ¢ a pravy pocatecni stav urcuje Castice j, s nespojitosti v poloviné spojnice
interagujiciho paru, tedy v misté x;; = %(xZ +x;). Pravy a levy stav jsou dany jako

(PLJJL,PL) = (Pz‘,Vz' . eiapi)
(PR VR; PR) = (P}, V) - €i, D))

kde e;; = —x;;/ Hxij H je jednotkovy vektor ve sméru spojnice Castic. Resenfm uvede-
ného Riemannova problému vede na trojici vin Siticich se z mista nespojitosti. Dvé
vlny, miize jit o viny razové nebo expanzni, se $ifi nejmensi respektive maximalni
vlnovou rychlosti. Prostfedni vlnou je pokazdé kontaktni nespojitost oddélujici oba
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stavy (p;,v5,p;) a (PR Uk, PR). Nadale budeme pfedpokladat, ze pro prechodové
stavy plati p; = p* = pi a v} = vy = V™.

K feseni je pouzito VFRoeho schéma [39], lisici se od klasického Roeho sché-
matu tim, Ze linearizovana Jacobiho matice A(®p, ®y) = OF/0® nemusi spliovat
tzv. Roeho podminku na konzistenci. Regenf je dano ve tvaru centralniho a proti-
proudého (upwind) prispévku

1 1 0
pr= 5(/0L + pr) — §(UR - UL)% (3.32)
= (o +ur) = 5 )< (3.33)
vt = —(v VR) — = — - .
5 \VL R 5 PR — PL i

kde p = (pr, + pr)/2 znadi stiedni hustotu a ¢ = (cy, + cg)/2 stiedni rychlost zvuku.
Druhy ¢len, protiprouda ¢ast, pomaha schéma stabilizovat, avSak je zodpovédny za
velmi vyraznou numerickou difuzi. Lze ukazat, ze difuze je imérna velikosti skoku
mezi pravym a levym stavem.

Pouzité schéma je ovsem pouze prvniho fadu, coz souvisi s po ¢astech konstantni
aproximaci feSeni. ProtoZze vypocetni kiiZz (stencil) je v piipadé SPH metody mno-
hem 8irsi, nez v pripadé metod vyuzivajicich vypocetni sit (pocet spoluinteragujicich
Castic je vyrazné vyssi, neZ pocet okolnich bunék), je i numerickd disipace mnohem
vyraznéjsi.

3.3.1 Pouziti limitera

Uvedené rovnice pro priblizné feseni Riemannova problému na rozhrani je nutné
doplnit limiterovou funkci pro omezeni vzniklé umélé vazkosti. Zavedeme proto
funkci, ktera zajisti, ze v pripadé expanzni viny se nebude ve vztahu (3.32) uplat-
novat disipace. Provedeme tupravu

1 1
px = Q(PL + pr) — §(UR —vg)

ol

- px= %(pL +Pr) — %Q(UR —v)p (3.34)

f = min(nmax(vy — vg,0), ) (3.35)

pricemz tvar funkce § vychézi z [65]|, parametr n je volitelny (uvazujeme n = 3
na zakladé ladéni pomoci testovacich tloh) a slouzi k modulaci disipace, pokud je
feSenim Riemannova problému kompresni vina, tedy v ptipadé vy, > vg. V piipadé
vy < wvg se advektivni ¢ast neuplatiuje. Poznamenejme, Ze disipace vznikla pfi
urc¢ovani prechodové rychlosti (3.33) neni v tomto piipadé limitovana a parcuje se s
rovnici v piivodnim tvaru.

Zamérime-li se na chovani v blizkosti hladiny, narazime na problém, ze prispévek
od protiproudého (difuzniho) ¢lenu v rovnici (3.33), je negativni, coz souvisi s presa-
hem efektivni oblasti ¢astic nachazejici se v blizkosti hladiny pfes rozhrani. Problém
je obdobny problému popsanému v souvislosti s chovanim difuznich ¢lent v bliz-
kosti hladiny, coz bylo detailné probrédno v sekci 1.2.1. Jev je v pripadé pohybujici
se tekutiny zanedbatelny (coz v analogii s kapitolou o difuznich ¢lenech odpovida
pouziti Molteniho difuzniho ¢lenu), nicméné u hydrostatickych pripadi ma za nasle-
dek umélé zvySovani drovné hladiny, které je potfeba eliminovat. Navrhujeme proto
navic dodate¢nou korekeci v podobé limiteru ¢ uplatnénou v rovnici (3.33)
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1 1 c 1 1 —
vt = 5(% +vR) — §(PR - PL)% - = §(UL +vr) — §C(pRﬁ—5pL) (3.36)
0 — < h
c= 10 lpr—pul <l (3.37)
L, [pr—pcl >|lgll &k

za Ucelem potlaceni popsaného efektu.

3.3.2 Hancockovokovo schéma (druhého fadu)

Po ¢astech konstantni feseni je mozné nahradit aproximaci s feSenim po ¢astech
linearnim, pficemz dosdhneme omezeni numerické vazkosti a obdrzime nahradu dru-
hého Fadu. VyuZzijeme pifistupu vychézejiciho z MUSCL schémat [60] a pii feSeni
Riemannova problému namisto hodnot prislusicich interagujicim casticim ®; a ®;
pouZijeme hodnoty ziskané linedrni extrapolaci ®;;, a ®,p. Prosta linedrni extrapo-
lace hodnot pro L a R stav ve tvaru

(x; —xi)

P, =P, +V,;® 5

(3.38)
(x; — %)
2
vSak vede k oscilacim v blizkosti prudkych gradientid a zptisobuje vznik nestabi-
lit. Dvodem je chybéjici TVD vlastnost, coz dovoluje formovani novych lokalnich

extrémii. ReSenim je pouziti funkce limiteru a tedy extrapolace ve tvaru

(% — i)

b, =P, + 3(P;,®;,V,®)V,® (3.40)
(x5 — )
2
kde g zna¢i vhodny limiter, slouzici k odstranéni oscilaci v mistech s prudkymi

gradienty:.

Pristupy pouzivanymi v metodé konecnych objemi se lze inspirovat i pro dalsi
postup. V nésledujici ¢asti uréime doptfednou a zpétnou derivaci, které posléze po-
uzijeme pro proceduru limitace.

Princip spo¢iva v porovnani zpétné a dopiedné derivace pro kazdy objem (po-
tazmo v naSem piipadé pro kazdou ¢astici) a na zakladé jejich hodnot je rozhodnuto
o uplatnéni nahrady vedouci na schéma vyssiho fadu. Nahrada derivaci pomoci SPH
metody vSak odpovida centralni diferenci a proto neni prili§ vhodna pro proces limi-
tace [28]. Z tohoto duvodu zavadime dvé nové nahrady derivace lisici se od rovnice
(1.17), pro vypocet doptedné diference

Pip = ®; - (P, P, V,;®)V;® (3.41)

P, 1 — D
Vo, = L, — (Vo)p=2 Z (Uj(q)j — (I)i>VWij (3.42)
Tip1 — T4 Jiwi>x;
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a zpétné diference

- O — Py

Ty — Xj—1

Vo, = (V®)p=2 > wi(®;— &)V (3.43)

Jirj<zy

pfi¢emz sumace probih& pouze pfes sousedy napravo (vzhledem k ose x) do ¢astice
i (tedy z; > =; ) pro dopfednou diferenci, resp. pro sousedy nalevo (z; < x;) pro
diferenci zpétnou. Faktor 2 v uvedenych nahradach je spojen s tim, Ze pro aproximaci
je pouzita pouze polovina efektivni oblasti jddra. Spojenim nové zavedené dopiedné
a zpétné diference ziskdme znamou centralni ndhradu (1.17)

DOPREDNA

DIFERENCE
Xj<Xj

ZPETNA
~ DIFERENCE

Xi > Xj -
i I,/"

Obréazek 3.2: Znazornéni vypoctu dopiredné a zpétné derivace na zékladé polohy
vzhledem k aktivni ¢astici.

(VD;) — %«W»F (VD) p). (3.44)

Po urceni doptednych a zpétnych derivaci jsou pro kazdy spoluinteragujici par vy-
pocteny derivace ve sméru jejich spojnice x;;

Ai,F/B = V(I)i,F/B s Iy . (3-45)

Pro kazdou z ¢astic je nésledné provedena procedura limitace, pfi¢emz porovnavame
hodnoty dopfedné a zpétné derivace pro kazdou ¢astici. Vyuzivame pfitom funkce
limiteru

(3.46)

K . HlaX[O, min(ﬁALB, Ai,F)a min(Ain, ﬁAz,F)] Ai,F >0
min[O, maX(ﬁAi,B, Ai7p), maX(ALB, /BA’L,F)] Ai,F <0

kde volbou 8 = 2 ziskame tzv. SuperBee limiter [56]|. Nasledné je provedena rekon-
strukce, extrapolujici hodnoty pravého a levého stavu

1— 1—

P, =P, — §Ai7 Pip =P, + §Ai7 (3.47)
1— 1-—

(I)jL - @j - 5Aj, (I)jL - (Pj + EAJ (348)
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Finalni hodnoty pro feSeni jednodimenzionalniho Riemannova problému vzniknou
evoluci stavii ®;5, ®;7, jako

1At

D=, + Ed_p[F((I)"L) —F(®;p)] (3.49)
By = By + L R (By0) — F (B (3.50)

kde At znaci casovy krok a d, po¢atecni vzdalenost mezi ¢asticemi a posléze vstupuji
do vztahu (3.32) a (3.33).
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Kapitola 4

Program

Za ucelem implementace vyse uvedené teorie byl v ramci prace vytvoren zcela
novy vlastni, slouzici pro vypocty testovacich tiloh a jednoduché aplikace.

Realizace je provedena pomoci jazyka C++. Program je paralelizovan pro archi-
tektury se sdilenou paméti pii vyuziti procesori (CPU) pomoci standardu openMP,
pro grafické karty (GPU) s vyuzitim platformy CUDA pomoci standardu openAcc.
(Dopliime vsak, Ze pro GPU nejsou implementovdny vSechny funkcionality, napti-
klad vstupni a viystupni okrajové podminky. Aktudlni konstrukce programu neni rov-
néZ prilis vhodnd pro paralelizaci na grafickych procesorech. GPU implementace byla
vytvorena primdrné ze studinich divodi, s cilem sezndmit se s ndleZitosti efektioni a
masivné paralelizované implementace SPH metody pro pouZiti na GPU v budoucnu,
k cemuz je na konci aktudlni sekce pripojeno nékolik pozndmek. )

4.1 Prehled dostupnych SPH resict

Nez se vsak pustime do popisu vytvoreného programu, udélejme struény prehled
dostupnych implementaci, které cili na pouziti pro problémy proudéni.

Zdaleka nejpouzivangjsi variantu predstavuje kod DualSPHysics [15]. V soucas-
nosti dostupné verze (DualSPHysics 5.0.4) obsahuje implementaci zakladni verze
WCSPH metody k pouziti jak pro jednu grafickou kartu, pricemz se vyuziva roz-
hrani CUDA, tak pro vyuziti CPU s paralelizaci pomoci standardu openMP pro
architekturu se sdilenou paméti. Program obsahuje fadu dodate¢nych néstroji pro
feSeni multifyzikalnich problému a je vybaven Sirokym spektrem néstroji pro simu-
lace vlnéni a kolapsti vin. Mimo to je schopny fesit velmi jednoduché tdlohy vice-
fazového a nenewtonovského proudéni. Dostupné verze programu vsak nejsou zcela
idealni pro velké vysokovykonnostni poc¢itani. Koéd neumoznuje vyuziti vice GPU ani
neobsahuje paralelizaci pro zafizeni s distribuovanou paméti. Struktura kédu neni
navic prilis prehledna a chybi jakékoliv vyraznéjsi ¢lenéni coz je dusledkem konti-
nualniho nabalovani novych a novych ¢asti kodu bez prakticky zadné refaktorizace.
Nékteré funkcionality (napiiklad vstupni okrajové podminky, nékteré vyhodnoco-
vaci nastroje) nefunguji zcela spravné. Presto je v8ak DualSPHysics pravdépodobné
nejlepsim dostupnym open-source nastrojem pro simulace proudéni pomoci metody
SPH a sam autor priznava, ze jej hojné vyuziva. Dopliime jesté, ze soucasti fesice je
preprocesor schopny pripravit, nakonfigurovat a diskretizovat tlohu véetné externi
geometrie.
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Druhy kod predstavuje GPUSPH (v aktuélni verzi 5.0), rovnéz implementujici
zékladni variantu WCSPH provedeni metody, nabizi dale nékteré stabilizacni na-
stroje (renormalizace vahové funkce) a turbulentni modely k-¢ a LES [26]. Program
zvlada vicefazové proudéni i nenewtonovské tekutiny. Kod je konstruovéan ¢isté pro
pouziti na GPU, opét za vyuziti rozhrani CUDA, oproti pfedchozimu nastroji vsak
umi za pomoci MPI vyuzit vice grafickych karet. Ackoliv ¢lenéni kédu je vyrazné
lepsi nez tomu je u DualSPHysics, kod je mimoradné komplikovany a stejné jako v
predchozim piipadé se na provedeni podepsalo, Ze §lo o kod ktery je prikopnikem
jak v oblasti SPH tak v oblasti vyuziti GPU pro numerické vypocty a je vyvijen
jiz radu let. Na vyvoji GPUSPH se podilela fada organizaci, pficemz nékteré z nich
v prubéhu let od vyvoje upustily. Kod tak obsahuje fadu ¢asti a pasazi, které jsou
bohuzel bez udrzby s pribyvajicimi verzemi chatraji a nikdo ze soucasného vyvojar-
ského tymu s nimi neni detailné obeznamen. To je piipad pravé napiiklad vstupnich
a vystupnich okrajovych podminek, které jsou oproti DualSPHysics feseny naprosto
odlisnym zpisobem, ktery aktualné v GPUSPH nemé& vyvojarskou podporu. Kod
rovnéz nedisponuje potfebnym preprocesorem a fadu tloh je nutné pfipravovat po-
tomu je u DualSPHysics, coz souvisi i s nedostatkem existujici dokumentace.

Trojici velkych opensource kodu orientujicich se na SPH uzavird kod AQUAg-
pusph podporujici jak vypocet na jedné grafické karté tak procesorech se sdilenou
paméti [7|. Oproti pfedchozim dvéma programim je koéd primarné dilem jediného
¢lovéka. Nejveétsi rozdil spociva v tom, ze implementace pro GPU je provedené po-
moci standardu openCL a funguje tim padem i s grafickymi procesory nejen od
spole¢nosti Nvidia. To v8ak nemusi byt nutné vyhoda. Jelikoz v ramci védecko-
technickcych vypocti na GPU vyrazné prevazuje rozhrani CUDA, pouziti openCL
pon¢kud komplikuje modifikaci kodu zvlasté prihlédneme-li k faktu, Ze programovéani
v ramci standardu openCL je pomérné slozité a zdlouhavé. AQUAgpusph vsak cil
na to byt nastrojem primarné pro védeckou komunitu SPH metody. Z toho duvodu
predstavuje vcelku pozoruhodny koncept moduli a rozsiteni vyuzivajicich progra-
movaciho jazyka python, které maji slouzit ke snadnému sestavovani schémat na
miru. Bohuzel, naprosta absence dokumentace ponékud uziti AQUAgpusph kom-
plikuje. V poslednich aktualizacich vSak probiha snaha o vyuziti MPI a nékteré z
autorem testovanych modulti obsahuji velmi uzitecné nastroje, jako napiriklad Siroké
spektrum okrajovych podminek ¢ pokusy o proménné rozliSeni, byt jen v ramci
testovacich prikladi.

Z ostatnich open-source kodu zmifime jesté SPlisHSPlasH [6] ¢i py-sph [49], které
sice obsahuji fadu modelt a variant SPH metody, nicméné nejsou piilis orientované
na védeckotechnické vypocty a nejsou pro nas prili§ zajimavé s ohledem skalovani a
realizovanou paralelizaci.

Uvedme také hlavni komeréni aplikace pracujici s SPH metodou, pficemz do-
pliime, Ze komerc¢nich SPH fesic¢i zacalo v poslednich dvou letech vyrazné ptibyvat.
Pravdépodobné nejpokrocilejsim SPH softwarem je Nextflow (ptivodné oznacovany
jako SPH-flow), ktery byl v soucasnosti odkoupen spole¢nosti Siemens. Nextflow
obsahuje nejmodernéjsi SPH teorii at uz v ohledu schémat ¢i okrajovych podminek,
velmi robustni preprocesor a fadu pokrocilych technik. Dalsim pokrocilym komerc-
nim nastrojem je SPH implementace v ramci platformy Altair. Z astrofyzikalnich
programii uvedme open-source kod SWIFT implementovany pro masivné paralelni
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vypocty s vyuzitim klasicky procesortu a ktery je doposud rekordmanem co se do
velikosti provadénych simulaci pomoci metody SPH tyce. Pomoci kodu SWIFT byly
feseny astrofyzikalni tlohy obsahujici vice nez 10! ¢astic. Velmi popularni je rovnéz
astrofyzikalni kod SPHERA.

Seznam komer¢nich i open-source kodi, at uz pro pouziti v problémech prou-
déni ¢ astrofyzice, udrzuje a pribézné aktualizuje na svych strankach organizace
SPHERIC.

4.2 Struktura programu

Program je psan formou hlavickovych soubori. Ty obsahuji jednotlivé funkce
a struktury a nastroje. Ulohu pak vytvaiime jako samostatné piekladany program,
kde volame zadané funkce obsazené v prislusnych hlavickovych souborech.

Je vybaven jednoduchym generatorem céstic, ktery umoznuje tvorbu stén a
bloki tekutiny na zékladé zadanych souradnic. Castice je mozné rovnéz vytvorit
pomoci externich nastroju a nacist.

Program obsahuje trojici fesi¢l, vSechny pracujici s modelem slabé stlacitelné
tekutiny. Prvni obsahuje implementaci klasické SPH metody (WCSPH) doplnénou o
difuzni ¢leny (6-WCSPH), pficemz jsou k dispozici v8echny varianty prezentované v
sekci 1.2.1. K dispozici je trojice formulaci okrajovych podminek pro stény, vicevrstvé
DBC a mDBC a jednovrstva semianalyticka varianta BT. Souc¢asti WCSPH fesice
je i realizace vstupt a vystupti pomoci bufferovych zon.

Druhy fesi¢ implementuje variantu R-ALE-SPH s nékolika schématy pro pti-
blizné teseni Riemannova problému mezi ¢asticemi. Pro variantu R-ALE-SPH do-
posud nejsou doplnény vstupni a vystupni okrajové podminky. Mimo dvou prezento-
vanych pristupt obsahuje kod i treti fesic, ktery pracuje s variantou R-SPH zalozené
na klasické formulaci, pfi¢emz na interakci mezi ¢asticemi je nahliZzeno jako na feSeni
Riemannova problému [65].

Program dale umoznuje zpétnou interpolaci ¢asticové reprezentace na spojita
pole (vystup je mozné uloZit v obou podobéch, vystupem jsou soubory ve formatu
vtk) a nastroje pro vyhodnocovani veli¢in v konkrétnich bodech a vyhodnocovéani
vysek hladiny, pficemz néstroje pro vyhodnoceni a interpolaci lze pouzit i pro zpra-
covani externich dat.

4.2.1 Vyhledavani parui

Vyhledavani spoluinteragujicich ¢astic je stézejnim krokem pro implementaci
SPH metody a na efektivité vyhledavaciho algoritmu zavisi efektivita celého SPH
programu. Obvykle uzivané jsou algoritmy typu oktalového stromu (octree) ¢i typu
linked-list. Octree algoritmy pracuji s hierarchickym délenim oblasti a byvaji vyuzi-
vany predevsim v astrofyzikdlnich programech, kde byvéa obvykle koncentrace ¢éstic
vyrazné promeénna.

V naSem pripadé vSak vyuzivame algoritmu na principu linked-list. Pti vytva-
fenf dlohy je programu zadéana oblast, ve které je béhem vypoctu pripustna existence
Castic. Jde z pravidla o oblast nepatrné vétsi, nez je samotna oblast tlohy (oblast, na

51



které je problém definovan). Ta je rozdélena pomoci kartézské sité s konstantni ve-
likosti bunek o délce hrany xh. Kazda ¢astice je posléze podle své polohy pfifazena
konkrétni buiice a interakce (sumace v diskretizovanych rovnicich) probiha pouze
s ostatnimi Casticemi v dané buiice a s ¢asticemi v bunkach sousednich. Vyhoda
uvedeného pristupu spociva ve snadné implementaci a moznost snadného prove-
deni aproximace veli¢in v libovolném bodé oblasti, kdy postupujeme analogickym
zpusobem. Schématickd a praktickd realizace je znézornéna na obrézku 4.1, ktery
mimo principu vyhledévani zobrazuje i vystupni soubor programu obsahujici sit pro
vyhledavani dvojic a informace o poc¢tu ¢astic v kazdé bunce.

2.5e+01
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kh o ol o © ?Z
o O @) ®
- —16 8
® (@) -l y ~14 5
/ Q —12 g
d o-ﬁ,)) @ T
@) ©® g 2
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Obréazek 4.1: Schématické znazornéni vybéru spoluinteragujicich pari a prakticka
realizace - znazornéni sité bunék s indikatorem poctu c¢astic v kazdé z bunék.

Poznamenejme jesté pro uplnost, Ze poloha bunék je v nasi realizaci oproti sku-
tecné poloze ¢asticového prostoru posunuta o malou hodnotu ¢, aby v poc¢atecnim
kroku nebyl problém s roziazenim c¢astic na rozhrani bunék.

4.2.2 Nastaveni tlohy

Uloha je formalné tvofena souborem obsahujicim parametry tlohy, souborem
obsahujicim sekvenci tkoni vypoctu (Gasovou smycku ve které volame jednotlivé
nastroje SPH metody) a souborem, ktery vytvaii nebo nac¢ita pocatecni konfiguraci
castic.

Usporadani tkont v ¢asové smycce zavisi na volbé integratoru - schématicky
prezentujeme strukturu jednoho ¢asového kroku spolecné s prislusnym integra¢nim
schématem pro Verletovo integra¢ni schéma, symplekticky integrator a leap-frog
integracni schéma.

Verlettv integrator

Verletovo integra¢ni schéma je Siroce uzivany nastroj pro casticové systémy
(hojné se vyuziva napiiklad v molekularni dynamice). Poloha je integrovana s dru-
hym fadem pfesnosti a navic jde o velmi jednoduché a efektivni schéma.
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Algorithm 1 Schéma programu pii pouziti Verletova integra¢niho schématu

1: procedure VYPOCET CASOVEHO KROKU N
2 if OP == mDBC, BT then
3 Aktualizace hodnot hrani¢nich ¢astic
4 e Vyhledani spoluinteragujicich part:
5: — Vymazani stavajicich dat z bunék sité
6 — Prirazeni ¢astic do bunék
7 e Vypocet tlaku > 7 hustoty, stavova rovnice
8 e Vypocet interakci (zrychleni, derivace hustoty)
0: e Integrace:
10: if step / Nguer == 0 then
11: Eulerovo integra¢ni schéma
12: else
13: Verletovo integra¢ni schéma
14: e Kontrola poloh a hustot ¢astic
15: e Vypis vysledkii:
16: — Interpolace veli¢in
17: — Vyhodnoceni specidlnich vypisu (vyska hladiny, tlak na sténu)
2
X" = X" + Atv] + ATta? (4.1)
Vin+1 = Vin_1 + 2Aa§‘ (42)
Pt =T+ 2Adp] (4.3)

pricemz v tomto piipadé n znaci ¢asovy krok. Mimo to, v piipadé pouziti Verletova
integratoru ze stabiliza¢nich duvodu kazdych n kroku (obvykle volime piiblizné n =
40) provede vypocet pomoci Eulerovo explicitniho schématu

At?
X" = X" + Atv? + —a? (4.4)
K3 2 (2
vi"t = vi" + Aa’ (4.5)
Pt = p} + Adpy (4.6)

Symplekticky integrator

Symplekticky integrator druhého fadu v ¢ase a je velmi vhodné pro Lagrangeov-
ské systémy, jelikoZ zachovava lagrangian. Pro nase potieby (vzhledem k pfitomnosti
vazkych sil a nutnosti uréovat hustotu) schéma zapisujeme ve formé prediktoru

At

X" = X" 4 TV? (4.7)
At

Vin+1/2 = Vin + 7&? (48)
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. At
P =g i (4.9)

a korektoru

vi" ="+ AtaZH/Q (4.10)
At
X" = x," + T(VZ + v (4.11)
9 _ (M2 Atd
nt+l _ n 7 n+1/2 . 4
Pi = Py 5 _ e?_ﬂ/w €; = p?+1/2' (4.12)

Algorithm 2 Schéma programu pii pouziti symplektického integratoru

1: procedure VYPOCET CASOVEHO KROKU N

2 if OP == mDBC, BT then

3 Aktualizace hodnot hrani¢nich ¢astic

4: e Vyhledani spoluinteragujicich part:

5: — Vymazani stavajicich dat z bunék sité

6 — Prirazeni ¢astic do bunéek

7 e Vypocet tlaku > 7 hustoty, stavova rovnice
8 e Vypocet interakci (zrychleni, derivace hustoty)

9 e Integrace - symplekticky integrator - prediktor
10: e Vyhledani spoluinteragujicich part:

11: — Vymazani stavajicich dat z bunék sité

12: — Prirazeni ¢astic do bunék

13: e Vypocet tlaku > 7 hustoty, stavova rovnice
14: e Vypocet interakci (zrychleni, derivace hustoty)

15: e Integrace - symplekticky integrator - korektor

16: e Kontrola poloh a hustot ¢astic

17: e Vypis vysledkii:

18: — Interpolace veli¢in

19: — Vyhodnoceni specidlnich vypisa (vyska hladiny, tlak na sténu)

Leapfrog integrace

Leapfrog integrace je integra¢ni schéma druhého fadu velmi podobné Veletovu
integratoru.

At
viH2 —yn 7a’H/2 (4.13)
At
pn-‘rl/Z _ pn + 7dpn—1/2. (414)

Nésledné je vyhodnocené zrychleni a derivaci hustoty nacez pokracujeme druhou
¢asti schématu

Vil = v 4 Atan /2 (4.15)
pn—i-l — pn —{—Atdpn+1/2. (416)
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a po aktualizaci rychlosti jsou aktualizovany i polohy

X" = x" + Ata™ . (4.17)

Algorithm 3 Schéma programu pii pouziti leap-frog integraéniho schématu
procedure VYPOCET CASOVEHO KROKU N

if N > 1 then
e Integrace - prvni ¢ast leap-frog schématu

1:
2
3
4 if OP == mDBC, BT then

5: Aktualizace hodnot hranicénich ¢astic
6

7

8

9

e Vyhledani spoluinteragujicich pari:
— Vymazani stavajicich dat z bunék sité
— Prifazeni ¢éstic do bunék

: e Vypocet tlaku > 7 hustoty, stavova rovnice
10: e Vypocet interakci (zrychleni, derivace hustoty)
11: e Integrace - druha c¢ast leap-frog schématu
12: e Kontrola poloh a hustot ¢astic
13: e Vypis vysledki:
14: — Interpolace veli¢in
15: — Vyhodnoceni specidlnich vypisa (vyska hladiny, tlak na sténu)

4.3 Zpétna interpolace na spojita pole

Jednou z velmi ¢asto opominanych fazi pti zpracovani vysledka simulaci pomoci
SPH metody je zpétny prechod od ¢astic ke spojitym polim. Vychozim systémem
je spojité prostiedi, které bylo nasledné diskretizovano a hodnoty veli¢in na jednot-
livych ¢asticich nepodavaji uplnou informaci. (Pokud bychom chtéli napiiklad vy-
hodnocovat tlak na sténé v bodé, ve kterém se nachézi ¢astice stény a jako vystupni
hodnoty bychom brali hodnoty tlaku z oné samotné ¢astice stény, dostali bychom
vysledky silné zkreslené.) Pro demonstraci si vyptjéime feSeni problému protrzeni
prehrady, prezentovaného v néasledujici sekci. Obrazek 4.2 znézoriuje prechod od
casticové reprezentace ke spojitym polim.

Vytvoreny TeSi¢c umoznuje provést interpolaci v libovolné zvolené podoblasti.
Vybrand podoblast je pokryta kartézskou siti s délkou hranu d, a v kazdém bodé
je pro vybrané veli¢iny provedena vazena SPH sumace, doplnéné o vyhodnoceni
urovné hladiny. Zda se dany bod nachazi v oblasti s tekutinou nebo mimo ni se
urcuje pomoci sumace hmotnosti

m(x) = Z m;W(x — x;) (4.18)

pricemz pokud m(x) > 0.5mys, kde myer je referencni hmotnost a odpovida hmot-
nosti pri sumaci se zcela zaplnénou efektivni oblasti vahové funkce, je bod vyhod-
noceny jako bod nachézejici se pod hladinou. Vzhledem k tomu, ze uvazujeme kon-
stantni hmotnost ¢astic, mizeme se omezit pouze na sumaci hodnot vahové funkce.
Vztah pro interpolaci veli¢in méa tedy podobu
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> [iW(x —x;5)
fx) =4 2, Wx-x;)
0, > Wix—x;) <05

> W(x—x5)>05 (4.19)

Presto je vsak casticova reprezentace velmi uzite¢na, napiiklad pro vizuélni kon-
trolu chovani v blizkosti stén ¢i posouzeni ¢etnosti vyskytu poruch.

pressure
00e+00 500 1000 1500 2.26+03
—— o
05 ‘ 5
0.41 4
0.3 3
0.21 2

0.1

o il i e

0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16
PRESSURE

00e+00 500 1000 1500 226403

—— D

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.1

Obrazek 4.2: Zpétna interpolace z ¢asticové reprezentace (nahofe) na spojita pole
(dole), demonstrovano na problému protrzeni piehrady.
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Kapitola 5

Testovaci ulohy

Prezentované varianty okrajovych podminek a formulace metody jsou srovnény
na jednoduchych a davérné znamych pripadech. Zvolili jsme tak proto, ze v takovych
pripadech jsme velmi dobfe obeznédmeni s chovanim systému a mame k dispozici ana-
lytické TeSeni ¢i experimentalni data a muzeme tak velmi dobfe zhodnotit ziskané
vysledky. Na nasledujicich strankich uvadime vysledky dvojce tloh se zamérem pro-
zkoumat vliv okrajovych podminek pro pevné stény (jedna se o ilohu stojici vody a
problém protrieni prehrady) a vysledky dvojce tuloh orientujici se na ovéfeni funké-
nosti vstupnich a vystupnich okrajovych podminek (proudéni v otevieném kandle
a proud tryskagici proti stén€). Vsechny predlozené vysledky jsou ziskany pomoci
vlastniho Tesic¢e predstaveného v predchozi sekci.

5.1 Stojici voda

Prvni testovaci tlohou je pripad stojici vody. Mimo to, Ze nés zajimé, jaky vliv
mé konkrétni realizace okrajovych podminek na hydrostatické feseni, mizeme zde
zkoumat, zda ¢astice zlistavaji opravdu v klidu, coz odpovida presnému feseni tlohy
a nebo dochézi k jejich preskupeni ¢i oscilacim, na které je slabé stlacitelné pojeti
SPH metody néachylné. Motivaci nam pritom mohou byt naptiklad simulace tiloh
zahrnujici volnou konvekci, pro které vyzadujeme, aby se v oblasti nevyskytoval
parazitni umély pohyb, pfipadné aby byl fadové nizsi, nez jsou rychlosti tekutiny
spojené s volnou konvekei.

Uvazujeme obdélnikovou nadobu (2D) ve dvou provedenich s rozméry na ob-
razku 5.1, vyska hladiny je H = 0.5 m, sitka uzké nadoby L, = 0.8 m a Siroké
nadoby L,, = 3.2 m. Nadoba neni zcela naplnéna, okraj nadoby tedy presahuje
troven hladiny, pficemZ médiem v nadobé je voda s hustotou py = 1000 kg/m? a
kinematickou viskozitou 1.06 - 107% m?/s. Rychlost tekutiny je v po¢atecnim stavu
vSude nulové, hodnoty tlaku (a potazmo hustoty, diky vazbé mezi hustotu a tlakem
pfes stavovou rovnici) odpovidaji hydrostatickému rozloZeni.
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Obréazek 5.1: Konfigurace a rozméry tlohy stojici vody. Uvedené rozméry jsou v
milimetrech.

Prezentované vypocty jsou provedeny pomoci varianty WCSPH (0-SPH) s pou-
zitym difuznim ¢lenem (1.59), jehoz volba pro hydrostatické ptipady je odivodnéna
v kapitole 1.2.1. Pfi pouziti standardné uzivaného difuzniho ¢lenu (1.52) dochézi k
umélému stoupani hladiny. Hodnota difuzniho koeficientu je standardni, 6 = 0.1,
vyuziva se umélé viskozity (1.42) s parametrem o = 0.01. Tlak je uréovan pomoci
stavové rovnice ve formé (1.33). Numericka rychlost zvuku je konstantni, uréena od-
hadem (1.43) jako ¢y = 42.48. Integraci zajistuje symplekticky integratoru ve formé
prediktoru a korektoru. Jako vahova funkce je pouzito Wendlandovo jadro s vyhla-
zovaci délkou h = 2d,. Uvazujeme dvé rozliSeni, nizké (oznac¢ujeme LR) H/d, = 40 a
vysoké (oznacujeme HR) H/d, = 80, kde H je vyska vodniho sloupce a d,, poc¢ateéni
vzdalenost mezi ¢asticemi. V obou pripadech je pouzity konstantni ¢asovy krok, pro
niz&l rozliseni Atpp = 107 a vyssi rozligeni Aty = 5 - 107°. Vysledky srovnévaji
efekt pouziti realizace okrajovych podminek variantou DBC, mDBC a BT.

Mimo zakladni otézky, a to zda konkrétni realizace okrajovych podminek umoz-
nuje splnit nejjednodussi hydrostatické feSeni, nas také zajima, zda dochézi k né-
jakému umélému pohybu ¢i oscilaci ¢astic a nebo Sumu v jednotlivych proménnych
proudéni. V budoucnu bychom totiz radi pii vypoctech pracujicich s prestupem tepla
zohlednili i volnou konvekci, kterou by mohly parazitni pohyby vyrazné ovlivnit a
proto se jim ve vysledcich vénujeme detailnéji. Z toho divodu uvazujeme tlohu ve
dvou konfiguracich, s tizkou a Sirokou néddobou, abychom prozkoumali vliv §ifeni
poruch v zéavislosti na konkrétni realizaci okrajové podminky stény.

Podivejme se nejprve na tlakové pribéhy hydrostatického tlaku uvedeného na
obréazcich 5.2 a 5.3. Grafy znézornuji tlak vSech ¢astic v nadobé v zavislosti na jejich
poloze. U okrajovych podminek tvofenych vice vrstvami (DBC, mDBC) vysledky
dobte odpovidaji hydrostatickému feseni. U obou variant lze pozorovat lehky odklon
smérem k vySsim hodnotam pro ¢éastice u hladiny. DBC vykazuji zaroven lehce nizsi
tlak u samotného dna (coz ptimo souvisi s konstrukei okrajové podminky). Provedeni
mDBC poskytuje tlak nepatrné vyssi, nez je exaktni feSeni, s rostoucim rozlisenim
se vSak priblizuje pfesnym hodnotam. Varianta BT nespliuje hydrostatické feseni a
je patrné, Ze na vétsi oblasti jsou vysledky jesté vyrazné horsi.

Ackoliv by mély byt jednotlivé ¢astice ve staciondrnim hydrostatickém pripadé
v klidu, neni tomu tak, jak je zfejmé z grafii celkové kinetické energie 5.4 a 5.5.
V oblasti je naopak patrny zna¢ny pohyb. Celkova kinetické energie soustavy je v
pocatecni konfiguraci nulova. Pti zacatku vypoctu dojde k mirnému preusporadani
castic. To je zpusobeno jak okrajovymi podminkami, tak vlivem volné hladiny a
castice zustavaji i nadale lehce oscilovat.
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Obréazek 5.2: Zobrazeni tlaku na vSech ¢asticich tekutiny v pfipadé tzké nadoby
pri pouziti okrajovych podminek Zleva DBC, mDBC, BT. LR znaci vysledky pfi
rozliseni H/d, = 40, HR pii H/d, = 80.
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Obrazek 5.3: Zobrazeni tlaku na vSech ¢asticich tekutiny v pripadé siroké nadoby
pri pouziti okrajovych podminek Zleva DBC, mDBC, BT. LR znaci vysledky pii
rozliseni H/d, = 40, HR pii H/d, = 80.

Jak 1ze pozorovat, pii realizaci stén pomoci hrani¢nich ¢leni (BT) je poc¢ateéni
nartst celkové kinetické energie nejvyraznéjsi. Nasledné jesté kratce pretrvava na-
rust a nadale klesa pouze o jeden fad a vykazuje velmi vyrazny Sum. To se ostatné
promitlo i na vysledcich hydrostatického tlaku. pozn. Nabizi se otdzka, proc¢ se tedy
realizaci pomoci hraniénich cleni naddle zabyvat, kdyz nezarucuje ani spinént zdklad-
nich hydrostatickyjch teseni. Jak vsSak uvidime ddle, v néekterych pripadech mizZe bijt
presto uzitecnd, prihlédneme-li k faktu, Ze stény jsou tvoreny pouze jednou vrstvou
cdstic, umisténou primo na rozhrani, coZ vyrazné ulehcuje pripravu vipoctu.

U vicevrstvych okrajovych podminek dochazi k vyraznéjsimu atlumu pocéatec-
niho impulzu. Varianta DBC zprvu klesa velmi rychle, poté v8ak opét mirné vzroste
na hodnotu, kolem které se nasledns drzf. Sum &stic je zde dominantng tvofen vli-
vem okrajovych podminek pro stény, coz je patrné z rozlozeni rychlosti v oblasti,
kde lze pozorovat, ze po délce hladiny se nachéz{ minimum poruch. Varianta mDBC
vykazuje nejnizsi pocCatecéni poruchu a byt zpocatku klesd pomaleji, nez varianta
DBC, zvlasté u vétsiho poctu ¢astic (vetsi oblast, vyssi rozliseni) klesé na fadove
mensi hodnoty.
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Obrézek 5.4: Pribéh celkové kinetické energie ¢astic tekutiny v pripadé izké nadoby.
Vlevo pii rozliseni H/d, = 40, vpravo pii rozliseni H/d, = 80.
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Obrazek 5.5: Priubéh celkové kinetické energie Castic tekutiny v pfipadé Siroké né-
doby. Vlevo pii rozliseni H/d, = 40, vpravo pii rozliseni H/d, = 80.

VELOCITY Magnitude VELOCITY Magnitude VELOCITY Magnitude
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Obrézek 5.6: Zobrazeni rozlozeni rychlosti tekutiny v tizké nadobé pii pouziti okra-
jovych podminek (zleva) DBC, mDBC, BT a rozliseni H/d, = 40,. Upozornéme
na rozdilné skalovani grafi.

Grafy 5.6 a 5.7 zobrazuji rozlozeni velikosti rychlosti v oblasti. U variant DBC a
BT ovliviiuji nedokonalosti okrajové podminky prakticky celou oblast - pfipomenme,
ze u varianty BT velmi vyrazné, oproti zbyvajicim variantam jde o rozdil dvou
rada. V pripadé BT formuje je na viné pouziti renormaliza¢niho faktoru (2.26), pii
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jehoz zapojeni prichédzime o symetrii ndhrady, pricemz pozorovany efekt je préavé
dusledkem absence symetrie. V pfipadé mDBC je pohyb v oblasti lokalizovan pouze
v blizkosti hladiny. Dalsim vyraznym rozdilem oproti zbylym dvéma pripadim, kdy
v oblasti vznikaji ucelené proudy, zde dochézi pouze k vinéni, které se sifi po hladiné
a odrazi od stén. Stejny jev byl pozorovan jak v tizké tak Siroké nadobé.

VELOCITY Magnitude VELOCITY Magnitude VELOCITY Magnitude
0.0e+00 0.0005 0.001 1.5e-03 0.0e+00 0.0008 0.0016 2.4e-03 0.0e+00 0.12 0.24 3.6e-01
| | | |
- | - - - ]
0.6 0.6 0.6 - 0.6 0.6 - - 0.6
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Obrézek 5.7: Zobrazeni rozlozeni rychlosti tekutiny v tizké nadobé pii pouziti okra-
jovych podminek (zleva) DBC, mDBC, BT a rozliseni H/d, = 80,. Upozornéme
na rozdilné skélovani grafu.

Vliv okrajovych podminek stény a volné hladiny

P1i pouziti mDBC okrajové podminky je patrné, ze prakticky vSechen pohyb
je lokalizovan v blizkosti hladiny. Vyraznym zdrojem pohybu je nesymetrické za-
stoupeni part u castic tekutiny v levém a pravém hornim roku. Castice tekutiny
zde interaguje se sousedy z oblasti tekutiny a se sousedy tvoricimi sténu. Caéstice
stény se nachézeji ovsem jak pod trovni hladiny, tak nad trovni hladiny. Z principu
konstrukce okrajové podminky jsou ¢asticemi na prvni vrstvé (potazmo prvnich vrst-
vach) stény usmiténych nad trovni hladiny detekovény ¢astice tekutiny v blizkosti
hladiny. To (ostatné jako uZz samotna pfitomnost ¢astic Castic stény nechézejicich
se nad hladinou) vede k lehké nerovnovaze ktera se projevuje Sumem v blizkosti
povrchu tekutiny.

full
lowered

full
lowered

EK—tot U]
EK—tot U]

0 5 10 15 20
t[s]

Obréazek 5.8: Porovnani celkové kinetické energie pti snizenych a nesnizenych sté-
nach, varianta mDBC. Vlevo pii rozliseni H/d, = 40, vpravo pii rozliseni H/d,, = 80.

Upravime-li nadobu tak, zZe vyska stén bude totozna s vyskou hladiny, lze z
celkové kinetické energie 5.8 a rozloZzeni rychlost 5.9 pozorovat mnohem vyraznéjsi
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tutlum Sumu. Zde nam vsak do pohybu ¢éstic zacne vyraznéji promlouvat i vliv volné
hladiny a kombinaci jevi dojde opét k nariistu pohybu. Ta je vSak zejména u vyssiho
rozliseni lokalizovana na velmi malou oblast.

VELOCITY Magnitude VELOCITY Magnitude
0.0e+00 5e-5 0.0001 1.5e-04 0.0e+00 5e-5 0.0001 1.5e-04
- D - o
0.6 0.6 0.6 0.6

— =

0.4 0.6 0.8

Obrazek 5.9: Rozlozeni velikosti rychlosti pfi snizenych sténéach, varianta mDBC.
Vlevo pii rozliseni H/d, = 40, vpravo pii rozliseni H/d, = 80.

5.2 Problém protrzeni prehrady

Druhym testovacim piikladem je protrzeni prehrady. Jedna se o blok vody v ob-
délnikové oteviené nadobé (2D), ohraniceny prepazkou. Ta je v ¢ase t = 0 okamzité
odstranéna, voda se pusobenim gravitacni sily dava do pohybu a nardzi na pro-
t€jsi sténu. Problém predstavuje standardni testovaci pripad pro problémy s volnou
hladinou a typové odpovida tiloham vhodnym pro vyuziti SPH metody.

1362.5
1114 ———————— .
! I

|
865 |
| B |

|
300 | |
| |
1H1 1Hz | Hs i Ha ) O
| | : L |

/ ul
| | | R |
| 15
| 300 [ | I 1 I | '
| : : BRI ==t
]
I [ I I v/ : R 3 :
| |
600 b '
1610

Obrazek 5.10: Konfigurace tlohy protrzeni piehrady. (Rozméry v milimetrech.)

Rozmeéry tulohy uvedené na schématu 5.10, délka naddoby L, = 1.610 m, s blokem
vody (s uvazovanou referen¢ni hustotou py = 1000 kg/m? a kinematickou viskozitou
1.06 - 107 m?/s) o vysce H = 0.3 m a $ifce L = 0.6 m, odpovidaji nastaveni z
experimentu publikovaném v [34]. V experimentu byl vyhodnocen tlak tekutiny na
sténu, do které tekutina narazi a to ve ¢tyfech vyskovych trovnich (P1, P2, P3, P4,
viz schéma 5.10) a dale pak vyska hladiny ve étyFech polohach v nadrzi (H1, H2,

62



H3, H4). Stejné veli¢iny vyhodnocujeme i v pribéhu vypoctu a porovnavame je s
méfenymi daty. Poznamenejme, Ze hodnoty tlaku jsou ve vypoc¢tu urcovany piimo
na sténé, nikoliv pred sténou, jak byvéa z divodu realizace okrajovych podminek v
SPH metodé obcas zvykem.

5.2.1 Vliv okrajovych podminek na reSeni

Vypocet je proveden pomoci slabé stlacitelné varianty WCSPH (§-SPH). Vy-
uziva se difuzniho ¢lenu (1.52) s difuznim koeficientem 6 = 0.1, umélé viskozity s
parametrem « = (.02, numerickd rychlost zvuku je konstantni, ur¢end odhadem
(1.43) jako ¢y = 34.3. Tlak je ur¢ovan pomoci stavové rovnice ve formé (1.33).
Vyuziva se symplektického integratoru ve formé prediktoru a korektoru, jadrem je
Wendlandova funkce s vyhlazovaci délkou h = \/Edp pii pouziti okrajovych podmi-
nek DBC a mDBC a h = 1.3\/§dp pro okrajové podminky tvorené hrani¢nimi ¢leny
(BT). Uvedeny jsou vysledky pro dvé rozliseni, kazdé s konstantnim ¢asovym kro-
kem. U nizkého rozligeni (znaceno LR) L/d, = 120 je Aty = 4-107° pro vicevrstvé
okrajové podminky (DBC, mDBC) a pro variantu BT Atpp = 2-107°. P¥i vysokém
rozliSeni (znac¢eno HR) L/d, = 240 je v ptipadé¢ mDBC a DBC Atyr =2-107° a
pro variantu BT Aty = 1-107°. Vysledky srovnavaji vliv jednotlivych okrajovych
podminek s ohledem na tlak tekutiny na protilehlou sténu, vysku hladiny a charak-
ter proudéni.

Hodnota tlaku v mité P1 Hodnota tlaku v mité P2

5 T T

I
45 DBC —— DBC ——
4 mDBC —— 4 mDBC ——
Lobovsky 2014 —— Lobovsky 2014 ——
35 BT —— BT ——
3k L
|

1

p/ (pllglH)
p/(pliglH)

=}
o w»
‘ T T T T T T T T T

N
w
IS
@
o
~
®
©
>
N
w
IS
@
o
~
)
©
>

t(lgl/H)" t(lgll/H) V2

Hodnota tlaku v mité P3 Hodnota tlaku v mité P4
35 T T

DBC ——
3r mDBC ——
251 Lobovsky 2014 ——

p/ (pligliH)
p/ (pliglH)

Lobovsky 2014 —— ||
BT p—

15 I I I I I I
2 3 4 5 6 7 8 9 10

t(lgl/H)" t(lgl/H)"

Obrézek 5.11: Casovy pribéh tlaku ve sledovanych mistech pii rozlieni L /d, = 120.
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Tlak v daném misté je urcovan pomoci SPH vazené sumace dané vztahem
p(x) = > piW(x —x;)

> Wix—x;)

Uvedené vysledky prezentuji stfedované hodnoty pres 90 ¢asovych kroku. Stredovani
se ukizalo jako nezbytné, protoze aktualni hodnoty tlaku vykazuji velmi vyrazné
kolisani a Sum (¢emuz bude vénovana pozornost v dalsi kapitole).

Z pribeéhu tlakt na obrazcich 5.11 a 5.12 v mistech P1 a P2 je patrné, Ze nejvétsi
chyba nastava pravé pri kontaktu se sténou v case priblizné 7 = 2.5. Vicevrstvé
varianty DBC a mDBC maji tendenci maximalni hodnotu zna¢né nadhodnotit. To
je dano tim, Ze v nékterych prvnich ¢asovych krocich kontaktu se sténou, je vlivem
usporadani ¢astic, které se primo promitne na hodnotach tlaku ¢astic hrani¢nich, v
misté vyhodnoceni interpolovana velmi vysoka hodnota tlaku (detaily v dalsi ¢asti).

Naopak jednovrstva varianta BT hodnoty maxima podhodnocuje. Pfesné opacné
chovani nastéava v piipadé, kdy je jiz sténa (a potazmo tlakové senzory) v kontaktu
s vodou (mame na mysli ¢asovy tusek piiblizné mezi 7 = 3 a 7 = 6), kde v piipadé
poloh P1-3 s pouzitim BT ziskavame vyssi hodnoty tlaku, nez jaké byly pozorovany
a varianty DBC a mDBC hodnoty mensi. V piipadé snimaného mista P4 je patrné
vyrazné podhodnoceni jak u mDBC tak u BT. Varianta DBC ze jiz kompletné
selhava.

(5.1)
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Obréazek 5.12: éasovy pribéh tlaku ve sledovanych mistech pii rozliseni L/d, = 240.

Priabéhy znazornéné na obrazku 5.11 a 5.12 zaroven demonstruji problém vari-
anty DBC. V misté P1 jsou velmi podobné varianté mDBC. Nedostatek DBC se
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vSak zacina projevovat na pribéhu tlakt v misté P2 a vyrazné znatelnéji v misté
P3, kde zacinaji hodnoty kmitat. Budeme-li se posouvat po pravé sténé smérem
vzhiru, je tento jev stale vyraznéjsi a jak je patrné z prubéhu v misté P4 mezi ¢asy
T =28 a1 =05, ve vySsi tirovni jiz zcela selhavaji.

Prechodem k vyssimu rozliSeni L/d, = 240 zacinaji feSeni lépe kopirovat oblast
skoku pii narazu do stény, ale jak je zfejmé z pribéhu P2 a zejména pak P3, mezi
¢asem 7 = 3 a 7 = 6, odchylky od experimentalnich dat jsou pro vSechny tfi varianty
vyraznéjsi nez v tomu bylo pifi puvodnim rozliseni L/d, = 120. Vyraznéjsi odchylka
v ntervalu T = 3 a T = 6 je pravdépodobné dusledkem tahovych nestabilit, které se
zacinaji pri vysokém rozliseni projevovat v pravém spodnim rohu oblasti, kde dojde
ke vzniku mista se zapornygm tlakem. Tahové nestability a tlakové korekce jsou vSak
stdle jeste predmétem baddni, proto zde zminény efekt uvddime pouze jako mozZné,
byt vysoce pravdépodobné vysvétleni vzniklé odchylky.

Vliv okrajovych podminek na rychlost sifeni tekutiny po dné, tedy na cas, kdy
je naraz tekutiny do stény zaznamenan je ¢iselné zobrazen v tabulce 5.1. Moment
nejlépe zachycuje varianta mDBC. Z hodnot je patrné, ze v pripadé varianty BT se
voda rozléva po dné rychleji, nez u vicevrstvych variant. Pravé absence dodate¢nych
vrstev Castic miize byt pri¢innou pozorovaného jevu.

P1 EXp. DBCLR DBCHR IIIDBCLR IHDBCHR BTLR BTHR

T 2444 2423 2417 2481 2453 2397 2378
e —  -0.021 0027  0.037 0.009  -0.047 -0.066
% —  -08  -1.1 1.51 037  -192 -2.27

Tabulka 5.1: Srovnani cast, kdy je senzory detekovana pfichozi vlna. 7 =
t(lgl| /H?) zna¢i bezrozmérny ¢as piichodu vlny ke sténé, ¢ absolutni odchylku
od experimentalnich dat a e, odchylku relativni.

Podivame-li se na detail proudu v mistech, kde pisobeni tlaku vyhodnocujeme,
viz obr. 5.14, jsou v pripadé DBC patrné vyrazné poruchy, dané charakterem vy-
poctu tlaki na c¢asticich stény. Mimo to je patrné, ze odrazeny sloupec nestoupa
piimo po sténé, nybrz zde vznikd mezera. Oba problémy Céstecné odstranuje va-
rianta mDBC, vyuzivajici zrcadleni. Diky zrcadleni je spolehlivéji vyhodnocen tlak
pro v8echny ¢astice tvorici sténu, presto je vSak zejména v ¢asticové reprezentaci pa-
trny lehky Sum. Varianta BT poskytuje nejhladsi pribéh v tlakovych polich, jejich
charakter se v8ak lisf od pfedchozich pfipadi. Stejné tak lze pozorovat, ze se mirné
lisi i profil hladiny.

Detailni srovnani vlivu okrajovych podminek na profil hladiny je ilustrovano
grafem 5.13. Zdvihnuvsi se sloupec kapaliny nejvyraznéji kopiruje sténu u realizace
pomoci hrani¢nich ¢lent. PTi této realizaci zistava také nejdéle neporusen, coz ma
za nasledek, ze bublina, ktera vznika prevalenim vody se nachézi o néco nize, nez
u vicevrstvych variant. Budeme-li vSak posuzovat vysku vilny ze shora, je velmi
blizko fesSeni ziskaného s pouzitim mDBC. Poznamenejme jesté, Ze u varianty DBC
je patrné ulpivani tekutiny na sténé, které souvisi se zptisobem urcovani tlaku pro
Castice stény.
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Obrézek 5.13: Porovnani vlivu okrajové podminky na profil hladiny. Profily v ¢asech
(shorat =10.12s,t=0.28s,t=10.36s,t=0.45)
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Obréazek 5.14: Detail kolize tekutiny se sténou nadrze, horni fada ukazuje interpo-
lovana tlakova pole, spodni fada hodnoty tlaku v ¢asticové reprezentaci zahrnujici i
okrajové podminky. Zleva DBC, mDCB a BT pfi rozliSeni L d, = 120.
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Obrazek 5.15: Vysky hladin pro okrajové podminky realizované pomoci mDBC pii
rozliSeni L d, = 120 srovnané s experimentalnimi daty. Hodnoty oznacené jako SPH
top urcuji vysku hranice postupem do horni hranice oblasti, hodnoty SPH bottom
detekuji aroven hladiny pfi postupu ze dna.

Porovnani vysSek hladin s experimentalnim meéfenim je zobrazeno na grafech
5.15. Podotknéme vSak, ze zvlasté v misté bortici se odrazené viny je potieba brat
méfeni pouze orientacné. Mimo to, napii¢ opakovanymi méfenymi lze pozorovat vy-
razné odchylky i v experimentalnich datech [34]. Experiment navic nelze realizovat
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jako ¢isté dvojrozmérny, zatim co simulace byla provedena pouze ve 2D. Vyska hla-
diny je urcovana zpusobem popsanym v sekci 4.3 s tim, ze v grafu prezentujeme
dvojici ktivek - prvni, vyhodnocujeme-li vysku smérem od dna, kdy algoritmus po-
stupuje dokud nenarazi na hladinu (kiivka SPH - bottom) a druhou, kdy hladiny
hledame smérem shora (SPH - top). Pfi borceni odrazené viny se totiz vyskytuje
nékolik rozhrani mezi vodou a vzduchem nad sebou, pricemz diagramy zobrazuji
polohu rozhrani polozenych nejvyse a nejnize. V mistech, kde nedochézi k lamani a
preklapéni viny oba postupy splyvaji a udavaji stejnou vysku hladiny.

Vliv parametri a testovanych korekci

Vyuzijme této sekce, abychom demonstrovali nékteré varianty a vlastnosti, uva-
déné v uvodnich kapitolach. Za¢néme funkei difuzniho ¢lenu. V sekci 1.2.1 jsou
vysvétleny divody k rozsifeni rovnice kontinuity o difuzni ¢len. Na obrazku 5.16 je
proveden vypocet nasi testovaci ulohy bez rozsifené rovnice kontinuity. Je patrné, ze
ziskané kinematika vice méné odpovida vyse prezentovanym piipadiam, tlakova pole
jsou vSak zcela Spatné. Tlakové prubéhy jsou plné neusporadaného Sumu, pficemz
na viné jsou problémy popsané v uvodu sekce 1.2.1.

Pl  Exp. a=0005 a=001 =005 a=0.1

T 2444 2433 2.481 2551  2.635
e —  -0011 0.037  0.107  0.191
&% — -0.45 1.51 4.37 7.82

P2 Exp. a=0005 a=001 a=005 a=0.1

T 2.457 2.433 2.485 2.551 2.635
€ — -0.024 0.028 0.107 0.178

&% — -0.97 1.13 3.83 7.24

Tabulka 5.2: Srovnani ¢ast, kdy je senzory P1 a P2 detekované prichozi vina v zavis-
losti na parametru umélé viskozity a. Pouzité rozliseni L/d, = 120. 7 = t(|g|| /H"/?)
znaci bezrozmérny ¢as prichodu viny ke sténé, € absolutni odchylku od experimen-
talnich dat a e, odchylku relativni.

Uvedme déale vliv parametru umélé viskozity na feSeni. Parametr umélé viskozity
vystupuje ve ¢lenu (1.42) v pohybové rovnici a jeho primarnim tkolem je stabilizo-
vat vypocet. M4 ovSem také vliv na vazkost simulovaného média, coz je patrné v
tabulce 5.2, ktera srovnava cas prichodu viny ke sténé, na které je vyhodnocovany
tlak, v zavislosti na hodnoté parametru umeélé viskozity.

Casto byva udévana vztah mezi koeficientem umeélé viskozity o a redlnou kine-
matickou viskozitou v jako
ahcy

V= dd+2) (5.2)
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Obréazek 5.16: Tlakova a rychlostni pole pii feSeni protrzeni piehrady variantou
WCSPH bez pouziti difuzniho ¢lenu. Prvni dvojice znazoriiuje vysledky v ¢ase t =
0.4 s, druha v ¢ase t = 1.2 s a tieti v ¢ase t = 1.65).
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Obréazek 5.17: Tlakova a rychlostni pole pii feSeni protrzeni piehrady variantou
WCSPH (§-SPH). Prvni dvojice znézornuje vysledky v ¢ase t = 0.4 s, druhé v case
t =1.2s a tieti v ¢ase t = 1.65).
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Obrézek 5.18: Pribéhy tlaku u varianty mDBC pii rozliSeni L d, = 120 s vlivem
reinicializace hustoty na feseni. K¥ivka without (¢erné) zobrazuje vysledky bez pou-

Ziti reiniticializace, ostatni potom s reinicializaci v kazdém n-tém ¢asovém kroku (n
=20, n =10, n = 5).

kde ¢q znaéi (numerickou) rychlost zvuku, h vyhlazovaci délku a d dimenzi tlohy.
Dosadime-li do vztahu 5.2 hodnotu o = 0.005 ktera dle vysledkt 5.2 nejlépe vysti-
huje realné chovani, tak spolené s dalsimi parametry simulace (z odstavce v ivodu
kapitoly) obdrzime kinematickou viskozitu odpovidajici tekutiné s viskozitou 75x
vyssi, nez prislusi vodé, ktera je predlohou a ktera byla pouzita v experimentu. Po-
kud bychom vztah (5.2) dosadili do vypo¢tu Reynoldsova &isla, zjistili bychom, Ze ve
vztahu pro Re se vyskytne parametr rozliSeni a pokud bychom chtéli zachovat relaci
(5.2) pri pouZitém parametru umélé viskozity, bylo by potfeba priblizné 800 - 10°
Céstic.

V ramci korekci byla zkouSena tzv. reinicializace hustoty, coz je proces, pri kte-
rém je v kazdém N-tém kroku dodatecné vyhlazeno pole hustoty. Déje se tak na
zékladé prepoc¢tu hustoty pomoci rovnice kontinuity (1.36). V zakladu je totiz hus-
tota poc¢itana pomoci rovnice (1.38). Pouziti korekce motivovala snaha o zpiesnéni
vysledki v misté maxima tlaka pri kontaktu tekutiny se sténou. Ackoli pouziti vedlo
(s mirnym efektem) ke zmirnéni Sumu a oscilaci v nepriamérovanych tlacich, na pri-
mérované priubéhy, jak je patrné z grafi 5.18, neméa prakticky zadny vliv.
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5.2.2 Protrzeni prehrady reSené pomoci varianty ALE-SPH

V nasledujici sekci jsou prezentovana feSeni problému problému protrzeni pie-
hrady pomoci varianty ALE-SPH (respektive R-ALE-SPH) v raznych konfiguracich.
Vychozim systémem diskretizovanych rovnic je systém (3.29) - (3.31), pro aproxi-
mativni feSeni Riemannova problému se vyuziva v prvni realizaci vztahu (3.34) a
(3.33) (znacime jako R-ALE), ve druhé se potom pracuje s MUSCL nahradou a
Hancockovym schématem (pfedstavenym v sekci 3.3.2) s vyuZziti limiteru SuperBee
(zna¢ime jako R-ALE MUSCL). Numericka rychlost zvuku je zvolna konstantni,
ur¢end pomoci odhadu (1.43) jako ¢y = 34.3. Integraci provadime pomoci leap-
frog integra¢niho schématu. Jako vahova funkce bylo pouzito Wendlandovo jadro
s vyhlazovaci délkou h = 2d,, dale jsou pak testovany varianty s vyhlazovaci dél-
kou h = \/§dp, h = 1.3\/§dp ah= 1.6\/§dp. Okrajové podminky jsou realizovany
jednou vrstvou ¢astic spolecné s feSenim ¢aste¢ného Riemannova problému. Prezen-
tovany jsou vysledky pii dvou rozliSenich s konstantnim casovym krokem, rozliseni
L/d, = 120 (zna¢ime LR) s konstantni ¢asovym krokem Aty p = 1.5-107°, dale pak
rozliSeni L/d, = 240 (znateno HR) pii asovém kroku Atyr = 1.-107°. Je srovnano
feSeni ziskané pomoci varianty R-ALE-SPH s vysledky ziskanymi variantou WCSPH
pii pouziti okrajovych podminek mDBC, které v pripadé klasické varianty vykazuji
nejlepsi chovéani (dale uvadime pouze jako WCSPH) a s experimentalnimi daty.

Vyhodnoceni tlaku na sténu u varianty R-ALE-SPH probihé odlisnym zpiuso-
bem, nez tomu je u WCSPH. Na rozdil od klasické varianty, v pifipadé R-ALE-SPH,
kdy se pri interakci s hrani¢ni ¢astici fesi castecny Riemanntv problém, nejsou pro
hrani¢ni ¢astice dopocitavané hodnoty tlaku (ziskéavané u varinaty mDBC zrcadle-
nim, u okrajovych podminek DBC a BT pomoci prosté SPH vazené sumace). Tlak
PEk Da Castici (a nebo mozné presnéji na element) stény je dan jako

Pk = Z wiWir2pE ik (5.3)

1€ Dy,

kde pgix je tlak ziskany FeSenim ¢astecného Riemannova problému. Pouzitim akus-
tického priblizného Feseni [56] je tato hodnota urcena jako

pEik = Pi — pici(Ve — Vi) - 0y, (5.4)

kde vy, predstavuje rychlost pohybu stény (ta je v nasem piipadé nulova), v; rychlost
castice ¢ v blizkosti stény a n; vnéjsi normélu ke sténé.

Nasledné primeérovani a zpracovani ziskanych hodnot je stejné jako v predchozim
pripadé, nicméné jak je patrné z neprimérovanych pribéhi na obrazku 5.21, Sum a
oscilace v tlakovém poli jsou u prezentované varianty vyrazné mensi, nez u vysledki
ziskanych pomoci WCPSH.

Z pribéht na obrazku 5.19 je patrné, Ze obé realizace maji tlakovy pribéh
odlisny od pribéhu ziskanych klasickou variantou pii pouziti okrajovych podminek
mDBC a podobaji se spis feSeni s okrajovymi podminkami BT, které rovnéz vyuziva
pouze jedné vrstvy hrani¢nich ¢astic, byt na jiném principu. Oproti slabé stlacitelné
varianté je zde vyraznéji nadhodnoceny tlak mezi ¢asy 7 = 3 a 7 = 6, coz plati i
pokud bychom vysledky porovnavali s klasickou formulaci vyuzivajici BT realizaci
okrajovych podminek, u kterych se vyskytuje stejné chovani. R-ALE-SPH vsak po-

v werivs
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ohledu na typ okrajovy podminek u klasické formulace. V mistech snimaci P1, P2
a P3 zachycuje naraz tekutiny nejlépe ze vSech testovanych variant. V misté P4
mezi ¢asy 7 = 3.25 a 7 = 4.6 podhodnocuje tlak vyraznéji nez variant WCSPH
s mDBC okrajovymi podminkami, je vSak blize experimentalnim datim nez kla-
sickd formulace pfi pouziti okrajovych podminek BT. Dopliime jesté, ze realizace s
konstantni aproximaci veli¢in R-ALF a s po ¢astech konstantni aproximaci R-ALE
MUSCL davaji prakticky totozné vysledky.

Hodnota tlaku v mité P1 Hodnota tlaku v mité P2
5 T T T 3 I T
45 - R-ALE — || R-ALE —
’ L WCSPH — || 25 WCSPH — H
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I I
0 0
C C
a a
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Obrézek 5.19: Casovy pritbéh tlaku ve sledovanych mistech pii rozlieni L /d, = 120.
Kriivka R-ALE znaci feSeni ziskané variantou R-ALE-SPH pii konstantni nahradé
veli¢in na jednotlivych ¢asticich, kiivka R-ALE MUSCL pak vyuziva nahrady line-
arni. Data WCOSPH znézornuji feSeni pomoci standardni formulace.

Prechodem k vyssimu rozliSeni, L/d, = 240 (obrazek 5.20), pozorujeme stejné
chovéni jako pii prechodu k vyssimu rozliseni v pripadé klasické varianty, tedy zvy-
raznéni odchylky mezi ¢asy 7 = 3 a 7 = 6 a vystiznéjsi chovani okolo ¢asu 7 = 2.5
pri kontaktu se sténou. Pri pouziti MUSCL schématu dochézi v ¢ase ptiblizné 7 = 6
k vyraznému rozkmitani tlakového pribéhu, coz je spojeno s piichodem odrazené
(druhé) vlny.

Pohledem na tabulku srovnévajici ¢asy narazu do stény (¢as detekce tekutiny
snimacem tlaku v misté P1) 5.3 vidime, Ze varianta R-ALE-SPH urcuje ¢as kontaktu
mensim, nez odpovida pozorovani z experimentu. Stejné jako tomu bylo u klasické
varianty pri pouziti okrajovych podminek DBC a BT, i v piipadé R-ALE-SPH se
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odchylka s rostoucim rozlisenim zvétsuje. Z dat je dale patrné, ze pouziti MUSCL
schématu nema na rychlost sifeni tekutiny po dné zadny vliv.

P1 EXp R—ALELR R—ALEHR R—A—MLR R—A—MHR mDBCLR mDBCHR

T 2.444 2.423 2.397 2.423 2.378 2.481 2.453
€ -0.042 -0.059 -0.042 -0.059 0.037 0.009
er %] -1.73 -2.44 -1.73 -2.44 1.51 0.37

Tabulka 5.3: Srovnéni ¢asii, kdy je senzory detekovana piichozi vina. Sloupce R-A-M
znaci R-ALE-SPH variantu s pouzitim MUSCL schématu. 7 = t(|g| /H/?) znadi
bezrozmérny ¢as prichodu viny ke sténé, € absolutni odchylku od experimentalnich
dat a e, odchylku relativni.
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Obréazek 5.20: éasovy pribéh tlaku ve sledovanych mistech pii rozliseni L/d, = 240.
Kriivka R-ALE znaci feSeni ziskané variantou R-ALE-SPH pii konstantni nahradé
veli¢in na jednotlivych ¢ésticich, kiivka R-ALE MUSCL pak vyuziva nahrady line-
arni. Data WCSPH znazornuji feSeni pomoci standardni formulace.

Dale byl zkoumén vliv volby vyhlazovaci délky h na chovani vypoctu. Zatim
co u varianty WCSPH jsou k dispozici ur¢ita doporuceni, u varianty bylo potieba
optimalni relaci mezi pocéateéni rozlozenim c¢astic a vyhlazovaci délkou s ohledem
na presnost a efektivitu vypoc¢tu nalézt. Vypocty byly provedené pro h = ﬂdp,
h =1.3v2d,, h =2d, a h = 1.6v/2d,.
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Obréazek 5.21: Prinéhy tlaku bez filtrovani pii rozliSeni L d, = 120. V levém

sloupci varianta WCSPH s okrajovymi podminkami typu mDBC, napravo varianta
R-ALESPH.
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Obréazek 5.22: Tlakova a rychlostni pole pii feSeni protrzeni prehrady variantou R-
ALE-SPH. Prvni dvojice znézoriuje vysledky v ¢ase t = 0.4 s, druha v ¢ase t = 1.2
s a treti v ¢ase t = 1.65).
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Vysledky ukazaly, ze zvétseni vyhlazovaci délky vede ke snizeni odchylky v ¢ase
T =3 az 7 = 6, oviem s neprili§ vyraznym efektem. Pouziti vétsi hodnoty vyhla-
zovaci délky rovnéz lehce tupi hodnotu maxima pfi kontaktu se sténou a zaroven
lehce vyhlazuje rtzné zékmity a poruchy, coz je piimo dusledkem konstrukce me-
tody. Jelikoz sumace probihé pres vétsi mnozstvi ¢astic a dostdvame tak hodnoty
prumérované z vétsi oblasti.
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Obréazek 5.23: Vysky hladin pro okrajové podminky realizované pomoci mDBC pii
rozliSeni L d, = 120 srovnané s experimentalnimi daty. Hodnoty oznacené jako SPH
top urcuji vysku hranice postupem do horni hranice oblasti, hodnoty SPH bottom
detekuji droven hladiny pfi postupu ze dna.

Nejvyraznéjsi rozdil mezi variantami je vSak patrny podivame-li se na nepri-
mérované pribéhy tlakt na obréazku 5.21. Prubéhy tlaka ziskané pomoci varianty
R-ALE-SPH jsou vyrazné hladsi, nez priubéhy ziskané pomoci WCSPH (ve srovnani
jsou pro variantu WCSPH pouzité mDBC okrajové podminky, u kterych je z tes-
tovanych variant $um nejmensi). Mimo mnozstvi zakmitu je dramaticky rozdil také
v jejich amplitudé. U klasické formulace je v misté snimac¢i P1 a P2 pfi kontaktu
tekutiny se sténou patrné fada zakmiti, nékolikandsobné presahujicich hodnoty mé-
feného tlaku. U varianty R-ALE-SPH je v misté P1 patrny jediny zakmit s tim, ze
od ¢asu 7 = 3 je TeSeni prakticky hladké. Mnohem lépe zaznamenéva R-ALE-SPH
varianta kontakt tekutiny se sténou i v misté snimace P3, na prubéhu ze snimace
P4 je pak opét dobfe znatelny rozdil v oscilacich a pfitomném Sumu. Prubéhy tlaku
ziskané pomoci R-ALE-SPH obsahuji vyraznou poruchu v ¢ase ptiblizné 7 = 4.8,
ktera souvisi s dopadem kapek od zpétné viny a kterd se ¢asem utlumi.

5.3 Otevreny kanal

Prvnim testem pro vstupni a vystupni okrajovou podminku je tloha otevie-
ného kanalu se snahou ovérit, zda okrajova podminka dodava do oblasti predepsané
mnozstvi tekutiny a spravné mnozstvi tekutiny z oblasti odvadi. Byt se jedna o
banalni problém, je potfeba mit na paméti, Ze pracujeme s Lagrangeovskym ¢as-
ticovym prostiedim, ve kterém je realizace vstupni a vystupni okrajové podminky
znacné obtizna. Komplikace jsou spojeny s tim, Ze ndm vstup resp. vystup privadi
resp. odvadi nové diskretizacni body do resp. z oblasti. Z toho divodu zac¢iname
s jednoduchou tulohou, abychom ovérili, zda do oblasti vstupuje predepsané mnoz-
stvi tekutiny, zda vstup a vystup spravné plni svoji funkci a zda v jejich blizkosti
nevznikaji poruchy.
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Obrézek 5.24: Schéma tlohy dvojrozmérného proudéni v otevieném kanale. Rozméry
jsou uvedeny v metrech.

Ulohu pfedstavuje naklonény otevieny kanal s vyskou hladiny H = 1 m o délce
L = 6H se sklonem 6 = 5°. V nastaveni tlohy je kanél uvazovan jako vodorovny a
sklon je simulovan pomoci gravita¢niho zrychleni g = (|g| sin,|g| cos #). Na vstupu
je predepsan rychlostni profil

v (y) = |@ (yH - %y2>- (5.5)

Pozadujeme laminarni proudéni v rezimu pro Reynoldsovo ¢islo Re = 100, kdy
je zrychleni tekutiny zptisobené gravitacni silou kompenzovano vazkymi silami a
nedochazi tak k urychlovani proudu, ktery méa diky tomu konstantni rychlost. Proto
pro Re = vH/v = 100, kde v znaci stfedni rychlost a v viskozitu, volime v =
0.0534, pficemz pracujeme s laminarnim vazkym ¢lenem [64]. Pro vstup a vystup
predepisujeme hydrostatické rozlozeni hustoty, rychlost na vystupu je extrapoloviana
z oblasti s tekutinou. Vyska vystupni zony je urc¢ovana na zakladé vysky tekutiny
v oblasti ve vzdélenosti d, pred hranici, pro kterou je vystup predepsan. Realizace
vstupni a vystupni zény je popsana v sekci 2.2, pricemz vstup i vystup tvori ¢tyfti
vrstvy ¢astic. Tekutina v oblasti je inicializovana se stejnym rychlostnim profilem
jako vstupni okrajova podminka.

Reseni je provedeno variantou WCSPH (respektive 6-SPH ) s difuznim ¢lenem
(1.59) a hodnotou difuzniho koeficientu § = 0.1. Pracujeme s laminarni viskozitou
s koeficientem o = 0.0534, numerickou rychlosti zvuku ¢y = 68.15, stavovou rovnici
(1.33), symplektickym integracnim schématem a jako funkci W pouzivime Wend-
landovo jadro. Pro vyhlazovaci délku plati A = \/§dp, pocatecni vzdalenost mezi
¢asticemi je d, = 0.01 (tedy pouzité rozliSeni je H/d, = 100). Dno je realizovano
pomoci mDBC formulace okrajovych podminek pro pevné stény a ¢asovy krok je
konstantni At = 1.25- 1074,

Pribéhy na obrazku 5.25 potvrzuji, Ze v oblasti je zachovany objemovy tok
a vstupni okrajova podminka dodavé predepsané mnozstvi tekutiny. Z posledniho
grafu, obr. 5.26, ktery zobrazuje rychlostni profil na vystupnim bufferu je navic
patrné, Zze spolehlivé funguje i extrapolace rychlosti z oblasti a na vystupu nedochéazi
ke vzniku zadnych poruch.
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Obrézek 5.25: Bezrozmérné prubéhy rychlosti na vstupnim bufferu, ve ¢tvrting, po-
lovinég, tfech ¢tvrtinach a na vystupu z kanalu.

velocity Magnitude
0 2 4 6 8

velocity Magnitude

e
Obréazek 5.26: Vstupni a vystupni zéna v Casticové reprezentaci. Zleva rozlozeni
rychlosti na vstupu, znédzornéni typu ¢astic - ¢erna predstavuje vstupni buffer, Sediva
tekutinu, nasleduje rychlost ¢éstic na vystupu a znazornéni vystupni zony.

5.4 Proud tryskajici proti sténé

Druhym zvolenym testovacim prikladem je proud tryskajici proti sténé. K uve-
denému piipadu existuje fada méreni a je mozné pomoci analytického vypoctu na-
lézt rozlozeni tlaku na sténé. Pti riznych orientacich vstupu a riznych tvarech stény
ziskavame problém hojné feSeny v ramci navrhu Peltonovych turbin, kdy sténa pred-
stavuje lopatku, proti které tryska proud vody. Tento problém lze velmi dobfe reSit
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pomoci SPH metody a krom sily, kterou proud pusobi na lopatku, lze také studo-
vat jakym zpusobem proud vody lopatku opousti, coz je velmi cenna informace pti
navrhu uvedenych zafizeni a je velmi obtizné ji ziskat za pomoci konven¢énich metod.

Uloha je tvofena tryskou o priaméru Dy = 0.03 m, ze které tryska voda o rychlosti
20 m -s~!, pficemZ na vstupu je piedepsany konstantni rychlostni profil. Tryska je
umisténa ve vzdalenosti L; = 0.12 m nad sténou (tj. L;/D; = 4). Odchéazejici proud
odtéka dvojici vystupi.

VSTUP T

Obrazek 5.27: Schéma tulohy proudu tryskajictho proti sténé. Vystup na souradnici
0.05 m od osy trysky znézornuje hranici pro tulohu s tzkou oblasti a vystup na
soufadnici 0.3 m hranici Siroké oblasti. Rozméry na obrazku jsou uvedeny v metrech.

Pripad realizujeme ve dvou konfiguracich, prvni, kdy je odtok umistén ve znacné
vzdalenosti Ly = 0.3 m od osy trysky (varianta se Sirokou oblasti) a druhé, kdy je
vystupni okrajova podminka predepsana velmi blizko dopadajictho paprsku proudu,
ve vzdalenosti Ly = 0.05 m od osy (varianta s tizkou oblasti). Druha varianta pu-
sobi ponékud umeéle, umisténi vystupni okrajové podminky byva zpravidla v mno-
hem vétsi vzdalenosti od dopadajictho proudu, presto nam vsak dokaze poslouzit
jako uzite¢ny nastroj pro ovéreni vlastnosti vystupni okrajové podminky piredsta-
vujici odtok. Mizeme sledovat, zda pii pouziti nasi realizace vystupu adaptujictho
se na vysSku hladiny na odtoku obdrzime stejné tlakové profily na sténé a stejné
tvary proudu pro Sirokou a tzkou oblast, coz nam poskytne informace o spréavnosti
fungovani vystupni okrajové podminky. Priubéhy tlaku na sténé navic srovnéavame s
analytickym feSenim [29](63] a experimentalnimi daty [57].

Samotna vystupni okrajova podminka, jejiz princip je popsan v sekci 2.2, je pro-
vedena ve dvou variantach. Prvni predepisuje homogenni Neumannovu podminku
pro rychlost a z oblasti extrapoluje hustotu (potazmo tlak) a vysku hladiny na od-
toku, druha pak predepisuje homogenni Neumannovu podminku pro hustotu (resp.
tlak) a z oblasti je extrapolovana rychlost a vyska hladiny. Dopliime jesté, ze vstupni
a vystupni zony jsou tvofeny ¢tyimi vrstvami castic.

Prezentované vysledky jsou ziskané pomoci slabé stlacitelné formulace WCSPH
(0 —SPH) pii pouziti difuzniho ¢lenu (1.59) s difuznim koeficientem d = 0.1 a umélé
viskozity s parametrem o = 0.02. Hodnota numerické rychlost zvuku je ¢y = 230
a je konstantni po celou dobu vypoctu. Prepocet hustoty na tlak se déje pomoci
stavové rovnice (1.33), integrace se provadi symplektickym integra¢nim schématem.
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Jadrem je Wendlandova funkce s vyhlazovaci délkou h = \/§dp s pocatecni vzda-
lenosti ¢astic d, = 5 - 107*. Okrajové podminky pro stény jsou realizovany pomoci
mDBC formulace, ¢asovy krok je konstantni At = 2-107°. UvaZovanym médiem je
voda s hustotou py = 1000 kg/m? a kinematickou viskozitou 1.06 - 107% m?/s. Vy-
sledky zobrazuji vypocty pii jediném rozliSeni D,/d, = 60 a zkoumaji spolehlivost
a chovani realizace pro vstupni a vystupni okrajovou podminku tim, Ze srovnavaji
rozlozeni tlaku na sténé pro variantu se Sirokou a tzkou oblasti a srovnavaji jej s
analytickym TeSenim a experimentalnimi daty:.

Rozlozeni tlaku na sténé RozloZzeni x-ové slozky rychlosti v blizkosti stény
T T T T T T
1 analytical 1k wide H
wide velocity extrapolated
velocity extrapolated density extrapolated
0.8 - density extrapolated 0.8 - | T

Tuand Wood 4 !

P/ Pmax
(=]
(=)}
T
1
V/ Vimax
(=]
(=)}
T
\
7
|

0.4 - N 1 0.4 -

;
|

02+ Y - 02 : R
i
I

x/ Dy x / Dy

Obréazek 5.28: Rozlozeni tlaku a rychlosti v, ve sméru x v blizkosti stény. Vyhod-
nocovano ve vzdalenosti h od stény. Cerna ¢arkované svislice na soufadnici x = 1.5
znac¢i umeéle vlozenou odtokovou okrajovou podminku.

Grafy na obrazku 5.28 znazornuji hodnoty tlaku a rychlosti na sténé. Hodnoty
jsou vyhodnocovany ve vzdalenosti h od stény. Déje se tak proto, ze aktualni reali-
zace vystupu nezohlediiuje interakci mezi ¢asticemi stény a ¢asticemi vystupni zony,
které tvori okrajovou podminku vystupu. Ackoliv se absence této interakce nepro-
jevi na celkovych vysledcich, vnéasi chybu do zpétné interpolace 4.3 hodnot na sténé
v blizkosti vystupu.

Pribéhy tlaku a rychlosti u stény na Siroké oblasti srovndvame s pribéhy na
tzké oblasti, kterd obsahuje vystup v misté x/D;, = 1.5. Na vystupu 8iroké ob-
lasti je pouzita homogenni Neumannova okrajova podminka pro rychlost (kiivka
wide, ¢erné), na tzké oblasti srovnavame variantu s homogenni Neumannovou pro
rychlost extrapolujici hustotu (kiivka density eztrapolated, zelené) a variantu s ho-
mogenni Neumannovou podminkou pro hustotu pricemz je dopocitavana rychlost
(krivka wvelocity extrapolated, zelend).

Z vysledki je patrné, ze v oblasti pod dopadajicim proudem (soufadnice 0 -
1), si 8irok4 a zkracena varianty velmi dobie odpovidaji. Ve v8ech tiech variantach
rovnéz ziskavame stejny maximalni tlak. Nasledné vidime, Ze na zkrécené oblasti
varianta s extrapolaci hustoty lehce podhodnocuje tlak a nadhodnocuje rychlost.
Naopak provedeni s homogenni Neumannovou podminkou pro hustotu vyuzivajici
extrapolace hustoty na celé oblasti velmi dobfe kopiruje feSeni ziskané na Siroké
oblasti, analytické Teseni i experimentalni data.

Porovnéanim vypoctenych hodnot tlaku na sténé ve vzdélenosti A od vystupni
hranice s analytickym feSenim zjistime, Ze pro feseni na tizké oblasti je u varianty

81



extrapolujici rychlost odchylka pouhych 0.008 %. U varianty pracujici s extrapolaci
rychlosti je to - 27.75 % a feSeni na Siroké oblasti se od analytickych dat ve stejném
vysledku 1isi 0 0.2 %. Prubéh rychlosti ve stejném misté se na uzké oblasti od FeSeni
na Siroké oblasti lisi 0 0.61 % pro provedeni s extrapolaci rychlosti a 0 3.7 % pro verzi
pracujici s extrapolaci hustoty. Odchylky vzniklé pii pouziti homogenni Neumannovy
podminky pro rychlost a extrapolace hustoty jsou vsak omezeny pouze do tésné
blizkosti hranice.
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Obrazek 5.29: Horni fada zobrazuje tlakové profily, dolni rychlostni profily. Vlevo
vysledky na Siroké oblasti, uprostied vysledky na tizké oblasti a okrajovou podmin-
kou vyuzivajici extrapolace rychlosti a vpravo vysledky na tzké oblasti s okrajovou
podminkou extrapolujici hustotu. Detail u kazdého profilu zobrazuje chovani v bez-
prostfedni blizkosti hranice pro piipady na tzké oblasti a v tomtéz misté pro piipad
se Sirokou oblasti. (Veli¢iny jsou uvedeny v zékladnich jednotkach, tlak v Pa, rych-
lost v m/s™1, poloha v m.)

Dopliime jesté poznamku k srovnani s analytickym FeSenim a experimentem.
Mezi soufadnicemi x/D; = 0 a x/D; = 1.5 ziskané vysledky velmi vérohodné kopi-
ruji analytické feseni a experimentalni data. ReSeni na Siroké oblasti se na soutadnici
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x/Dy = 1.5 az x/Dy = 2.5 minimélné odchyluje od analytického vysledku a expe-
rimentalnich dat. V blizkosti stény v odtékajicim proudu ve vétsich vzdalenosti od
usti trysky vznikaji drobné mezery vlivem neuspotradanosti ¢astic, coz v souvislosti
s vyhodnocenim tlaku ve vysce h od stény vede k vyslednému podhodnoceni tlaku.

Na obrazku 5.29 jsou znazornéna prumeérovana rychlostni a tlakova pole. Pro
tzkou oblast (grafy uprostied a vlevo) jsou zobrazeny i detaily z ¢asti oblasti, ktera
priléha k hranici, pro kterou vystupni okrajovou podminku pfedepisujeme. Pro va-
riantu se Sirokou oblasti (vlevo) zachycuje detail misto na stejnych soufadnicich,
jako v piipadé tizké oblasti. Uloha je FeSena véetné rozbéhu. V prvnich okamzicich
simulace vyska vystupni zony roste s rostouci vyskou hladiny proudu na odtoku. Z
grafi (resp. zobrazenych detaili) je patrné, ze vyska hladiny neni vystupem prak-
ticky ovlivnéna a tudiz v tomto ohledu pracuji vystup a algoritmus adaptujici vysku
vystupni zony na vysku hladiny spolehliveé.
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Kapitola 6

Simulace proudéni ve vytokovych
objektech

V samotném uvodu prace zminujeme, ze motivace ke studiu okrajovych pod-
minek v SPH metodé prameni z vyskytnuvsich se potizi pii simulacich proudéni
ve vytokovych objektech ¢erpacich a turbinovych stanic feSenych touto metodou.
Zminme nyni dosazené vysledky, véetné pripadi, u kterych se pouziti zakladni reali-
zace okrajovych podminek (DBC) ukézalo jako nedostate¢né. Poznamenejme jesté,
ze nésledujici text si neklade za cil detailné dokumentovat feSeni problému proudéni
ve vytokovych objekti, ale pfedstavit téma prace v kontextu realnych aplikaci.

Jedna se o pripad tiirozmérného proudéni s volnou hladinou na komplexnich
geometriich. Konkrétné byly vypocty provadéné pro dva typy vytokového objektu
- geometrii s pfepadem ve tvaru V (obr. 6.1 vlevo) a geometrii se sifonem (obr.
6.1 pravo). Geometrie predstavuji soucasti zatfizeni budovanych spolecnosti SIGMA
GOURP a.s. V obou piipadech pracujeme se zmenSenym laboratornim modelem
daného objektu, fadové se rozméry pohybujeme v jednotkach metri (véetné odto-
kové casti je délka kanalu pfiblizné 4 m, sitka 0.3 m). Pro oba pifipady mame k
dispozici porovnani s experimentem provedenym v Centru Hydraulického Vyzkumu
spol. s.r.o. Mimo vizualniho srovnéni charakteru proudéni jsou v pripadé V-piepadu
dostupnéa data o vysce hladin a pro geometrii se sifonem méfeni v nékolika rovinach

pomoci metody PIV.

Obrazek 6.1: Geometrie vytokovych objektii, vpravo geometrie se sifonem, vlevo
geometrie s pfepadem ve tvaru V.

Prvni pripad, geometrie pfepadu ve tvaru V, obsahuje vyznamny podil v ¢ase
dynamicky meénici se hladiny, ¢etné fragmentace proudu pii prepadévani vody pres
prepadovou hranu a miseni dopadévajici vody s vodou v odtokovém kanéle pod
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prepadem. Vzhledem k propozicim tlohy predstavuje SPH idedlni nastroj pro feseni.
Mimo to by byl vypocet pomoci standardnich CFD nastroji, které zastiesuje metoda
konecnych objemi velmi obtizny. Klasické metody obvykle pro proudéni s volnou
hladinou vyuzivaji VOF (volume of fluid) & MAC (marker and cell) schémat, avsak
v uvedeném piipadé je chovani hladiny natolik komplexni, Ze by bylo zapotiebi
znacné snahy, velmi jemné sité a tedy i vyrazného vypocetniho vykonu a presto bez
zaruky validniho vysledku, zatimco SPH pfi srovnani s experimentem dava velmi
dobré predikce.

V druhém ptipadé, pro geometrie se sifonem, je situace ponékud odlisna. Po-
dil hladiny zde neni natolik dominantni, navic se vyrazna ¢ast proudéni odehrava
v uzavieném potrubi. Oproti pfedchozi varianté je vypocet mnohem snaze uchopi-
telny klasickymi zabéhlymi néastroji. Pfesto bychom i v tomto pripadé radi dosaho-
vali srovnatelnych ¢i lepsich vysledk pomoci SPH metody. Jak nasledné ukézeme,
pravé vyznamny podil proudéni v uzavieném potrubi si zada peclivéjsi pristup k
okrajovym podminkam pro realizaci stén. Pro tento typ uloh se pak dale jevi jako
mimoradné efektivni formulace SPH metody se zobecnénou transportni rychlosti
¢astic (ALE-SPH), umoznujici Lagrangeovské ¢i prevazné Lagrangeovské chovani
v blizkosti hladiny a Eulerovsky charakter a chovani ve smyslu metody kone¢nych
objemu v zatopenych oblastech a potrubi.

Obrazek 6.2: Vysledné proudéni na geometrii s prepadem ve tvaru V. Vlevo prazdny
prepad, uprostied mod s nizkou hladinou (LWL), vpravo méd s vysokou hladinou
(HWL).

Varianta s pfepadem ve tvaru V byla fesend ve dvou konfiguracich, varianté s
nizkou hladinou v odtokovém kanale, pro kterou je vyska na odtoku nastavena na 95
cm s hodnotou pritoku ViwL = 11.4 1/s a varianté s vysokou hladinou kdy vyskou
hladiny v odtokovém kanale ¢ini 255 cm, pfi priutoku Viwr, = 10.8 1/s. Pripad
geometrie se sifonem byl FeSen pro vysku hladinu na odtoku 265 cm a priitoky
Viv =138 1/s a Viyy = 17.2 1/s.

K teseni byl pouzit open-source kod DualSPHysics verze 4.4., ktery nabizi imple-
mentaci slabé stlacitelné verze SPH metody (WCSPH), pri¢emz okrajové podminky
pro pevné stény jsou realizované variantou DBC. Provedeni vstupnich a vystupnich
okrajovych podminek je formou vstupnich a vystupnich zon, nicméné detaily a al-
goritmy realizace nejsou mimo samotny zdrojovy kéd programu popsany v zadné
dostupné dokumentaci. Pravé chovani v blizkosti vstupu a samotna funkce vstupni
okrajové podminky tvoii nejvyraznéjsi prekazku pii realizaci vypoctu. Konkrétné
jsme se potykali s problémem, kdy vstup nedodaval do systému predepsané mnoz-
stvi tekutiny (pfedepsany objemovy tok) a v blizkosti za vstupem vznikaly poruchy v
proudovém poli. Obrazek 6.3 zobrazuje pocatec¢ni vysledky pri zakladnim nastaveni.
Porovnanim s finadlnimi vysledky na obrazku 6.4 je dobfe patrny rozdil v objemovém
prutoku.
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Obrazek 6.3: Vysledky simulace se zakladnim nastavenim, neodpovidajicim pritoc-
nym mnozstvim a umélymi mezerami mezi tekutinou a sténou.

Ve snaze odstranit potize se vstupem byla pro verze koédu DualSPHysics 4.4. a
DualSPHysics 5.0. provedena rozsédhla studie chovani vstupni okrajové podminky v
zévislosti na ruznych konfiguracich metody. Konkrétné bylo zkouméano chovéani pfi
pouziti difuzniho ¢lenu, pi zapojeni PST technik (pro vSechna nastaveni dostupnéa
v DualSPHysics), otestovana byla varianta pro 4, 6 a 8 vrstev ¢astic vstupni zony
a varianta s extrapolaci hustoty pro vstupni ¢astice. Béhem testovani bylo pro obé
verze programu odhaleno nékolik implementac¢nich chyb!. Diky znalostem ziskanym
studiem a implementaci vstupni okrajové podminky do testovactho fesice a realizaci
nékolika testovacich tloh se podafilo vstup nastavit tak, aby dodaval pfedepsané
mnozstvi tekutiny. Jako stézejni se ukazalo pouziti extrapolace hustoty z oblasti
(coz souvisi s uvazovanym slabé stla¢itelnym modelem tekutiny).

S ohledem na realizaci vstupii a vystupi byla pro vypocty zvolena starsi verze
DualSPHysics 4.4., aktuélni dostupné verze DualSPHysics 5.0. pfinesla urcité apravy
algoritmii pro provedeni vstupi a vystupi a navzdory znac¢né snaze se nepodafilo
docilit zddaného chovani vstupu.

Vysledky na obrazcich 6.4 a 6.5 zobrazuji chovani proudéni na prepadu pii do-
sazeni spravného prutoku a odstranéni vétsiny potizi. Charakter proudéni ziskany
vypoctem velmi dobfe odpovidé charakteru proudéni, ktery byl pozorovan v ex-
perimentu. Vypocet zachycuje napiiklad virovou strukturu vznikajici u varianty s
nizkou hladinou v odtokovém kanale v rohu mezi sténou kanalu a sténou prepadu
(obrazek 6.5 nahote) a ktera byla pozorovana i v laboratorni realizaci. Experimentu
odpovida i rozvlnéni hladiny nad prepadem, které je dobfe patrné na pohledech z
boku na obrazku 6.5.

V pfipadé varianty se sifonem se doposud nepodarilo odstranit vSechny potize. V
koleni sifonu vznik4 nefyzikalni bublina patrna z obrazku 6.6, ktera pravdépodobné
souvisi s pouzitim okrajovych podminek DBC. Pfi¢ina je nejspise velmi podobné
tomu, co lze pozorovat na prubézich tlaku z problému protrzeni prehrady v ka-

1 Ziskané vysledky byly sdileny s autory programu i samotné okrajové podminky a DualSPHysics
komunitou.
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Obrézek 6.4: Proudéni pres prepad po dosazeni spravného prutoku. Varianta s nizkou
trovni hladiny (nahote) a vysokou urovni hladiny (dole).

pitole 5. Pii pohledu na hodnoty tlaku ziskané ze snimace P4 na obrazcich 5.11
a 5.12 v kapitole 5, jsou u okrajovych podminek DBC vidét nefyzikalni zakmity
zpusobené umélou mezerou mezi tekutinou a sténou. Ty v pripadé kolene sifonu
vedou k umélému odtrzeni a vzniku dutiny. S odkazem na vysledky protrzeni pie-
hrady 1ze usoudit, Ze ostatni prezentované formulace zminény problém odstranuji a
pro uspésné vyteseni problému bude tedy nezbytné pravdépodobné jejich pouziti.
Atraktivné se v tomto ohledu jevi zejména varianta BT, protoze okrajové podminky
mDBC jsou pri praktickém pouziti spjaty se slozitou pripravou tlohy, béhem které
je nutné provést zrcadleni hrani¢nich ¢astic a ziskat tak virtualni uzly v oblasti s
tekutinou, které slouzi pro linearni interpolaci hodnot na hranici. V piipadé obecné
geometrie, kterou prepad i sifon bezesporu jsou, se jedna o nesnadny algoritmizacni
tikol, ktery nemame doposud vyfeseny.
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Obrézek 6.5: Proudéni pres prepad po dosazeni spravného prutoku. Varianta s nizkou
trovni hladiny (nahofe) a vysokou trovni hladiny (dole). Na hornim obrazku je
vyznacena zachycend virova struktura.

Obrazek 6.6: Rez osou kanalu s geometrii sifonu (geometrie Gerné) se zobrazenou
konturou tekutiny (mod¥e). Na obrazku je patrna dutina ve misté kolene.
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Zaver

V tavodu prace stru¢né predstavujeme soucasny stav SPH metody, uvadime pre-
hled pokrokt v klicovych otazkich a mapujeme soucasné varianty metody pouzivané
pro feSeni problému proudéni. Poznamenejme, Ze prehled zachycuje vSechna stézejni
témata SPH metody s ohledem na problémy proudéni s volnou hladinou, véetné uve-
deni nosnych praci, z nichz zna¢na ¢ast vznikla v pribéhu poslednich let. Metoda je
formalné zavedena, je provedena diskretizace rovnic nestlacitelného vazkého prou-
déni a jsou diskutovany hlubsi a moderni numerické aspekty SPH metody, jako jsou
pokrocilé difuzni ¢leny a PST techniky. Déje se tak v intencich problémi proudéni
s volnou hladinou, kdy klademe diraz na vliv okrajové podminky rozhrani, resp.
hladiny.

Nésleduje teoreticky pohled na hlavni téma préce, problematiku okrajovych pod-
minek v metodé SPH. Kapitola obsahuje uceleny piehled sestaveny na zakladé vel-
kého mnozstvi aktualnich odbornych ¢lanka a védeckych praci, ktery (je-li autorovi
znamo) nebyl doposud nikde publikovany jako celek. Uvedeny jsou problémy spo-
jené s realizaci okrajovych podminek v ¢asticovém Lagrangeovském prostiedi SPH
metody. Detailné jsou probrany dva pristupy pro realizaci stén, pouziti dodatec-
nych ¢astc a varianty kompenzujici chybéjici sousedy za hranici oblasti. Pro pevné
stény rozebirame hojné uzivanou formulaci DBC (dynamic boundary conditions) a
jeji modifikaci mDBC (modified dynamic boundary conditions), odstranujici nékteré
neduhy DBC piistupu. Dale se pak vénujeme konstrukei pracujici s hrani¢nimi inte-
graly (oznacovanou jako BT) spoleéné s renormaliza¢nimi technikami vyvazujicimi
nepiitomnost ¢astic za hranici. V8echny tfi prezentované typy okrajovych podminek
pro stény nebyly doposud vzajemné porovnéany.

Dale je predstaven moderni pristup pro realizaci vstupt a vystupu zaloZeny na
vstupnich a vystupnich vicevrstvych zonach (tzv. bufferech). V ramci prace byly
navrzeny algoritmy implementujici vstupni a vystupni zony, které navic zohlednuji
ménici se vysku hladiny v prubéhu vypoctu.

Nasledujici ¢ast se vénuje ALE-SPH formulaci pracujici se zobecnénou trans-
portni rychlosti ¢astic, ktera dale vyuziva priblizného feSeni Riemannovych problému
pro mezic¢asticovou interakci. Vysledkem je odvozeni vlastniho nového R-ALE-SPH
schématu.

Odvozené schéma bylo spoleéné se zbylou uvedenou a popsanou teorii a rea-
lizacemi okrajovych podminek implementovano do nové vytvoreného programu. V
ramci ¢tvrté kapitoly, ktera se vénuje konstrukei kodu, byl vypracovan prehled do-
stupnych open-source i komerc¢nich programt, pracujicich s SPH metodou, véetné
uvedeni obsazenych formulaci a moznosti pouziti.

Prejdéme nyni k zavérim plynoucim z vysledki testovacich tloh, zvolenych s

89



ohledem na zkouméni zddané problematiky. Za¢néme srovnanim okrajovych podmi-
nek pro pevné stény. Z pripadu stojici vody je patrné, ze variantu BT nezle pouzit v
pripadé situaci blizkych hydrostatickému stavu z divodu vyskytu umélého pohybu.
Ten je zptusoben absenci symetrie v pouzité nahradé a je cenou za pouziti okrajo-
vych podminek tvorenych pouze jednou vrstvou ¢astic. S ohledem na oba srovnévaci
piipady se jevi nejlépe varianta mDBC. Bohuzel, ptiprava okrajovych podminek ve
formé mDBC, je pro obecné geometrie pomérné obtizna. Mimo vytvofeni vice vrs-
tev Castic (coz je spoletné s variantou DBC) je nutné pro kazdou z hrani¢nich ¢astic
urcit normalu k hranici a provést zrcadleni do oblasti s tekutinou, coz mize byt v
tzkych prostorech a na Clenitych oblastech problematické. Nejedné se vSak o mate-
maticky problém spojeny s konstrukci metody SPH, nybrz o algoritmiza¢ni problém
pri ptipravé ulohy.

Byt ze srovnani na hydrostatickém pfipadu vychazi nejhute varianta BT, ktera
navic vyzaduje pouziti mensiho ¢asového kroku, nelze vSak uvedené provedeni stén
zatracovat. V pripadech kde je pfitomna dynamika tekutiny, se jedna o spolehlivou
realizaci, navic vyrazné jednodussi k implementaci, nez jsou vicevrstva provedeni.
Poznamenejme, Ze pokryti hranice hrani¢nimi elementy (¢asticemi) muize byt jem-
néjsi, nez odpovida pocateéni vzdalenosti ¢astic tekutiny, ¢ehoz lze rovnéz vyuzit pti
praci s komplexni geometrii. Jako nejméné vhodna se jevi varianta DBC, pficemz
zjisténé problémy jako jsou mezery a poruchy v blizkosti stén koresponduji s pro-
blémy vzniklymi pii simulacich vytokovych objektt, pfi jejichz feSeni byla pouzita
pravé DBC formulace.

Verdiktem je, Ze pro praktické aplikace vzdéalené hydrostatickym piipadam (pro
problémy, kdy je rychlost tekutiny alespon o rad vyssi, nez parazitni rychlost céstic
uréend v kapitole 5), doporucujeme pouziti BT formulace, zatimco pro aplikace,
které tuto podminku nespliuji, pracovat s mDBC variantou.

Vyzdvihnéme dale feSeni ziskané pomoci R-ALE-SPH formulace. Odvozené sché-
ma dava velmi dobré vysledky, omezuje Sum v tlakovych polich a to v porovnéani
s dostupnymi fesi¢i a klasickou WCSPH a §-SPH formulaci velmi vyrazng. Cés-
tecné Lagrangeovsky castecné Eulerovsky popis pracujici se zobecnénou transportni
rychlosti ¢astic (ALE-SPH) navic skyté nes¢etné nové moznosti, ackoliv jsme se v
prezentované praci omezili pouze na Lagrangeovsky moéd ALE-SPH varianty. Autor
povazuje ALE-SPH realizaci za jeden z hlavnich vysledki prace a to i ve vztahu
k vlivu okrajovych podminek. Diky formulaci pracujici s feSenim Riemannovych
problémi mezi ¢asticemi (R-ALE-SPH) jsme se navic zbavili umélych difuznich a
vazkych ¢lent, nebot stabilizace je zajisténa umeélou vazkosti plynouci z pfiblizného
feSeni Riemannova problému. Na zékladé toho R-ALE-SPH variantu povaZujeme
pro problémy proudéni za preferovanou, s tim, ze klasické provedeni ma pro nas i
nadéle vyznam a to napiiklad budeme-li chtit zohlednit dalsi fyzikalni jevy - prestup
tepla, chemické reakce, ¢i jiné slozité multifyzikalni simulace.

Dale se vénujeme realizaci vstupnich a vystupnich okrajovych podminek pii
proudéni s volnou hladinou. Provedeni zaloZené na principu vstupnich a vystupnich
zom se ukazalo jako velmi efektivni a spolehlivé préavé pro proudéni v otevienych
prostorech. Nebylo vSak provéreno chovani vstupni okrajové podminku s ohledem
na vtok do oblasti s protitlakem, uzavienych systémi apod., coz predstavuje jeden
z hlavnich nedostatki, pricemz pravé uvedené piipady vtoku do zatopené oblasti
predstavuji jednu z hlavnich komplikaci pii realizaci vstupt.
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Vs&echny vypocty testovacich dloh byly provedeny pomoci vlastnoru¢né vytvo-
feného kodu, ktery byl sestaveny se zamérem snadného testovani novych formulaci
a prozkoumani aspekti plnohodnotné Siroce paralelizované implementace SPH me-
tody. Byt se, zvlasté ze soucasného thlu pohledu, po nabyti pokrocilych znalosti,
jevi vytvoreny kod pomérné nedokonale, poslouzil jak svému tucelu vypocetniho na-
stroje, tak tcelu eduka¢nimu. Pii jeho tvorbé byla zjisténa fada poznatkii spojenych
s vyuzitim vypoc¢tu na vice GPU a poznatki spojenych s implementaci SPH, které,
byt nejsou do soucasného koédu vtéleny, jsou stézejni pro tvorbu budouctho SPH
kodu.

V samotném zavéru velmi strucné zminujeme simulace proudéni ve vytokovych
objektech cerpacich a turbinovych stanic, které jsou ¢isté dilem autora a pii jejichz
realizaci vyvstala fada problémi spojenych s okrajovymi podminkami, jenz se staly
motivaci pro predkladanou praci a které je mozné nyni diky ziskanym poznatkim
spolehlivé Tesit. Pri feSeni problémi vtokovych objektu byla pouzita pro okrajové
podminky stény varianta DBC, pficemz pozorované problémy s poruchami a umeé-
lymi mezerami v blizkosti stény se podafilo pro variantu DBC reprodukovat na tloze
protrzeni prehrady. Pti pouziti ostatnich zkoumanych realizaci stén se uvedené pro-
blémy u testovaci tlohy nevyskytuji a zdaji se byt proto vhodnéjsim néstrojem
pro studované tlohy. Pripady zabyvajici se studiem vstupnich a vystupnich okrajo-
vych podminek pak poskytly dikladné znalosti o chovani vstupt a vystupi, které
umoznily identifikovat nékolik implementacnich chyb v programu DualSPHysics a
korektné nastavit vstupni okrajové podminky pro dosazeni zadaného prutoku.

Pfipomenme jesté, ze okrajové podminky jsou jednou z tzv. Grand Challanges
SPH metody, k jejimuz rozvoji by méla byt sméfovana snaha a pozornost badateli.
Prezentované zaveéry, zejména v oblasti vlivu okrajovych podminek na umély pohyb
¢astic, jsou proto hodnotné i v tomto kontextu. Ostatné, SPH metoda v poslednich
letech prokazuje, ze naSe oCekavani od bezsitovych ¢asticovych metod nejsou pie-
hnana a vskutku se jedn& o néstroj schopny fesit novou tiidu tloh, které pro nas
doposud nebyly pomoci konven¢nich metod uchopitelné.
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koeficient umélé viskozity, funkce limiteru
prostorovy index (prostorové souradnice indexujeme feckymi pismeny)
koeficient stavové rovnice slabéstlacitelné tekutiny
druhy koeficient umélé viskozity, funkce limiteru
materialové téleso

mnozina ¢astic hranice

rychlost zvuku

numericka rychlost zvuku

koeficient numerické rychlosti zvuku

difuzni koeficient

operator materidlové derivace

diferencialni operator

tenzor rychlosti deformace

difuzni ¢len

defini¢ni obor funkce f

Dirackova delta distribuce

Kroneckerovo delta

koeficient difuzniho c¢lenu

posun ¢astice vlivem PST algoritmu

casovy krok

prostorovy krok

objem Castice

vnitini energie

dostatecné mala kladna konstanta

chyba

Euklidovsky prostor

libovolna funkce (neni-li uvedeno jinak)

vektor objemovych sily

vektor toki

mnozina c¢astic tekutiny

gravitacni zrychleni

mnozina virtualnich ¢astic

Poissonova konstanta

zobrazeni pritazujici materidlové ¢astici polohu v prostoru
zobrazeni pritfazujici materialové ¢astici aktuédlni polohu v prostoru
Shepardiiv renormalizac¢ni faktor

¢asticova koncentrace
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vyhlazovaci délka (neni-li uvedeno jinak)
vyska vodniho sloupce
¢len umélého tepla

indexy jednotlivych ¢astic (¢astice indexujeme malymi pismeny latinky)

jednotkovy vektor

konstanta efektivni oblasti

kompenzacni faktor, Lagrangeova funkce
tlakovy ¢len

hmotnost

¢len umeélé viskozity

vektor normaly plochy

celkovy pocet castic

dynamicka viskozita

operéator nabla

oblast

hranice oblasti

tlak

referencni tlak

¢len viskozity, umélé viskozita, fyzikalni viskozita
vektor konzervativnich proménnych
potencialova funkce

testovaci funkce

funkce difuzniho ¢lenu

entropie

plocha, vektor zdroji

nosi¢ funkce f

cas

tenzor napéti

hustota

referen¢ni hustota

kinematicka viskozita

objem

vektor rychlosti, transportni rychlost ¢astice
vahova funkce metody SPH (neni-li uvedeno jinak)
proménna, polohovy vektor

zobrazeni polohy z referen¢niho do aktualniho popisu
materidlova castice

funkce limiteru

SPH aproximacni operéator

diskrétni SPH aproximacni operétor

stfedni hodnota veli¢iny A

feSeni Riemannova problému pro veli¢inu A
tenzorovy soucin
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ALE
ALE-SPH
BT

CPU
DBC
E-SPH
ELI-SPH

0-SPH
GC

GPU
ISPH
IWCSPH
mDBC
MAC
MKO

opP
R-SPH
RALE-SPH

SPH
SPHERIC
VOF
WCSPH

Seznam pouzitych zkratek

Aribitrary Lagrangian-Eulerian

Aribitrary Lagrangian-Eulerian Smoothed Particle Hydrodynamics
Boundary Terms Boundary conditions

Central processing unit (procesor)

Dynamic Boundary Conditions

Eulerian Smoothed Particle Hydrodynamics

Eulerian-Lagrangian Incompresible Smoothed Particle
Hydrodynamics

Delta Weakly Compressible Smoothed Particle Hydrodynamics
SPHERIC Grand Challanges

Graphics Processing unit (graficka karta)

Incompressible Smoothed Particle Hydrodynamics

Implicit Weakly Compressible Smoothed Particle Hydrodynamics
modified Dynamic Boundary Conditions

Mark and cell

Metoda Kone¢nych Objemi

okrajové podminky

Riemann-based Smoothed particle Hydrodynamics
Riemann-based Aribitrary Lagrangian-Eulerian Smoothed Particle
Hydrodynamics

(varianta s pouzitim difuznich ¢leni v rovnici kontinuity)
Smoothed Particle Hydrodynamics

SPH rEaserch and engineeRing International Community
Volume of fluid

Weakly Compressible Smoothed Particle Hydrodynamics
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