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Uvod

V dnesnej dobe sa pre simuléciu konkrétnych fyzikalnych problémov pouziva matematické
modelovanie. Pomocou matematického modelovania mézeme simulovat’ napr. aerodynamiku
vozidiel, pradenie Kkrvi vTudskom tele alebo pradenie vzduchu v zemskej atmosfére.

Matematické modelovanie sa stava stale populdrnejs$im, aj vd’aka rozvoju vypoctovej techniky,

ktora je jej neoddelitelnou sucastou.

V bakalarskej praci sa venujeme matematickému modelovaniu znecistenia v medznej
vrstve atmosféry (MVA). Jedna sa o vel'mi zloZity problém, a preto sa Vv tejto praci zaoberame

len modelovanim znec€istenia pri ustalenom laminarnom pradeni tekutiny.

V prvej kapitole popiseme medznu vrstvu atmosféry Zeme a vplyv znecistenia ovzdusia
na Cloveka ajeho Cinnosti. Pre matematicky popis pohybu znecistenia v MVA pouzijeme
rovnice zakonov zachovania. V praci sa budeme venovat’ 2D laminarnemu pradeniu tekutiny
nad plochym terénom s jednoduchou medznou vrstvou. Pre toto prudenie si odvodime
Blasiusovo riesenie. Numerické vypocty budeme realizovat’ pomocou open source programu
OpenFOAM. Budeme skiimat’ nezédvislost’ vypoctu na volbe sieti, vypoctovy Cas v zavislosti
na velkosti relaxacného faktora a zistime hodnotu koeficienta odporu trenia medzi doskou
a tekutinou. Pre validaciu numerickych vysledkov vyuZzijeme Blasiusov problém. Dalej sa
budeme zaoberat’ transportom a disperziou znecistenia. Pre modelovanie zneéistenia pouzijeme
nami uvazovany 2D pripad laminarneho pradenia, do ktorého vlozime bodovy zdroj, a budeme

pozorovat’ chovanie pasivnej primesi a rozptyl jej koncentracie.



1 Medzna vrstva atmosféry

1.1 Popis atmosféry

V tejto kapitole si zadefinujeme niektoré zakladné pojmy dolezité pre nasu pracu. Ako
prvé si musime zaviest’ pojem atmosféra. Pod pojmom zemské atmosféra budeme chépat’
vrstvu plynnej zmesi obklopujicu zemsky povrch, ktora je k Zemi prit'ahovana tiazovou
silou. Atmosféra oddel'uje zemsky povrch od medziplanetarneho priestoru, takisto ho chrani
pred kozmickym Ziarenim, nebezpe¢nym vplyvom ultrafialového Ziarenia a silnymi zmenami
teploty. Atmosféru na zaklade fyzikalnych vlastnosti mézeme rozdelit’ do nasledujtcich

vrstiev.

Najspodnejsia vrstva, ktora interaguje s povrchom Zeme, je troposféra siahajica do
vysky v priemere okolo 11 km. Pre tato vrstvu je charakteristickou vlastnost'ou ubytok teploty
v zavislosti na vyske. Dalej nasleduje stratosféra, v ktorej sa vd’aka ozénu pohlcuje
ultrafialové Ziarenie, ktoré silno ohrieva vrstvu. Vo vyske od 50 km do 80 km sa nachadza
mezosféra. Vo vrchnych severnych Castiach mezosféry pocas leta je mozné pozorovat’ vyskyt
striebristych oblakov s vel'mi jemnou $trukttrou, ktoré sa pohybuju rychlostou 40 az
50 km/h. Termosféra, vyznacujica sa vel'kou elektrickou vodivost'ou vd’aka obsahu velkého
mnozstva elektricky nabitych Castic, a exosféra zaplinujica zbytok atmosférického obalu

tvoria najvyssie vrstvy atmosféry.

Vsetky meteorologické javy sa odohravaji v spodnych vrstvach a ked’ze vo vyske 100
km je hustota vzduchu rovna jednej miliontine hustoty na povrchu, budeme uvazovat’ pre
ucely klasickej fyziky, Ze hrubka sa rovna spominanym 100 km. Pohyb vzduchu vo volnej
atmosfére v horizontalnej rovine je uréeny tlakovymi silami a silami Coriolisovymi, ktoré st
vysledkom rotacie Zeme okolo vlastnej osi, tiazovou silou, vertikalnym tlakovym gradientom

a vztlakovymi silami, ktoré stvisia s teplotnym zvrstvenim atmosféry vo vertikalnom smere

[5].
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Obrazok 1.1 Vrstvy atmosféry [8]

1.2 Medzna vrstva atmosféry

Najniz$iu Cast’ troposféry nazyvame medzna vrstva atmosféry. Tato vrstva je priamo
ovplyvnena vlastnostami povrchu, akymi st napr. jeho Struktara, zmena teploty meniaca sa
v ¢ase kratsom nez dizka diia. V tejto vrstve je pohyb uréeny $mykovym napéitim, tlakovou
a Coriolisovou silou v horizontalnej rovine, tiazovou a vztlakovou silou v smere vertikalnom.
Dolezitou vlastnostou MVA je, Ze prudenie V nej je prevazne turbulentné, a preto tam
dochadza k vyraznému prenosu hybnosti, tepla, vlhkosti. Oblast MV A je vel'mi ovplyvnena
T'udskou ¢innost'ou a interakciou so zemskym povrchom, ¢o ma za nasledok Sirenie
znecistujucich Castic. Znecistené ovzdusie je problém, ktory negativne ovplyviiuje Zivot
a zdravie ¢loveka ako takého. S rastom populacie je spojeny rast industrializacie, ¢o vedie k

zvacSeniu mnozstva Skodlivych latok v ovzdusi.

V dnesnej dobe je nutné sa tymto problémom zaoberat’, aby sme lepsie predpovedali
chovanie takéhoto znecistenia. Modelovanie zne€istenia pomocou fyzikalneho modelu je
¢asovo a finan¢ne nevyhodné, taktiez je zlozité napodobnit’ parametre prudenia v zmensenej
mierke. Preto pre prognézu vyskytu zne€istujucich Castic vyuzivame matematické
modelovanie. Matematickym modelovanim rozumieme metody zaloZené na rieSeni

zakladnych rovnic popisujucich prudenie, disperziu a transport primesi. Tieto rovnice riesime

11



na zaklade vel’kého mnozstva numerickych metdd, a taktiez za pomoci vypoctovej techniky,
pretoze analytické rieSenie je mozné len pri vel'mi zjednodusenych limitnych pripadoch, ktoré

nam davaju len hruby odhad hl'adaného riesenia.

Pre simulovanie turbulentného pridenia mézeme vyuzivat mnozstvo vypoctovych
systémov ako su OpenFOAM, Ansys, Simcenter, Altair, atd. Medzi zname numerické
modely pre simulovanie ovzdusia patri model ALADIN, WRF, ICON. Model ALADIN, ktory
pouziva CHMU, je uréeny pre kratkodobt predpoved atmosférickych procesov v mezo-beta
mierke (radovo s rozmermi siete 10 km). Vyuziva systém rovnic zachovania, ktoré riesi
spektralnou metdédou a sem-implicitnou semi-lagrangeovou schémou. Pokrocilym
a modernym systémom pre meteorologické modelovanie prudenia v atmosfére nad mestskou
zastavbou je model PALM. Je zaloZeny na rieSeni Navier-Stokesovych rovnic pomocou LES
alebo RANS modelov.

1.3 Zakladné rovnice prudenia

Pradenie v MVA uvazujeme ako pohyb viskdznej tekutiny, ktorou mozeme popisat’
zakonmi mechaniky a termodynamiky. Tieto zakony su vyjadrené parcialnymi
diferencialnymi a algebrickymi rovnicami, ktoré vyjadruju zakony zachovania fyzikalnych
veli¢in vzt'ahovanych k ur¢itému objemu. Veliiny obsiahnuté v tychto rovniciach st
hmotnost’, rychlost’ pradenia, energia, tlak a teplota. Tieto fyzikalne veli¢iny st zavislé na

Case a polohe. Medzi rovnice popisujtce pradenie tekutiny v MV A patri [3]:

e Rovnica kontinuity — zakon zachovania hmoty
e Navier-Stokesove rovnice — zakon zachovania hybnosti
e Rovnica energie — zakon zachovania energie

e Stavova rovnica plynov

Podrobné odvodenie stavovej rovnice plynov, rovnice energie a entalpie,

Navier-Stokesovych rovnic a rovnice kontinuity je mozno najst’ napr. v [2] alebo [4].
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1.3.1 Rovnica kontinuity
Rovnica kontinuity je matematickym vyjadrenim zakona zachovania hmoty v danom

objeme. Obecnt rovnicu kontinuity pre pradenie tekutiny je mozné v diferencidlnom tvare
vyjadrit’ nasledovne:

dp 0pv; 1.1
=+ aLx]] =0 -1
kde p je hustota tekutiny a v; predstavuje zlozky vektora rychlosti pradenia. V tejto rovnici

a d’alSom texte budeme pouzivat’ Einsteinove sumacné pravidlo. Ak uvazujeme prudenie
nestlacitel'nej tekutiny, tak mézeme hustotu tekutiny povazovat’ za konstantnt a rovnicu (1.1)

prepisat’ na tvar [10]

017]- 5
ox, = (1.2)
1.3.2 Navier-Stokesove rovnice
Pohybové rovnice matematicky popisujice zakon zachovania hybnosti nazyvame
Navier-Stokesove rovnice. V diferencialnom tvare je ich mozno zapisat’ ako
dpv; dpv;  0t;;
pPU; pvi U+,DGi (1.3)

ot  Jox; | ox

kde 7;; je tenzor napiti sposobenymi vniitornymi silami medzi molekulami visk6znej tekutiny
a G; je zlozka vektoru objemovych sil v kontrolnom objeme vztiahnuta na jednotku
hmotnosti. Ak budeme predpokladat’, Zze hustota tekutiny je v zavislosti na ¢ase konStantna,
rovnicu (1.3) upravime na tvar

avi avi 1 aTl'j
at  Tox;  pox;

+ G; (1.4)

Vzduch ako zmes plynov vypliujucich MVA budeme povazovat’ za Newtonsku tekutinu,

preto pre zlozky tenzoru napétia bude platit’

Ty = =0 | D 3“ax,- 7 ox, o, (1.5)

kde &;; predstavuje Kroneckerov symbol (6;; = 1 aki = jad;; = 0 pre i # j), u oznacuje
dynamicku viskozitu tekutiny a p je tlak. Dalej pri dosadeni rovnic (1.2) a (1.5) do rovnice

(1.4) ziskame po uprave derivacii tvar Navier-Stokesovych rovnic pre nestlacitel'nu tekutinu:

13



avi+ dv; 16p+u 0%v; e .
at Y dx;  pox; p\ox? ! (16)
V nasej praci zanedbame vplyv zloziek objemovych sil v kontrolnom objeme, a preto
vysledny tvar rovnice bude
ov; N dv,  10p N 0%, L7
P ox;  pox v 0x? (L.7)

kde pre kineticki viskozitu tekutiny plati vztah v = %

1.3.3 Rovnica pre transport pasivnej primesi

V uz$om slova zmysle znecistenim atmosféry rozumieme primesi, ktoré sa do zemske;j
atmosféry dostali ako priamy alebo nepriamy produkt 'udskej c¢innosti ¢loveka. Tieto
znec€istujuce Castice VO vzduchu sa vacsinou rozplynd, a tym sa stavaju sucast'ou
atmosférického aeros6lu. Medzi najvacsich tvorcov znecistujlicich primesi patri
pol'nohospodarsky a automobilovy priemysel. Avsak ako zdroj znecistenia si mdzeme
predstavit’ aj napr. vrchol komina, ropnt rafinériu, sopku chrliacu sope¢ny prach. V tejto praci
za pasivnu primes (znecistujucu primes) budeme povazovat’ nehygroskopicky aerosol, tato
latka nebude chemicky reagovat’ s atmosférou. Transportnu rovnicu pre pasivnu primes si

vyjadrime ako [2]:

or U Tox Tax\" ox (18)

a(p,C a(p,C 0 a(p,C
(ppC)  9pC) :_<D (P )>+ppfc
kde p,, je hustota primesi, D je molekuldrna difuizia, f; je zdrojova funkcia a koncentréaciu
primesi mozno vyjadrit’ ako
Pptp
Odvodenie rovnice (1.8) sme prevzali zo zdroja [2].

(1.9)
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1.3.4 Podobnostné ¢isla vyuZivané v praci

Reynoldsovo ¢islo

Charakterizuje pomer medzi zotrvaénymi a trecimi silami. Definujem ho vztahom

LoU,
Re = Ov 0 (1.10)

kde L, vyjadruje charakteristicky rozmer, U, je charakteristicka rychlost’ a v oznacuje kinematicka

viskozita.
Schmidtovo ¢islo

Schmidtovo ¢islo je bezrozmerné ¢islo, ktoré charakterizuje pomer prenosu hybnosti kontaminantu

a jej diftzie v tekutine.

(1.11)

i I
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2 Blasiusov problém

2.1 Prandtlova medzna vrstva

Aj ked’, ako je uvedené v kapitole 1.2, pradenie v MVA je prevazne turbulentné, my
budeme v tejto praci skamat’ jednoduché laminarne prudenie tekutiny s malou viskozitou.
Laminarnym obtekanim telies, vplyvom zavislosti priidenia na viskozite tekutiny a spésobom
ako mozno zjednodusit’ Navier-Stokesove diferencidlne rovnice pre ziskanie priblizného
rieSenia limitnych pripadov pradenia, sa zaoberal na zaciatku 20. storo¢ia Ludwig Prandtl.
Uvazujme laminarne obtekané teleso tekutinou s charakteristickou rychlost'ou U,,. Pri
obtekani telesa vznika v jeho bezprostrednej blizkosti tenkd medzna vrstva, ktoru nazyvame aj
ako Prandtlova medzna vrstva. Tato vrstva je vel'mi tenka oblast’ v blizosti telesa, ktora je
ovplyvnena trenim medzi povrchom a tekutinou. V tejto vrstve ma na rychlost’ prudenia
velky vplyv viskozita tekutiny. Na zaklade experimentov budeme predpokladat’, Ze v mieste
kontaktu telesa s tekutinou je rychlost’ nulova. Medzna vrstva ma vplyv na vysledny
rychlostny profil pradenia tekutiny, ktory sa meni z nulovej hodnoty na hodnotu rychlosti
vol'ného pradu [11].

Rychlostny profil pradenia nad povrchom mozeme rozdelit’ do dvoch oblasti. Ako
prva je vrstva blizko telesa, kde normalovy gradient rychlosti k ploche je zna¢ny, a kde aj
mald viskozita ma dolezity vyznam, ako je vysSSie zmienené. Trecie Smykové napétie

ou
= Hg (2.1)

moze dosahovat’ pomerne vyznamné hodnoty. V druhej oblasti sa vyskytuje uz zanedbatel'ny
normalovy gradient rychlosti, a takisto vplyv viskozity je vel'mi maly. Hribka medznej vrstvy
je umerna Reynoldsovému ¢islu. Pre zjednodusenie sa v tejto praci budeme zaoberat’ 2D
pripadom prudenia, kde v horizontalnom smere bude lezat’ X-ova os a z-ova bude vo
vertikdlnom smere na fiu kolmd. V nasledujucich rovniciach pouzijeme pre oznacenie zloziek
vektora rychlosti v symboly u, v, kde u je rychlost’ v smere x-ovej 0si a v je rychlost’ v smere
osi z. Dalej si rozpiseme rovnice (1.2) a (1.7) len do zloziek v smere osi x, ked'ze

predpokladame dominantné prudenie v tomto smere a ziskame [11]:
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6u+ 6u+ ou 1dp+ 82u+82u 22)
ot "Yox T Vez " pdx V\oxz T 922 '
AL (23)
ox 0z '
Dalej budeme predpokladat’, ze
0*u  d%u
— Ny 2.4
922~ ax? 24

a preto rovnice, ktorymi L.Prandtl popisal laminarne prudenie v medznej vrstve vyjadrime

Vv tvare:

§+u$+v5=_ﬁﬁ+va7 (2.5)
Ju OJv
% + 37 0 (2.6)
s okrajovymi podmienkami
u(x,0,t); v(x,0,t) =0 (2.7)
u(x,o,t) = U(x,t) (2.8)

kde p je hustota tekutiny. Odvodenie rovnic (2.5) a (2.6) z Navier-Stokesovych rovnic

a rovnice kontinuity vid’ [11].

2.2 Blasiusovo rieSenie

Najjednoduchsim prikladom Prandtlovej medznej vrstvy je Blasiusov problém. Ako uz
vyplyva z ndzvu, tymto pripadom sa prvykrat zaoberal H. Blasius (1908) vo svojej dizertacne;j
praci. V tomto priklade budeme predpokladat’ ustalené pridenie nestlacitel'nej tekutiny nad
polo-nekone¢nou tenkou plochou doskou. Pre lepsie analytické odvodenie Blasiusovho
problému si zavedieme Karteziansky suradnicovy systém X ; z, ktorého pociatok polozime na
zaciatok polo-nekonecnej dosky, x-ova os bude rovnobezna s doskou a z-ova os bude kolma
na dosku. Na vstupe budeme uvazovat’ ustalené pradenie rovnobezné S 0S0U X so stalym
vol'nym pradom U,,, vid’ Obr. 2.1 [11].

17



Obrazok 2.1 Medznda vrstva nad plochou doskou [11]
Tlak v rieSenej oblasti budeme povazovat’ za konStanty preto
dp
dx
Z rovnic medznej vrstvy (2.5) a (2.6) potom pre ustalené pradenie tekutiny plyna rovnice:

0 (2.9)

ou ov 0%u

— = y— (2.10)
Wox T oz " 9z2
L (2.11)
ox 0z '
s okrajovymi podmienkami
z=0=> u=0 Av=0;, z >0 = u="U, (2.12)

Rychlostny profil u sa bude vyvijat’ vzhl'adom na polohu, v ktorej sa bude nachadzat’.
V kazdom bode X sa zmeni v dosledku trenia medzi doskou a pradom tekutiny. Podobnost’
ziskanych profilov rychlosti pridenia méZeme navzajom porovnavat’ pouzitim vhodného
charakteristického rozmeru. Vhodnym charakteristickym rozmerom pre rychlost’ U mézeme
povazovat rychlost’ Uy, zatial’ ¢o pre stradnicu z ,,hrabku medznej vrstvy“ §(x), ktora si
odvodime neskdr. Podobnost’ rychlostného profilu mézeme teda zapisat’ pomocou
bezrozmernej rychlosti:
u
U. =) (2.13)

kde funkcia ¢ (1) je nezavisla na stiradnici X a nezavisla premenna
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. Z
=500

(2.14)

Velkost’ §(x) je ovplyvnena trenim, tzn. visk6znymi t¢inkami. Viskozita sposobuje
prenos hybnosti smerom od steny. Hodnota hrubky medznej vrstvy zalezi na prenose hybnosti
v smere od steny. Cas potrebny pre &asticu s rychlostou U, prekonat’ vzdialenost’ X vyjadrime

vzt'ahom:

t=-—— (2.15)

Na druhej strane ¢as, za ktory sa musi uskuto¢nit’ prenos hybnosti cez hrabku vrstvy,

zapiSeme ako [11]

2
) (2.16)
v
Zrovnanim a upravou rovnic (2.15) a (2.16) ziskame vzt'ah pre hribku medznej vrstvy
Vv zavislosti na ose X v tvare
5(x) = 2xv (2.17)
xX) = U .
Dalej dosadenim rovnice (2.17) do (2.14) ziskame rovnicu pre
U,
= —_ (2.18)
n=2 2xv
Pole rychlosti prudenia je mozné popisat’ pomocou pradovej funkcie 1, pomocou
ktoerj st zlozky rychlosti pridenia definované nasledovne:
0y
=— 2.19
u=— (2.19)
v = _ov (2.20)
d0x

Takto zavedené zlozky automaticky spliiuju rovnicu kontinuity. Na zéklade odvodenia
pradovej funkcie z rovnice (2.19) si zavedieme bezrozmernu prudovu funkciu f(n) zavisla

len na premennej n. Odvodenie je zrejmé z nasledujucej rovnice:
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n

b= [wdz= [ Vabom an = U5 ) = 23T f ) 2.21)

0

kde &8, = §(x) je hriibka medznej vrstvy v konkrétnom bode x. Vysledné rychlostné profily pre

zlozky rychlosti pradenia odvodime z predchadzajucich rovnic ako

_W_%pon_ .,

U9 “amar - Vel () 222
__ B _ (% 0¥Om _ /% ' 223
V= ox <6x+6776x>_ 2x @f" =) 223

Dosadenim rovnic (2.19) a (2.20) do rovnice (2.10) ziskame

oY 0%y Yoy 03y
e s i, <l (2.24)
0z 0x0z Ox 0z2 0z3

Po dosadeni rovnice (2.21) do rovnice (2.24) a uprave, dostavame nelinearnu diferencialnu

rovnicu 3. radu

f"+ff"=0 (2.25)

Spolu s okrajovymi podmienkami
n=0 f=0/f=0 (2.26)
n-oo: f'=1 (2.27)

sa tato rovnica nazyva Blasiusov problém.

2.3 Numerickeé riesenie Blasiusovho problému

Blasiusov problém sme popisali nelinearnou diferencialnou rovnicou 3. radu , ktora
spolu s okrajovymi podmienkami (2.26) a (2.27) predstavuje okrajova tlohu pre oby¢ajnu
diferencialnu rovnicu. Riesenie okrajovych tloh pre diferencialne rovnice je mozné ziskat’
pomocou roznych numerickych metdd, ako su napriklad diferencné metddy, metody

Galerkinovho typu atd’. Pre nas pripad sme vyuzili metodu strel’by.

2.3.1 Metoda strel’by

RieSenie okrajovej ulohy za pomoci metddy strelby spociva v tom, Ze rieSenie
okrajovej tlohy prevedieme na rieSenie pociatocnej tlohy. Ako prvé si nelinedrnu obycajnt

diferencialnu rovnicu 3. radu zapiSeme v tvare
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f"=qWf.f.f") pre ne(0;»), (2.28)

pre ktort aby bola splnena podmienka existencie a jednoznacnosti rieSenia musi platit, ze

Z—j{; ;—;}, ; a(;q,, st spojité na oblasti C € R*, ¢o pre nas pripad plati. Dalej funkciu q vyjadrime
ako:
q (7]' f, f’, f”) = _ff” (2.29)
spolu s okrajovymi podmienkami
f(0) =0 (2.30)
f'(0) =0 (2.31)
Jim f0) =1 (2.32)
Pri rieSeni tejto okrajovej ilohy budeme povazovat’, Ze okrajova podmienka (2.32) bude
splnena v kone¢nom bode B, ktory je vV dostato¢nej vzdialenosti. To znamena, Ze okrajova
podmienku (2.32) nahradime okrajovou podmienkou
f'(B) =1 (2.33)
Dalej Blasiusov problém si prevedieme na ststavu nelinearnych rovnic 1. radu
F'=G@»F) (2.34)
f
F=|f' (2.35)
fll
fl
c=| " (2.36)
_ffll

kde okrajové podmienky (2.30),(2.31) a (2.33) nahradime pociatocnymi

0
F(0) = <0) (2.37)
S

Nasou ulohou je najst’ tak hodnotu ¢ , aby rieSenie pociato¢nej tlohy bolo zaroven rieSenim
okrajovej ulohy. To znamena, ze budeme hl'adat’ hodnotu &, tak aby riesenie pociato¢ne;j
ulohy splnilo okrajova podmienku (2.33). Hodnotu funkcie F (B, ) ziskame pomocou

numerickej metody RK4 a hodnotu & pomocou metddy seénic [7].
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2.3.2 Metoda secnic

Metoda secnic sa vyuziva pri rieSeni nelinedrnych rovnic. Metoda se¢nic spociva
V tom, Ze najskor si zvolime dve hodnoty &, a &; a nasledne najdeme pre tieto body funkcéné
hodnoty F(B,&,) a F(B, &;). Cez body F(B, ¢,) a F(B, &;) vedieme se¢nicu. Priesecnik takto
ziskanej se¢nice S 0S0U X si ozna¢ime &, a jeho funkéna hodnotu F(B, &,). Dalsiu hodnotu
vypocitame pomocou &;,¢,,F(B,&;) a F(B,§,). Tento postup budeme opakovat’ dovtedy, az
rozdiel hodnoét &,_; — &, nebude mensi ako zvolena presnost’ vypoctu. V nasom pripade
priesecnik je bod se¢nice s priamkou rovnobeznou S 0S0U X a prechadzajucou bodom
F(B, &) = 1. Algoritmus budem opakovat’ az pokial’ nebude splnena okrajova podmienka
(2.33) s dostato¢nou presnost'ou. Hodnoty F (B, ,,) napocitame metddou Runge-Kutta a nova

hodnotu &,,,, hl'adame na zéklade vzt'ahu [9]

F(B,¢n)
F(B,&n) — F(B,$n-1)

$ne1 =& — (&n — &n-1) (2.38)

2.3.3 Runge-Kuttova metéda
Metody Runge-Kutta st jednokrokové metody pre numerické rieSenie Cauchyovej

ulohy. V naSom pripade rieSime danu tlohu Standartnou metodou RK4 [4] v tvare:

F'=G",F) (2.39)
h

Frin =Ftg (ky + 2k, + 2ks + k) (2.40)
ki =G ) (2.41)

h h
k, = G(ny +§:Fn +k1§) (2.42)

h h
ky=G(Mn + h F, + k3h) (2.44)

2.4 Odvodenie sucinitel’a odporu trenia
Na zéklade vypocitanych profilov pradenia sme schopny dopocitat’ sucinitel’ odporu

trenia plochej dosky. Ako prvé si zadefinujme vzt'ah pre odpor plochej dosky, ktort

jednostranne obteka tekutina, ako [11]
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l
FD =b f To(x) dx (245)
0

kde b je sirka dosky, [ je dizka dosky a $mykové napitie

U
— ’_°° z 2.46

Dosadenim rovnice (2.46) do rovnice (2.45) ziskame vzt'ah

ou
To=H5,

l
UOO 17 d 17
Fy = ul., /Z—V £(0) f T; = bU.f"(0) 20U (2.47)
0

kde o je hustota tekutiny. Z rovnice (2.47) vyplyva ze odpor dosky je umerny s U, 2 a1z,
Suvisi to s faktom, ze zadné Casti dosky prispievaju k celkovému odporu relativne mensou

mierou ako na jej zaciatku. Pre bezrozmerny sucinitel’ odporu plati

Fp bU,f"(0)/2uollU, f"(0)v8 1,328
CD = = — =~
1eULPbl 2oUnlbl Ul VR (2.48)

Pre nami uvazovany pripad musi byt Reynoldsovo &islo Re < 106 [11].
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3 Numerické rieSenie pomocou vypoctového

programu OpenFOAM

3.1 Program OpenFOAM

OpenFOAM je programovy open source balik, produkovany a spravovany
spolo¢nostou OpenCFD Limited pod licenciou GNU (General Public Licence). VyuZiva sa na
numerické vypocty prudenia stlaciteI'nych a nestladiteI'nych tekutin, taktiez zabezpecuje pre-
processing a post-processing. V tejto kapitole si popiSeme ako prebicha riesenie
diferencialnych rovnic, pre ktoré program OpenFOAM vyuZiva numericki metodu

kone¢nych objemov (MKO), a takisto si predstavime numerickit metodu SIMPLE [12].

3.2 Metoda kone¢nych objemov

Je to metoda, na zaklade ktorej prevadzame parcialne diferencialne rovnice na sustavu
algebrickych rovnic. Zakladny princip metddy konecnych objemov spociva v rozdeleni celej
pocitanej oblasti na kone¢ny pocet malych kontrolnych objemov (KO), pre ktoré pouzijeme
integralny tvar rovnic zdkonov zachovania, Vv ktorych aproximujeme vhodnym spdsobom
jednotlivé ¢leny. Oblast’ je rozdelena na kone¢ny pocet kontrolnych objemov pomocou siete,
ktora definuje hranice kontrolnych objemov. Popis nami pouZzivanej siete je mozné najst’

v kapitole 3.3.1. Metodu kone¢nych objemov spolu so schémou typu cell centre vyuzivame
pre diskretizaciu v priestore. Vsetky nezname ukladame do t'aziska bunky, kde su vyjadrené

ako stredné hodnoty veli¢in v danom kontrolnom objeme V; ;:

4 1 hd
By(t) = W] v(x,z,t) dV (3.1)
Iy

V metdde koneénych objemov vychadzame z rovnic zachovania (1.2) a (1.7), ktoré

zintegrujeme cez kontrolny objem V
61]]-
f —2Ldv =0 (3.2)
Vlj

: 6x]
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A

v.
[P oa=tf Zaef Phy

a pomocou Gaussovej vety prevedleme na tvar

av

0 1
—j vidV+f vjvide=——f p dS; +vf —dS (3.5)
at Vi,j av p

kde 0V je hranica kontrolného objemu a

as; = n-ds (3.6)

kde 71 je normalovy vektor na stenu kontrolného objemu a S je plocha kontrolného objemu.

Ked’ze tok vektorového pol’a cez celu plochu bunky sa rovna stctu hodnoét tokov cez

jednotlivé steny bunky zapiSeme rovnice (3.4) a (3.5) nasledovne

ZLVJ ds; =0 (3.7)
af vldV+z.fv]vldS —Z——fpdS +Z f 6 (3.8)

kde S, je plocha steny. Aby sme mohli dané plosné integraly vypocitat, museli by sme
poznat’ priebeh funkcii na celej hranici kontrolného objemu, preto plosné integraly

aproximujeme obdiZnikovou metdédou. Pre veli¢inu ¢ bude mat’ tvar

¢ dS; = xSk (3.9)

Sk
kde ¢,, je hodnota funkcie veli¢iny ¢ v taZisku plochy Sj. Aproximécia obdiZnikovym

pravidlom spociva vtom, ze hodnotu plosného integralu nahradime siaé¢inom hodnoty funkcie
Vv bode, ktory sa nachadza v strede steny, a vel'’kost'ou plochy steny kontrolného objemu.
Hodnotu veli¢iny ¢, na stene S, vid’ Obr. 3.1, ziskame interpolaciou zo susednych

kontrolnych objemov [4].
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3.3 Realizacia MKO v OpenFOAM-e

3.3.1 Siet

Zakladom numerického riesenia metodou kone¢nych objemov je popisat’ oblast’
vhodnym typom siete. Na generovanie siete v OpenFOAM-e sme pouzili implementovanti
funkciu blockMesh. Pouzili sme karteziansku ortogonalnu siet, ktora je zobrazena na

Obr 3.1. Definicia symbolov uvedenych na Obr. 3.1 je nasledovna:

e hodnoty ¢lenov rovnic (3.7) a (3.8), vztiahnutych do t'aziska bunky, oznacujeme
bk, bp

e interpolovanu hodnotu na stene bunky ¢,

e suradnice bodov ako x, xp

e vektor spajajuci stredy dvoch susednych kontrolnych objemov znacime d PK>

e normalovy vektor na plochu steny ako 7,

e velkost plochy steny ako Sy

e indexy K, k nahradime indexom danej steny (e — east, s — south,

w — west, n — north)

Ax

&
L

Obrazok 3.1 Kartezianska 2D siet
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3.3.2 Interpolacia hodnot
Interpoléacia hodnoét sluzi k ziskaniu hodnoty na stene KO prostrednictvom hodnét

v susednych kontrolnych objemoch. Typ interpola¢nej schémy v OpenFOAM-e nastavujeme
v interpolationSchemes. V nasej praci pouzivame linearnu interpolaciu (central differencing

scheme — CDS) alebo interpolaciu upwind (upwind differencing scheme — UDS).

Lineérna interpolacia je druhého radu presnosti. V. OpenFOAMe sa oznacuje pod

nazvom linear. Linearnu interpolaciu vyjadrime vzt'ahom

¢e = Aequ + (1 - Ae)d)P (3.10)
kde koeficient
_ xe - xP
Ae = X% (3.11)

linterpolaciou prostrednictvom schémy upwind aproximujeme hodnotu ¢, Vv strede
steny hodnotou v proti pradovom smere. Toto schéma je prvého radu presnosti
a v OpenFOAMe vyuzivame pre neho syntax upwind. Ked’Ze interpolacia prostrednictvom
UDS zalezi na smere prudenia, ¢, nadobuda hodnoty:

¢Pak1_7>e'ﬁe>0

5 3.12
¢pgakv, n, <0 (3.12)

b = |

3.3.3 Diskretizacia konvektivnych ¢lenov
Pri diskretizacii konvektivnych ¢lenov pouzivame Gaussovu vetu a hodnoty ziskame

interpola¢nou schémou upwind. Nastavenie diskretizacie prebieha v divSchemes.

Matematicky popiSeme diskretizaciu konvektivneho ¢lenu nasledovne:

ZL vjvi dS] =~ ZUj'k vilk dSJ|k (313)
k k k

3.3.4 Diskretizacia difiznych ¢lenov
Taktiez difazne ¢leny diskretizujeme pomocou Gaussove vety. Pri tejto diskretizacii je

nutné aproximovat’ aj normalovy gradient. Pre nastavenie diskretizacie difaznych ¢lenov
vyuzivam v programe OpenFOAM laplacianSchemes a snGradSchemes. Diskretizacia ma

tvar
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z f av; dS avi
Sk ~ LY ox

Tk

-dS;| (3.14)

kde gradient funkcie ¢ na stene S aproximujeme centralnou diferenciou v tvare

¢p — Pk

|de|

grad(¢) = (3.15)

3.4 SIMPLE algoritmus

V nasej praci uvazujeme ustalené prudenie tekutiny, ktoré sa v zavislosti na ¢ase
nemeni, pre ktoré vyuzivame riesenie metdédu SIMPLE. Nazov SIMPLE je skratka pre Semi-
Implicit method for Pressure-Linked Equations. Tento algoritmus je vhodny ak rieSime
stacionarny problém. lde o0 iterativny postup typu predictor — corrector, kde sa najskor najde
rieSenie rovnice hybnosti (predictor), ktoré vsak nespliuje rovnicu kontinuity. Toto rieSenie sa
nasledne opravi, tak aby splitovalo aj rovnicu kontinuity, tento postup sa iterativne opakuje.
Zlozky rychlosti ziskame integraciou momentovej rovnice a korekciu tlaku napoc¢itame

z Laplaceovej rovnice, vid’ [4]. Samotny algoritmus pozostava z nasledujucich krokov:

1. Zacéneme s vypoétom rychlostného pol'a a tlakovej korekcie v novom ¢ase t,, 44
S pouzitim rieSenia ¥I* a p".

2. Nové zlozky rychlosti 7™ ziskame integraciou rovnice momentovej rovnice .

3. Zostavime a vyriesime rovnicu pre tlakova korekciu p’.

4. Vykoname korekciu rychlosti a tlaku, aby sme ziskali rychlostné pole v7", ktoré
bude spinat’ rovnicu kontinuity, a nového tlaku p™

5. Vratime sa do kroku 2 a opakujeme algoritmus pokial’ korekcie nebudu
zanedbatelné.

6. Prejdeme do d’alsieho ¢asového kroku [4].

Numericka integracia rovnic je v programe OpenFOAM realizovana prostrednictvom

implicitnej metody BDF2 (Backward Differentiation Formula with second order accurate).

3.4.1 Relaxa¢né faktory

Relaxaéné faktory vyuZzivame V pri vypocte korekeii tlaku a rychlosti. PouZivame ich
na zlepSenie stability vypoctu, najmai pri rieSeni problémov v ustdlenom stave. Relaxacia

funguje tak, Ze obmedzuje velkost’ premennej, ktord sa meni z jedne;j iteracie na druhd.
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Relaxaéné faktory nadobudaju hodnoty @ € (0,1). Rovnice pre vypocet novej hodnoty

zapiSeme v tvare

m+1

P = P 4 g (BT — ) (3.17)

Optimélna vol'ba hodnoty relaxacného faktora je taka, ktora je dostatocne mala na

zabezpecenie stabilného vypoctu, ale dostatocne velka na to, aby vypocet bol €o najrychle;jsi.

3.5 RieSenie linearnych rovnic

Pre vypocet linearnych rovnic vzniknutych pri rieSeni momentovej rovnice implicitnou
schéemou Vv programe OpenFOAM pouzivame solver GAMG (Geometric-algebraic multi-grid
solvers). GAMG pracuje na principe generovania rychleho rieSenia na hrubej sieti s malym
poctom buniek a nasledne toto rieSenie pouzije ako pociato¢ny odhad na ziskanie presného
rieSenia na konecnej sieti. Tento spdsob rieSenia je rychlejsi ako Standardné metddy, kde
zvicSenie rychlosti prvého rieSenia na hrubsej sieti prevazi dodatoné néklady na zjemnenie
siete a mapovanie dat. RieSenie na jednotlivych sietach je ziskané Gauss-Seidelovou

iterativnou metodu [12].
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4 Vysledky

V tejto kapitole zhrnieme vysledky prace. Najskor budeme numericky riesit’ Blasiusov
problém. Dalej sa budeme zaoberat’ vypoétom laminarneho pradenia nad plochym terénom
(doskou) pouzitim softwaru OpenFOAM. Nasledne si vyhodnotime nezavislost’ numerického
vypoctu na volbe sieti, vypoctovy Cas v zavislosti na velkosti relaxaéného faktora a zistime
hodnotu koeficientu odporu trenia medzi doskou a tekutinou. V poslednej ¢asti budeme skiimat’

transport a disperziu pasivneho kontaminantu.

4.1 Vysledok numerického rieSenia Blasiusovho problému

Blasiusov problém [vid’ kapitola 2.2] sme riesili numerickymi metédami popisanymi
v kapitole 2.3. K vypoctu sme vyuzili program Matlab, kde sme vytvorili algoritmus,
s ktorym sme vypocitali priebeh rychlostnych profilov v horizontdlnom a vertikalnom smere,
a taktiez zistili hodnotu stcinitel’'a odporu plochej dosky. Pri vypocte sme pomocou metddy
strel’by zistili hodnotu pociato¢nej podmienky pre f "'(0), ktora sa rovna hodnote 0,4696.
Ziskana hodnota je totozna s tou, aka uvadza zdroj [11], z toho m6zZeme konStatovat’,
7e naSe rieSenie vytvorenym algoritmom je spravne. Spravnost’ vypoctu podporuje aj Obr.4.1,
na ktorom je vidiet’ graf priebehu funkcie f(n), ktory je podobny grafu uvadzaného takisto
v zdroji [6]. Vyslednu hodnotu pociato¢nej podmienky sme ziskali pomocou metody strel’by,
metody secnic, metddy RK4 po 7 iteraciach a ¢as vypoctu v programe Matlab-e trval 73,28 s.

Numerické rieSenie sme napocitali s presnostou

&0 — $n-1l <1075 (4.1)
kde &, je hodnota pociato¢nej podmienky v n-iterdcii a § _, je pociatocnd podmienka

zZ predchadzajuce;j iteracii.
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Obrazok 4.1 Priebeh funkcie f a jej derivdcii v zavislosti na n v intervale (0; 8)

4.2 Prudenie nad plochym terénom
Zaoberame sa 2D laminarnym stacionarnym pradenim nad plochym terénom (doskou).

UvaZzujem oblast’ v tvare obdiznika kde spodny okraj (lower wall) predstavuje plochy terén

(dosku). Dizka oblasti je 1000 m a vyska je 100 m. Pre diskretizaciu oblasti sme pouzili

karteziansku ortogonalnu siet’ s roznymi krokmi siete, na ktorej sme nastavili exponencialne
zahustenie smerom k doske na osi z. Skimame dva pripady pradenia, kde rychlost’ tekutiny

na vstupe sme v prvom pripade nastavili na hodnotu U, = 1 ms~! a v druhom
U, = 10 ms~1. Typ uvazovanej tekutiny sme charakterizovali kinematickou viskozitou

v = 0.01 m?s~1. Zvolena hodnota kinematickej viskozity zodpoveda oleju SAE 20W pri

teplote -17,8 °C [13].
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Obrazok 4.2 Vypoctova oblast

Na hranici oblasti uvazujeme nasledujuce okrajové podmienky:

e Inlet (vstup) — Dirichletova okrajova podmienka pre rychlost’ @ homogénna
Neummannova okrajova podmienka pre tlak.

e Outlet (vystup) — homogénna Neumannova okrajova podmienka pre rychlost
a Dirichletova okrajova podmienka pre tlak.

e Upper wall (horna stena) — homogénna Neumannova okrajova podmienka pre
rychlost’ aj tlak.

e Lower wall (spodna stena) — homogénna Dirichletova okrajova podmienka pre

rychlost’ a homogénna Neummannova okrajova podmienka pre tlak.

a7

dp

dyp=

P=(0,0)"AZE=0

X

Obrazok 4.3 Numericka oblast a jej okrajové podmienky

4.3 Vysledky numerického rieSenia ustaleného prudenia nad
plochym terénom

Ziskané numerické vysledky z programu OpenFOAM sme zrovnali s rieSenim

Blasiusovho problému. Zrovnanie vysledkov sme uskutocnili v dvoch miestach x = 500 m
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(polovica dosky) a x = 750 m ( tri $tvrtiny dosky). Ked’Ze prudenie v medznej vrstve je
zavislé na velkosti Reynoldsova ¢isla, ako uvadzame v kapitole 2.1, skiimali sme jeho vplyv
na rieSenie. Reynoldsove ¢islo zavisi na kinematickej viskozite tekutiny, charakteristickej
rychlosti a charakteristickom rozmere, ktory je v pripade pridenia nad doskou vzdialenost’ od
jej zaciatku. Aby sme porovnali vysledky vo vaésich intervaloch Reynoldsovho ¢isla, volili
sme dve vstupné rychlosti. Na zaklade zvolenych parametrov sme vyjadrili hodnoty Re

nasledovne:

Reynoldsove ¢islo v bode x = 500 m

ono_SOO*l

Re = =0l " 5-10* pre U, = 1 ms™! (4.2)
xUs, 500 % 10 .
Re = o0l = 5-105 pre U, = 10 ms (4.3)

Reynoldsove ¢islo v bode x = 750 m

xUp 750%1 1
Re = = o0l - 7,5-10* pre U, = 1 ms™ (4.4)
xUs 750 %10 1
Re = = ool - 7,5-10% pre U, = 10 ms™ (4.5)

Vsetky hodnoty Re splituja predpoklad Blasiusovho rieSenia, v ktorom uvazujeme oblast’

laminarneho prudenia tekutiny, kde Reynoldsovo &islo Re < 10° [11].

Pre posudenie vplyvu siete na rieSenie sme uskutocnili sadu vypoctov, v ktorych sme
siet’ zjemnovali nezavisle v Xx-ovom a z-ovom smere a skumali jej vplyv na ziskané profily
rychlosti. Pri zjemnovani siete v Smere z sme pouzili siete 100x50, 100x100, 100x250,
100x500 a v smere x sme pouzili siete 50x100,100x100, 250x100, 500x100, to znamena napr.

ze siet’ 100x50 ma 100 buniek v Xx-ovom smere a v z-ovom smere je pocet buniek 50.

Na Obr. 4.4, 4.5, 4.8, 4.9 vidime grafy profilov rychlosti U vo vertikalnom smere
Vv zavislosti na zjemniovani siete v smere x, na Obr. 4.6, 4.7, 4.10, 4.11 mézeme pozorovat’
zavislost’ zjemmovania siete v smere z. V oboch pripadoch mézeme konstatovat’, Ze rychlostné
profily napocitane pomocou roznych siet’ st vel'mi podobné a teda numerické rieSenie je

nezavislé na sieti.
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Rychlostny profil u v bode Xc00
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z [m]

Obrdzok 4.4 Profil zlozky rychlosti u v bode x = 500 m v zavislosti na zjemneni siete v Smere X pri
vstupnej rychlosti U, = 1 ms™?!

Rychlostny profil u v bode Xs00
12 T T T T T T T

uBIasius
Usox100
Y100x100

Yss0x100

Usoax100

Il 1 I

5 6 7 8

z [m]

Obrazok 4.5 Profil zlozky rychlosti u v bode X = 500 m v zadvislosti na zjemneni siete V Smere X pri
vstupnej rychlosti U, = 10 ms™1
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Obrdzok 4.6 Profil zlozky rychlosti u v bode X = 500 m v zavislosti na zjemneni siete v Smere z pri
vstupnej rychlosti Uy, = 1 ms™?!

Rychlostny profil u v bode Xs00
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l',Blas,ius
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Obrazok 4.7 Profil zlozky rychlosti u v bode X = 500 m v zadvislosti na zjemneni siete v Smere z pri
vstupnej rychlosti U, = 10 ms™1
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Obrdzok 4.8 Profil zlozky rychlosti u v bode x = 750 m v zavislosti na zjemneni siete v Smere X pri
vstupnej rychlosti U, = 1 ms™?!

Rychlostny profil u v bode X2e0
12 T T T T T T T

L"Blasius
Usox100
Y100x100

Uss0x100

— Usp0x100

5 6 7 8

z [m]

Obrazok 4.9 Profil zlozky rychlosti u v bode X = 750 m v zavislosti na zjemneni siete v Smere X pri
vstupnej rychlosti Uy, = 10 ms™1
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Obrdzok 4.10 Profil zlozky rychlosti u v bode X = 750 m Vv zdvislosti na zjemneni siete v smere z pri
vstupnej rychlosti Uy, = 1 ms™?!

Rychlostny profil u v bode X2e0
12 T T T T T T T

UBlasius
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U100x250

— Y400x500

Obrazok 4.11 Profil zlozky rychlosti u v bode x = 750 m v zdvislosti na zjemneni siete v Smere z pri
vstupnej rychlosti Uy, = 10 ms™1
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Ak porovndme navzajom obrazky, kde sme zmenili len vstupnu rychlost’ pridenia,
zistime, ze pri vyssom Reynoldsovom ¢isle vysledky numerického riesenia lepSie aproximuju
analytické rieSenie Blasiusovho problému. V pripade U, = 1 ms~?! vidime, Ze $irka
a rychlosti v medznej vrstve st vicsie nez u Blasiusovho riesenia. Rozdiel moze byt

sposobeny pouzitou okrajovou podmienkou na hornej stene, kde u # U,,.

Na Obr. 4.12 su vidiet’ rychlostné profily u v horizontalnom smere vo vzdialenostiach
x=500m (polovica dosky), x=750m (tri Stvrtiny dosky) a Xx=1000m (koniec dosky). Z tohto
obrazku pozorujeme ocakavany vyvoj medznej vrstvy nad doskou. Tento vyvoj je

sposobenym vplyvom trenia medzi tekutinou a doskou.

Rychlostné profil u v réznych vzdialenostiach od pociatku
12 T T T T T

u [ms]

04r ]

500

750

/ Y1000

0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

z [m]

Obrazok 4.12 Rychlostné profily u napocitané na sieti 100x100 so vstupnou rychlostou
Uy, = 1 ms™1 v réznych vzdialenostiach

V nasledujucich Obr. 4.13 az 4.16 skimame priebeh vertikalnej rychlosti v
Vv z&vislosti na zjemnovani siete v smere X a na vstupnej rychlosti. Profily rychlosti v pre
Usp = 10 ms™?! st vel'mi podobné pre kazdu pouzitu siet’. V pripade U, = 1 ms™!
pozorujeme vacsi vplyv siete neZ pri vySSej vstupnej rychlosti. NajlepSie aproximuje
Blasiusovo rieSenie profil napocitany na najhustejsej sieti 500x100. Celkovo mdzeme

konstatovat, Ze dominantnd zloZka rychlosti u je pre nami pouzivané siete nezavisla. Pre
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zlozky v mdzeme pozorovat’ zlepSovanie aproximacie so zjemnovanim siete v pripade
U, = 1 ms™1. Zlozky rychlosti v st vSak o niekol’ko radov mensie nez zlozky u, a preto

mozeme konstatovat, Ze celkové rieSenie profilu je nezavislé na sieti.

Rychlostny profil v v bode Xs00
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AL . . , . ,
3.5
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1t Vsox100 | -
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fééf V500x100
0 ! ; ! | I
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z [m]

Obrdzok 4.13 Profil zlozky rychlosti v v bode x = 500 m v zavislosti na zjemneni siete v Smere X pri
vstupnej rychlosti Uy, = 1 ms™?!
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Obrazok 4.14 Profil zlozky rychlosti u v bode x = 500 m v zavislosti na zjemneni siete v Smere X pri
vstupnej rychlosti U, = 10 ms™1
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Obrdzok 4.15 Profil zlozky rychlosti u v bode X = 750 m v zdvislosti na zjemneni siete v Smere X pri
vstupnej rychlosti Uy, = 1 ms™?!
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Obrazok 4.16 Profil zlozky rychlosti u v bode x = 750 m v zavislosti na zjemneni siete v Smere X pri
vstupnej rychlosti U, = 10 ms™1
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4.4 Sucinitel odporu trenia

Na zaklade nasich vypoc¢tov sme schopny vyhodnotit’ hodnotu trecicho koeficientu na
doske. Odvodenie vzt'ahu pre vypocet koeficientu sme uskutoc¢nili v kapitole 2.4. Pre

pripomenutie ma vztah pre vypocet stcinitel’a tvar:

" O \/§
O 6)
VRe
Hodnotu stcinitel’a ¢, sme schopny spocitat’ z analytického rieSenia, ale aj na zaklade
numerického rieSenia vo vypoctovom programe. Vysledné hodnoty su
f"(0)V8 0,4946 -8
CpBlasius = = = 0,00162 (4.7)
VRe V7,5-105
"or(0)V8 0,5017 -8
_[orQOV8 = 0,00164 (4.8)

C = =
DOpenFOAM \/R_e 7’5 105

kde f"' o sme ziskali pomocou kone¢nej diferencie z rychlostného profilu u v bode x = 750 m na sieti

100x100 so vstupnou rychlostou U, = 10 ms™?

A !
"OFgé (4.9)
Au  UnAf _o g _AfT |2xv Au
A R A il (TR (4.10)
Ve
2xv
Au  u—u
=+ 0 (4.11)

Az 7 -z
Vypocitane hodnoty sa od seba lisia priblizne o 1,2 %. Ked’ze tento rozdiel je relativne maly
mozeme prehlasit, Ze ziskana hodnota koeficienta odporu trenia pomocou numerického

rieSenia je spravna.

4.5 Priebeh vypoctu

V tejto préci sme tiez skiimali zavislost’ vypoctového Casu a presnosti rieSenia na vol'be
relaxa¢ného faktora pre rychlost’ a; a tlak a,,. Zrovnanie priebehu zavislosti sme uskuto¢nili na

sieti 100x100. Na Obr 4.17 vidime graf zavislosti vypoétového ¢asu na volbe relaxacného faktora.
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Oranzova krivka vyjadruje zavislost’ len na vol'be faktora pre relaxaciu tlaku pricom

az = 0.9 a modra krivka znazoriiuje opacny pripad, to znamena zavislost’ na meniacom sa
relaxacnom faktore ay a konstantnom a,,. Sivou krivkou sme vyjadrili zavislost’ pre naraz sa
meniace relaxacné faktory s rovnakymi hodnotami. Z priebehu zévislosti vidime, ze zavislost’
priebehu na relaxa¢nom faktore pre tlak nema vel’ky vyznam na ¢as vypoctu. Na druhu stranu

zvysenie ag vedie K rychlejSiemu vypoctu zhruba o 46 %.
14

12

10

t[s]

0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
@y

Obrazok 4.17 Celkovy cas vypoctu v zavislosti na volbe relaxacného faktora

Pozorovanim Obr. 4.18 a Obr. 4.19 je vidiet’, Ze presnost’ numerického rieSenia sa So
zmensujucim relaxaénym faktorom zvicésuje. Dalej sme zistili, ze rychlost’ konvergencie
rieSenia je zavisla na vol'be relaxacného faktora. Ako je zrejmé z obrazkov Obr. 4.18 a
Obr. 4.19 ak zvolime mensi relaxa¢ny faktor pre rychlost’ pridenia ay, rieSenie konverguje
pomalsie a zéroveii vidime mensie oscilacie riesenia. Cas potrebny na skonvergovanie riesenia vo

variante pre az = 0,5 bol 3,9 sa preaz = 0,9 bol 1,6 s.
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Obrdzok 4.18 Priebeh rezidui na sieti 100x100, pri pouziti relaxacnych faktorov az= 0,9 a a, = 0,9
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Obrdzok 4.19 Priebeh rezidui na sieti 100x100, pri pouziti relaxacnych faktorov az=0,5 a a,= 0,9
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4.6 Vysledky rozptylu pasivnej primesi

V tejto praci sme riesili prenos a rozptyl pasivnej primesi, ktoru predstavuje napr.
komin tovarne alebo ropnt rafinériu, z ktorych sa $iri zne€istenie. Numericka simulaciu sme
realizovali prostrednictvom programu OpenFOAM, v ktorom sme metédou kone¢nych
objemov riesili rovnicu (1.8). Simulovali sme dve ulohy. Ako prvé sme skumali rozptyl
znedistenia vo vol'nej atmosfére s konStantnym rychlostnym profilom u(x, z) = U,, a d’alsi
pripad bol rozptyl nad plochym terénom, ktorym sme napodobnili disperziu znecistenia
v MVA. Zrovnanie spravnosti rieSenia, pre pripad s konStantnym rychlostnym profilom
rovnobeznym s0 sturadnicou X, sme uskuto¢nili pomocou Gaussového rozptylu, ktory popisuje
priebeh koncentracie znecistenia v priestore z bodového zdroja. Gaussov rozptyl pre nami

pocitany pripad sme vyjadrili rovnicou v tvare

r—x
e VoD (4.12)

clx,2) = 4tDr

kde Q je hodnota koncentracie bodového zdroja, D je difuzny koeficient a

r=+x2+ 72 (4.13)

Rovnicu (4.12) sme prevzali zo zdroja [1].

V prvej ulohe sme riesili oblast’ 1000x100 m. Bodovy zdroj sme umiestnili v tejto
oblasti do vysky 50 m a vzdialenosti 10 m od pociatku. Vypocet sme uskuto¢nili na sieti
100x100 pri vstupnej rychlosti U, = 1 ms™1!, koncentracia primesi na zdroji Q bola nastavena
na hodnotu 1 a difuzny koeficient sa rovnal

v _10_2
~Sc 07

= 0,0143 m?s~? (4.14)

Na vstupe a vystupe oblasti boli nastavené homogénne Neumannove okrajové podmienky pre
koncentraciu a na hornej a spodnej stene homogénne Dirichletove okrajové podmienky. Pre
rychlost’ pradenia sme na vstupe, hornej a dolnej stene nastavili Dirichletovu okrajova

podmienku u = U, a na vystupe homogénnu Neumannovu okrajovi podmienku.

Na Obr. 4.20 vidime zrovnanie vertikalneho rozptylu koncentracie S analytickym
rieSenim v bode x = 100 m vzdialeného od zdroja znecistenia 90 m. Kvalitativne numerické
rieSenie odpovedd naSmu oc¢akavaniu. Kvantitativna zhoda nie je prili§ dobrd. Nami

napocitané maximum koncentricie je nizSie a dochadza pri nom k vyraznejSiemu rozptylu. To
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moze byt sposobené numerickou viskozitou schémy. Jedna sa ale o prvé vysledky a tejto
téme sa bude potreba d’alej venovat’.
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Obrdzok 4.20 Porovnanie profilu priebehu koncentrdcie napocitaného pomocou programu
OpenFOAM s Gaussovym rozptylom znecistenia v rovine xz v bode x = 100 m

V druhom pripade sme simulovali rozptyl pasivneho kontaminantu nad plochym
terénom, ktory bol rieSeny v kapitole 4.2. Pouzili sme oblast’ s napoc¢itanym pradovym polom
pre U, = 1 ms~1, kde na vstupe oblasti bola nastavena homogénna Dirichletova okrajova
podmienka a na ostatnych hraniciach homogénne Neumannove okrajové podmienky pre
koncentraciu. Bodovy zdroj sa nachadzal vo vyske 23 m a vzdialenosti 50 m od pociatku.

Vysledky simulécie nad plochym terénom sme zobrazili na Obr. 4.21 a Obr.4.22. Na obrazku

Obr. 4.21 vidime pole koncentracii, ktorych vysledok kvalitativne odpoveda nasmu
o¢akavaniu.
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Obrazok 4.21 Simulacia rozptylu pasivnej primesi nad plochym terénom
Na Obr. 4.22 sme graficky vyjadrili zavislost’ priebehu prizemnej koncentracie
pasivneho kontaminantu na suradnici X. Najvécsia koncentracia primesi je cca 10 m od zdroja.

Od tejto polohy koncentracia znecistenia klesa.

1.8 T T T T T T T T

0 ' 1 ' 1 1 A A A
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
x [m]

Obrazok 4.22 Zavislost prizemnej koncentrdcie SO suradnicou x na povrchu dosky
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Z.aver

Tato praca je in$pirovana prudenim a rozptylom znecistenia v MVA. Na zaciatku sme si
popisali zemskt atmosféru a rozdelili do vrstiev. Zadefinovali sme si pojem medznej vrstvy
atmosféry a vyskyt znecistenia, ktory je sucast'ou prostredia vV MVA. Prudenie v medznej
vrstve atmosféry sme popisali Navier-Stokesovymi rovnicami a rovnicou kontinuity, a taktiez

sme zaviedli rovnicu pre pasivny kontaminant.

V nasej praci sme uvazovali 2D laminarne prudenie tekutiny nad plochym terénom.
K popisu prudenia sme analyticky odvodili Blasiusove riesenie pridenia nad tenkou plochou
doskou, ktoré ma tvar obyc¢ajnej nelinearnej diferencialnej rovnice 3. radu a spolu
s okrajovymi podmienkami tvori okrajova tlohu pre oby¢ajnu diferencialnu rovnicu.
Numerické rieSenie tejto okrajovej ulohy sme uskutoc¢nili na zaklade jej prevedenia na
pociatocnu tlohu pomocou metddy strel’by. Taktiez sme si odvodili sucinitel’ odporu trenia

dosky s tekutinou, ktorého hodnotu sme porovnavali s numerickym rieSenim.

Dalej sme numerické vypoéty realizovali v programe OpneFOAM, kde sme riesili
laminarne pradenie na plochou doskou a rozptyl pasivnej primesi Z bodového zdroja vo
vol'nej atmosfére a nad plochym terénom. Pre diskretizaciu rovnic zdkonov zachovania
v OpenFOAM-e sme vyuzili metodu konecnych objemov Vv spojeni s Gaussovou vetou.
Numerickua oblast’ sme popisali kartezianskou ortogonélnou sietou. Na vypocet tlakového

a rychlostného pol'a sme vyuzili SIMPLE algoritmus.

Vysledok rieSenia okrajovej ulohy vypocitanej metddou strel'by sa zhoduje
s vysledkom uvedenym v zdroji [11]. Z porovnania numerickych vysledkov pradenia
s Balsiusovym problémom sme zistili, ze profily dominantnej zlozky u vektora rychlosti ¥ su
podobné bez ohl'adu na to, ak siet’ zjemnujeme nezavisle v smere x a z. Preto konStatujeme, Ze
numerické rieSenie je nezavislé na sieti. Na zéklade ziskanych vysledkov sme pozorovali
lepSiu aproximaciu Blasiusovho riesenia numerickym rieSenim pri vd¢som Reynoldsovom
Cisle. Zistili sme, Ze pri zvySovani hodnoty relaxa¢ného faktora pre rychlost’ sa zrychluje

vypoctovy cas, no zaroven klesd presnost’ vypoctu a rieSenie viacej osciluje.

Rozptyl pasivneho kontaminantu vo volnej atmosfére sme porovnali s Gaussovym
rozptylom. Numericky vysledok vykazoval vacsiu disperziu ako analytické rieSenie a mensiu
hodnotu maxima koncentracie. Umiestnenim bodového zdroja do laminarneho prudu tekutiny

nad plochym terénom sme simulovali transport a disperziu znecistenia.
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