
Pokyny pro vypracování
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T́ımto bych chtěl poděkovat vedoućımu této práce, panu doc. RNDr. Pavlovi
Surynkovi, Ph.D., za ochotu a pomoc skrze konzultace a rady, které mi po-
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Prohlášeńı
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hlas autora.

Odkaz na tuto práci
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Abstrakt

Tato práce seznamuje čtenáře s problematikou spojitého plánováńı v́ıce en-
tit na křižovatce a představuje vlastńı metodu pro řešeńı této problema-
tiky. Implementovaná metoda je založená na reprezentováńı proveditelných
stav̊u autonomńıho vozidla pomoćı stavové mř́ıžky, diskretizaci vzniklého ko-
ordinačńıho prostoru a následné jeho prohledáńı pomoćı A* algoritmu pro
optimálńı cestu. Podařilo se dosáhnout propustnosti 2,93 aut za sekundu u op-
timálněǰśıho př́ıstupu a 2,47 aut za sekundu při poč́ıtáńı v reálném čase (7,6ms
pro výpočet).

Kĺıčová slova spojité plánováńı, stavová mř́ıžka, A*, diskretizace, multi-
agentńı, Godot
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Abstract

This work serves as an introduction into the topic of continuous multi-agent
path planning and presents its own solution to this problem. The imple-
mented method is based on the representation of feasible paths of a vehicle,
discretization of a coordination space and searching this space for an opti-
mal path utilizing A* algorithm. A throughput of 2.93 cars per second was
reached using an optimal approach and 2.47 cars per second using a real-time
computation (7.6ms to compute).

Keywords continuous planning, state lattice, A*, discretization, multi-agent,
Godot
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II Vlastńı metoda 25

5 Návrh algoritmu 27
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Úvod

Pohyb a jeho plánováńı je pro člověka triviálńı záležitost. Je to pro nás něco
tak přirozeného, že si většina z nás ani neuvědomı́, že k nějakému plánováńı
v̊ubec došlo. Vezměme si např́ıklad situaci, kdy se chceme naṕıt vody ze
skleničky. Lidský mozek v mžiku vyhodnot́ı, že nejlepš́ı volbou je natáhnout
ruku ke skleničce, uchopit ji a dát ji pod úhlem k puse tak, aby voda vtekla
rovnou do pusy. Co když je ale mezi námi a skleničkou nějaká menš́ı překážka
jako třeba kniha o plánováńı pohybu? Žádný problém. Prostě natáhneme ruku
přes knihu. Ani ve snu by nás nenapadlo, že bychom měli natáhnout ruku
skrze knihu, protože v́ıme, že se akorát sraźıme. Tohle ovšem humanoidńı ro-
bot prováděj́ıćı stejnou akci nev́ı a je pouze na nás, abychom ho naučili, co je
v našem světě možné a že zkrátka nejde, aby se pokoušel natahovat ruce skrze
knihy. Analogicky funguje i plánováńı pohybu auta na křižovatce, at’ už ho
ovládá člověk nebo robot. Řidič auta muśı správně reagovat na okolńı prostřed́ı
a daľśı účastńıky provozu tak, aby nedošlo ke kolizi. Ovšem s přibývaj́ıćım
počtem aut na silnićıch se stává tento problém pouze těžš́ı a těžš́ı.

Současné studie předpov́ıdaj́ı, že dopravńı zácpy se navýš́ı až o 60% do
roku 2030 [1]. Hlavńım vińıkem těchto zácp je zp̊usob, jakým je ř́ızena do-
prava v oblasti křižovatky. Současným řešeńım je ř́ızeńı pomoćı světelných
signál̊u. Ty jsou ovšem neefektivńı v př́ıpadě, kdy je objem aut přij́ıžděj́ıćıch
na křižovatku př́ılǐs vysoký [2]. Nav́ıc v́ıce jak 44% všech dopravńıch nehod je
zp̊usobeno v oblasti křižovatky [3]. Má tedy smysl se d́ıvat po lepš́ıch řešeńıch.
Jednou z alternativ je zbavit se světelných signál̊u (a lid́ı) úplně a ponechat
veškeré ř́ızeńı na umělé inteligenci. Lidé by se pouze nechali vozit jako pasažéři
a veškerá zodpovědnost ř́ızeńı by z̊ustala na robotech. Toto neńı tak vzdálená
budoucnost, jak by se mohlo na prvńı pohled zdát. Se společnostmi jako je
Tesla Inc. vedoućı výzkum autonomizace dopravy můžeme ř́ıct, že se jedná
o velice atraktivńı oblast výzkumu a je pouze otázka času, než uvid́ıme prvńı
plně automatizované křižovatky.

Stále tady ale z̊ustává otázka, jak něco tak ”triviálńıho“ jako je ř́ızeńı auta
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Úvod

na křižovatce naučit roboty? V této práci se budu snažit zodpovědět tuto
otázku a doufám, že přečteńım této práce si čtenář odnese alespoň základńı
poznatky z oblasti spojitého plánováńı pohybu v́ıce entit.
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Kapitola 1
Ćıl práce

Ćılem práce je seznámit čtenáře s teoretickými poznatky z oblasti plánováńı
pohybu a multiagentńıho plánováńı. Představ́ıme si koncept plánováńı, jak
matematicky modelovat roboty ve světě a zp̊usob, jak se v tomto světě mo-
hou pohybovat pomoćı abstrakce v konfiguračńım prostoru. Dále se seznámı́me
s populárńımi plánovaćımi algoritmy jako jsou Probabilistic Road Map, Rapidly-
exploring Random Tree a Artificial Potential Field. Ukážeme si jak tyto me-
tody můžeme použ́ıt v př́ıpadě, kdy muśıme naplánovat pohyb pro v́ıce robot̊u
kde tito roboti muśı spolu nějakým zp̊usobem spolupracovat, aby nedošlo ke
srážce.

V druhé části práce navrhneme vlastńı algoritmus pro plánováńı pohybu
v́ıce aut na křižovatce a ukážeme si jeho implementaci v herńım enginu Godot.

Od čtenáře se nepředpokládaj́ı žádné rozsáhle znalosti a i laický čtenář
by měl být schopen práci pochopit. Předpokládaná je pouze znalost časové a
pamět’ové asymptotické složitosti.
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Část I

Teorie
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Kapitola 2
Teoretický základ

V této kapitole se seznámı́me se základńımi pojmy spojenými s plánováńım
pohybu a multi-agentńım navigováńım. Představ́ıme si také odbornou litera-
turou, která se věnuje dané problematice. Tato kapitola vycháźı předevš́ım
z LaValleho práce [4] a uvád́ı pouze to nejnutněǰśı pro úvod do problema-
tiky plánováńı pohybu. Pro hlubš́ı porozuměńı doporučuji si přeč́ıst právě
zmı́něnou knihu, avšak pro pochopeńı této práce to neńı nutné.

2.1 Plánováńı

Tato práce se zabývá plánováńım pohybu. Je tedy nutné si sjednotit, co si
představujeme pod pojmem plánováńı. Pro naše potřeby si plánováńı definu-
jeme následovně:

Definice 1 (Plánováńı) je proces hledáńı časově označených posloupnost́ı
akćı, které vedou z počátečńıho stavu do koncového, volené podle kritéria.

V naš́ı definici můžeme naj́ıt několik pojmů, které je vhodné si ujasnit, co
znamenaj́ı:

Stav — Stav je prvek stavového prostoru. Stavový prostor reprezentuje
všechny možné situace, které mohou při plánováńı nastat. Může být diskrétńı,
např. všechny možné šachové pozice tvoř́ı stavový prostor a konkrétńı šachová
pozice je stav. Nebo může být spojitý, např. pozice a směr vozidla na silnici.

Čas — Všechny plánovaćı problémy maj́ı nějaké vńımáńı času. Ten může
být explicitńı, jako třeba přesně označené pozice aut při pr̊ujezdu křižovatkou,
nebo může být implicitńı, kdy nám stač́ı vědět, v jakém pořad́ı se maj́ı akce
vykonat.

Akce — Plán generuje akce, které manipuluj́ı stav. Při formulaci plánu
muśıme někde specifikovat, jak se změńı stav, když provedeme danou akci.
Toho můžeme doćılit definováńım přechodové funkce u diskrétńıch problémů
nebo definováńım diferenciálńıch rovnic u spojitých problémů.
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2. Teoretický základ

Počátečńı a koncový stav — Problém plánováńı většinou obsahuje nějaký
počátečńı stav, ze kterého se snaž́ıme pomoćı posloupnosti akćı dostat do
specifického koncového stavu nebo do nějakého stavu z množiny koncových
stav̊u.

Kritérium — Kritérium nám ř́ıká, jaký plán se má vygenerovat s ohledem
na stav a akce, které se maj́ı vykonat. Většinou nás zaj́ımaj́ı plány, které
splňuj́ı jedno z následuj́ıćıch dvou kritéríı:

1. Proveditelnost — Vygeneruj plán, který se dostane do ćılového stavu bez
ohledu na jeho efektivnost.

2. Optimálnost — Vygeneruj proveditelný plán, který se dostane do ćılo-
vého stavu efektivně. Zde je efektivita nějaká námi specifikovaná vlast-
nost, kterou se snaž́ıme optimalizovat. Formálně je to nějaká účelová
funkce, kterou se snaž́ıme minimalizovat (př́ıpadně maximalizovat).

Vlastnosti plánováńı uvedené výše jsou aplikovatelné na širokou škálu
plánovaćıch problémů — řešeńı logických hádanek, stěhováńı nábytku, vařeńı
oběda. Můžeme ř́ıct, že téměř vše, co v životě děláme, jsou pouze akce nějakého
plánu. Stejně tak se vlastnosti výše vztahuj́ı k plánováńı pohybu, kterým se
budeme zabývat v této práci.

Základńı př́ıklad plánováńı pohybu je Piano mover’s problem. Neformálně
řečeno jde o problém, kdy dostaneme 3D model piana a snaž́ıme se ho přestě-
hovat z jedné mı́stnosti do druhé bez toho, aniž bychom do něčeho narazili.
Složitost problému spoč́ıvá v netriviálńım tvaru piana a prostřed́ı, ve kterém
piano přesouváme. Jedná se samozřejmě pouze o abstrakci. Pod pianem si
budeme moct představit autonomńı vozidlo a prostor domu bude křižovatka.
Formálně si problém definujeme v sekci 2.3.

2.2 Geometrická reprezentace

Předt́ım, než budeme moct zač́ıt plánovat pohyb vozidel na křižovatce, je
potřeba si představit, jak taková křižovatka vypadá z matematické perspek-
tivy. Prvńım krokem je zadefinováńı světa, ve kterém se křižovatka nacháźı.
Pro konzistenci ve značeńı s [4] budeme svět značit W. Nejpraktičtěǰśı světy
pro plánováńı pohybu na křižovatce jsou 2D nebo 3D, tedy W = R2 nebo
W = R3. Svět zpravidla obsahuje:

1. Překážky — Oblast světa, která je trvale obsazena. Může se jednat
o fyzickou překážku jako např́ıklad zdi budov, ale můžeme brát jako
překážku i něco v́ıc abstraktněǰśıho, jako nějakou oblast, kam robot
nesmı́ vjet. Např́ıklad chodńık či tráva v př́ıpadě autonomńıch vozidel
na křižovatce.
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2.3. Konfiguračńı prostor

2. Roboty — Tělesa ovladatelné pohybovým plánem. V kontextu plánováńı
je tento termı́n zaměnitelný se slovy agent či v angličtině decision maker.
My nav́ıc budeme použ́ıvat termı́n autonomńı vozidlo (zkráceně AV)

V kontextu geometrické reprezentace neńı mezi překážkami a roboty žádný
rozd́ıl. Obecně si můžeme u oboj́ıho vybrat mezi mezńı reprezentaćı nebo
pevnou reprezentaćı. [4] Mezńı reprezentace modeluje pouze hranice objektu
zat́ımco pevná reprezentace modeluje všechny jeho body.

Pro zadefinováńı Piano mover’s problem budeme dále potřebovat znát
semi-algebraické množiny: ”Množina bod̊u vyjádřena jediným primitivńım po-
lynomem se nazývá algebraická množina; množina bod̊u, která se dá źıskat
konečným počtem sloučeńı a pr̊unik̊u algebraických množin se nazývá semi-
algebraická množina“ [4, vlastńı překlad]

2.3 Konfiguračńı prostor

”Plánováńı pohybu si můžeme rozdělit na dva kroky: 1) Konstrukce datové
struktury reprezentuj́ıćı geometrické omezeńı světa W a 2) Prohledáńı této
datové struktury k nalezeńı řešeńı.“ [5, vlastńı překlad] Konfiguračńı prostor,
poprvé představen Lozano-Perezem v [6], je právě jedna z takových struktur.
Běžně se znač́ı C nebo C-Space a je to prostor všech konfiguraćı robota. Pro
představu si to ukážeme na př́ıkladu. Mějme libovolné tuhé těleso v 3D pro-
storu, např́ıklad stavebńı cihlu. Tuto cihlu můžeme jednoznačně reprezentovat
třemi souřadnicemi x, y, z pro jej́ı polohu a třemi hodnotami θ, φ, ψ jej́ı úhlové
výchylky. Konfigurace této cihly je potom uspořádaná 6-tice (x, y, z, θ, φ, ψ),
kde tyto parametry jednoznačně určuj́ı pozici každého bodu cihly ve světěW.
Množina všech konfiguraćı této cihly potom tvoř́ı konfiguračńı prostor dimenze
6 — C = R3 × S3. Konfiguračńı prostor nám ale nemuśı reprezentovat pouze
tuhá tělesa. Vezmeme-li si např́ıklad pr̊umyslového robota, zafixované rameno
se dvěma rotačńımi klouby, pak jeho konfiguračńı prostor bude mı́t tvar to-
roidu C = S2 a tedy jakákoliv konfigurace takového ramena se dá vyjádřit
jako bod na povrchu toroidu. Obecně plat́ı, že pro každý stupeň volnosti ro-
bota potřebujeme jeden parametr v konfiguraci a to znamená dimenzi nav́ıc
v konfiguračńım prostoru.

Pokud nav́ıc budeme uvažovat prostor s překážkami, objev́ıme skutečnou
śılu konfiguračńıho prostoru. Konfiguračńı prostor C si rozděĺıme na dvě pod-
množiny Cobs a Cfree. Cobs je množina konfiguraćı, kdy robot koliduje s překáž-
kou. Naopak Cfree je množina konfiguraćı, kdy nedocháźı k žádné kolizi. Z de-
finice tedy plat́ı, že C = Cfree ∪ Cobs. Výhodou této abstrakce je, že problém
plánováńı pohybu se nám t́ımto zredukuje na nalezeńı spojité křivky v Cfree
reprezentuj́ıćı posloupnost nekolizńıch konfiguraćı robota.

Vyb́ıźı se otázka, jak takový prostor zkonstruovat. T́ımto se zabývá Pan a
Manocha v [7]. Necht’ A ⊂ W je robot a O ⊂ W je oblast překážek ve světě
W. Ve speciálńım př́ıpadě, kdy A a O jsou oboj́ı tuhé tělesa, Cobs se rovná
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2. Teoretický základ

Minkowského sumě mezi A a O: Cobs = A ⊕ (−O) = {x = xa + xo | xa ∈
A, xo ∈ −O}. [7]. Př́ıklad takového prostoru můžeme vidět na obrázku 2.3.
I v tomto speciálńım př́ıpadě je výpočetńı složitost vysoká — O(mn), pokud
jsou A a O konvexńı objekty [8], a O(m3n3), pokud jsou nekonvexńı, kde m
a n je počet trojúhelńıku v A a O. [7]

Obrázek 2.1: Konfiguračńı prostor tuhých těles

Explicitńı reprezentace konfiguračńıho prostoru neńı vždy nutná a v mnoha
př́ıpadech neńı ani možná. V př́ıpadě, kdy naši roboti nejsou pouze tuhá tělesa
(což je většina př́ıpad̊u), potřebujeme použ́ıt jinou techniku. Tou budou vzor-
kovaćı algoritmy v kapitole 3

Se znalost́ı konfiguračńıho prostoru si můžeme formálně zadefinovat Piano
mover’s problem poprvé představen v části 2.1

Definice 2 (Piano mover’s problem [4])
1. Svět W, kde W = R2 nebo W = R3

2. Semialgebraická oblast překážek O ve světě W ⇔ O ⊂ W

3. Semialgebraický model robota ve světěW. Ten může být definován jako
tuhé těleso A nebo jako kolekce n spojnic A1,A2, . . . ,An

4. Konfiguračńı prostor C definovaný množinou všech možných transfor-
maćı, které lze aplikovat na robota. Z tohoto odvod́ıme Cfree a Cobs

5. Konfiguraci qI ∈ Cfree označ́ıme jako počátečńı konfiguraci

6. Konfiguraci qG ∈ Cfree označ́ıme jako koncovou konfiguraci. Počátečńı a
koncová konfigurace se často označuj́ı jako dotazovaćı pár (qI , qG)

7. Úplný algoritmus vypoč́ıtá spojitou dráhu τ : [0, 1]→ Cfree takovou, kde
τ(0) = qI a τ(1) = qG nebo správně vypov́ı, že taková dráha neexistuje

Všimněme si, že naše definice Piano mover’s problem zmiňuje pouze jed-
noho robota. To neńı omyl. V sekci 4.1 si ukážeme př́ımočaré rozš́ı̌reńı pro
multi-agentńı plánováńı.
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2.4. Modely vozidla

2.4 Modely vozidla

Specifická vlastnost pro vozidla je jejich neschopnost pohybovat se do stran.
Takovéto systémy nazýváme underactuated [9] a vznikaj́ı v situaćıch, kdy ovla-
datelný stupeň volnosti je menš́ı, než celkový stupeň volnosti. V této části
textu si představ́ıme matematické modely, které splňuj́ı tato omezeńı a simu-
luj́ı chováńı r̊uzných robot̊u.

2.4.1 Differential drive

Prvńı model, který si představ́ıme, je differential drive. Auto reprezentované
takovým modelem má pouze 2 kola, kde každé kolo je připojeno k vlastńımu
motoru operuj́ıćı nezávisle na druhém. Jednoduše řečeno se jedná o tank.
Trošku umı́rněněǰśım př́ıkladem by mohl být např́ıklad OZOBOT – jedno-
duchý programovatelný robot určený předevš́ım pro výuku programováńı.

Pro konstrukci takového modelu potřebujeme znát pouze vzdálenost mezi
dvěma koly robota L a poloměr kol r. Differential drive má pouze dva kontrolńı
prvky – úhlová rychlost levého a pravého kola (ul, ur). Pokud ul = ur 6= 0,
pak se robot pohybuje dopředu či dozadu ve směru kol. Pokud ut = −ur 6= 0,
pak se robot otáč́ı kolem středového bodu nápravy. Podle těchto poznatk̊u by
přechodová funkce mohla vypadat následovně [4]:

ẋ = r

2(ul + ur) cos θ

ẏ = r

2(ul + ur) sin θ

θ̇ = r

L
(ur − ul)

2.4.2 Unicycle model

Unicycle model je model simuluj́ıćı jednokolku. V mnoha ohledech je po-
dobný differential drive modelu, ovšem rotace tentokrát nevzniká z rozd́ılu
úhlových rychlost́ı kol, ale je tvořena př́ımo jezdcem. Přechodová funkce vy-
padá následovně [4]:

ẋ = ruσ cos θ
ẏ = ruσ sin θ
θ̇ = uω

kde uσ je úhlová rychlost kola a uω je rotace vyvolaná jezdcem. Všimněme
si, že pokud použijeme substituci uσ = ul+ur

2 , uω = r(ur − ul) a L = 1,
dostaneme přechodovou funkci pro differential drive. Pomoćı differential drive
můžeme tedy simulovat chováńı jednokolky.
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L

ρ

φ

θ

(x,y)

Obrázek 2.2: Bicycle model; Zdroj: [4]

2.4.3 Bicycle model

Bicycle model, někdy nazývaný ”Simple Car“ [4] nebo také ”Car-like robot“
[10], je jeden z nejjednodušš́ıch kinematických model̊u, kterým můžeme repre-
zentovat auto ve světě. Zároveň je to prvńı námi představený model, který už
se alespoň trochu podobá chováńı reálného auta. Budeme-li na chv́ıli ignorovat
roluj́ıćı omezeńı, konfiguračńı prostor auta je stejný jako tuhé těleso v rovině
W = R2, tedy C = R2 × S1. Jakoukoliv konfiguraci q ∈ C takového vozidla
tedy můžeme značit jako q = (x, y, θ), kde x, y je pozice středu zadńı nápravy
a θ je směr vozu. Necht’ φ reprezentuje úhel předńıch kol relativńı ke směru
vozu θ a L je vzdálenost mezi předńı a zadńı nápravou. Pokud ponecháme úhel
zatáčeńı φ stejný, trajektorie auta bude kružnice o poloměru ρ viz. diagram
2.2. Přechodová funkce vypadá následovně [4]:

ẋ = us cos θ
ẏ = us sin θ

θ̇ = us
L

tanφ

kde us je rychlost vozidla a uφ je úhel zatáčeńı. Polack et al. v [11] srovnávali
bicycle model s reálněǰśımi modely s až 9 stupni volnosti. Ukázali, že bicycle
model je vhodný model pro plánováńı pohybu, pokud se laterálńı zrychleńı
limituje na 0.5g.

Existuj́ı dále 2 varianty bicycle modelu. Reeds-Sheppovo auto [12] je va-
rianta s omezeńım na rychlosti us ∈ {−1, 0, 1}. Odstraněńım možnosti jet
dozadu z Reeds-Sheppova auta dostaneme Dubinovo auto. V roce 1957, L. E.
Dubin dokázal [13], že nejkratš́ı cesta mezi dvěma stavy (x, y, θ) dopředu se
pohybuj́ıćıho vozidla s minimálńım poloměrem otáčeńı rmin je složena z né
v́ıce, jak 3 kruhových křivek minimálńıho poloměru rmin a rovných úseček.
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Kapitola 3
Plánovaćı algoritmy

V této části textu se seznámı́me s populárńımi př́ıstupy řešeńı problému
plánováńı pohybu.

3.1 Probabilistic road map

V roce 1996 Kavraki et al. představili svou metodu pro plánováńı pohybu
vhodnou předevš́ım pro roboty s vysokým stupněm volnosti zvanou probabi-
listic road map (PRM) [14]. Patř́ı do rodiny vzorkovaćıch algoritmů. Metoda
má dvě fáze — fáze učeńı a fáze dotazováńı. Takhle je alespoň nazývá Kavraki
ve své práci, ovšem zjednodušeně řečeno se jedná pouze o konstrukci grafu a
následné hledáńı nejkratš́ı cesty v tomto grafu.

Ve fázi učeńı se vytvoř́ı mapa (graf) generováńım náhodných konfiguraćı.
Každá z těchto konfiguraćı se pak spoj́ı bud’to s k nejbližš́ımi sousedńımi kon-
figuracemi nebo se všemi konfiguracemi v dané vzdálenosti jednoduchým a
rychlým lokálńım plánovačem. Vygenerovanou mapu pak lze použ́ıt pro do-
tazováńı na plán pohybu robota. Konstrukce PRM je nast́ıněna v algoritmu
1.

V algoritmech 1 a 2 je ∆ zobrazeńı Cfree×Cfree → {0, 1}, které nám ř́ıká,
zdali lokálńı plánovač je schopen naj́ıt proveditelnou cestu mezi 2 konfigura-
cemi dané jako argument a dist je metrika určuj́ıćı vzdálenost mezi dvěma
konfiguracemi, např. Eukleidovská metrika

Výsledkem algoritmu 1 je neorientovaný graf, kde uzly reprezentuj́ı konfi-
gurace robota a hrany reprezentuj́ı změnu konfigurace pohybem robota. Hledá-
ńı plánu pohybu pak vypadá následovně: Pro jakoukoliv nekolizńı počátečńı a
koncovou konfiguraci qinit a qgoal se najdou jejich nejbližš́ı sousedé, ke kterým
zároveň existuje proveditelná cesta (potencionálńı hrana v grafu). Tato hrana
se přidá do mapy a pak se prohledávaćım algoritmem jako je A* nebo Dijkstra
najde nejkratš́ı cesta z qinit do qgoal pokud existuje. T́ım dostaneme náš po-
hybový plán nebo chybu, pokud taková cesta nad naš́ı vygenerovanou mapou

13



3. Plánovaćı algoritmy

Algoritmus 1: Probabilistic Road Map — konstrukce
V ← ∅
E ← ∅
while |V | < n do

repeat
q ← náhodná konfigurace v Q

until q je bezkolizńı
V ← V ∪ {q}

for ∀q ∈ V do
Nq ← k nejbližš́ıch soused̊u q vybrané z V podle dist
for ∀q′ ∈ Nq do

if (q, q′) /∈ E and ∆(q, q′) then
E ← E ∪ {(q, q′)}

Algoritmus 2: Probabilistic Road Map — dotazováńı
Nqinit ← k nejbližš́ıch soused̊u qinit z V podle dist
Nqgoal

← k nejbližš́ıch soused̊u qgoal z V podle dist
V ← {qinit} ∪ {qgoal} ∪ V
q′ ← nejbližš́ı soused qinit z Nqinit

repeat
if ∆(qinit, q′) then

E ← (qinit, q′) ∪ E
else

q′ ← následuj́ıćı nejbližš́ı soused qinit z Nqinit

until spojeńı bylo úspěšné or |Nqinit | = 0
q′ ← nejbližš́ı soused qgoal z Nqgoal

repeat
if ∆(qgoal, q′) then

E ← (qgoal, q′) ∪ E
else

q′ ← následuj́ıćı nejbližš́ı soused qgoal z Nqgoal

until spojeńı bylo úspěšné or
∣∣∣Nqgoal

∣∣∣ = 0
P ← nejkratš́ı cesta(qinit, qgoal, G) /* A*, Dijkstra, atd. */
if |P | > 0 then

return P

else
return chyba
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3.2. Rapidly-exploring Random Tree

neexistuje. Algoritmus pro dotazováńı zapsaný v pseudokódu najdeme v algo-
ritmu 2.

”Vytvářeńı náhodných konfiguraćı: Uzly R by měli tvořit sṕı̌se jednotný
náhodný výběr Cf .“ [14, s.569, vlastńı překlad], kde Cf je Cfree a R je vy-
generovaná mapa. Toto tvrzeńı nepř́ımo vyvraćı v [15], kde využ́ıvaj́ı kvazi-
náhodného vzorkováńı C pro generováńı náhodných konfiguraćı pro klasické
PRM [14] i pro variantu Lazy-PRM [16] s lepš́ımi výsledky v obou př́ıpadech.

3.2 Rapidly-exploring Random Tree

Rapidly-exploring Random Tree (RRT) [17] je metoda podobná PRM v tom
smyslu, že se pro jej́ı konstrukci také generuj́ı náhodné konfigurace, kterými
se snaž́ıme zmapovat C. Lǐśı se ovšem ve zp̊usobu, jakým se tyto vygenerované
konfigurace spojuj́ı. Zat́ımco v př́ıpadě PRM to bylo k nejbližš́ıch soused̊u,
u RRT je to pouze ten nejbližš́ı. Nav́ıc oproti PRM, které je multi-query, je
RRT single-query. To znamená, že pro každý dotaz na plán pohybu se muśı
vygenerovat nový strom (graf). U PRM se jednou vygenerovala mapa a ta se
pak dala znovu použ́ıt pro následuj́ıćı dotazy. Výhodou RRT je jeho př́ımočaré
rozš́ı̌reńı pro neholonomńı roboty a kinodynamické plánováńı.

Metoda funguje následovně: Začneme s grafem (stromem), který obsahuje
pouze počátečńı stav. Poté n-krát vygenerujeme náhodnou konfiguraci qrand,
vezmeme si nejbližš́ı uzel ze stromu qnear a vygenerujeme nový uzel ”posunutý“
o stepsize směrem ke qrand. Ten přidáme do stromu, pouze pokud je spojeńım
mezi těmito dvěma konfiguracemi možné, tj. splňuje všechny kinodynamické
podmı́nky zadané uživatelem a procháźı pouze v Cfree. Algoritmus zapsaný
v pseudokódu najdeme v algoritmu 3.

Algoritmus 3: Rapidly-exploring random tree — konstrukce
V ← {q0}
E ← ∅
for i ∈ {1, . . . , n} do

qrand ← náhodně vybraná nekolizńı konfigurace
qnear ← min({∀qiter ∈ V |∆(qrand, qiter)})
qnew ← qnear posunutá o stepsize směrem k qrand
if qnew je bezkolizńı then

V ← V ∪ {qnew}
E ← E ∪ {(qnear, qnew)}

LaValle zmiňuje několik pěkných vlastnost́ı RRT: ”1) Expanze RRT je
silně orientovaná směrem k neprozkoumaným částem stavového prostoru; 2)
distribuce hran v RRT se přibližuje k distribuci vzorkováńı, což vede ke konzis-
tentńımu chováńı; 3) RRT je pravděpodobnostně kompletńı za velice obecných
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3. Plánovaćı algoritmy

Algoritmus Pravděpodobnostńı
úplnost

Asymptoticky
optimálńı

Monotónńı
konvergence

Časová složitost Pamět’ová
složitostVýpočet Dotaz

PRM Ano Ne Ano O(n logn) O(n logn) O(n)
RRT Ano Ne Ano O(n logn) O(n) O(n)
RRG Ano Ano Ano O(n logn) O(n logn) O(n logn)
RRT* Ano Ano Ano O(n logn) O(n) O(n)

Tabulka 3.1: Porovnáńı PRM, RRT, RRT*, Zdroj: [19]

podmı́nek; 4) RRT algoritmus je relativně jednoduchý, což usnadňuje analýzu
výkonnosti (tohle je také preferovaná vlastnost PRM); 5) RRT z̊ustavá vždy
propojen, i přestože je počet hran minimálńı; 6) RRT může být považován
jako modul plánováńı pohybu, který můžeme adaptovat a začlenit do široké
škály plánovaćıch systémů; 7) celé plánovaćı algoritmy mohou být sestrojeny
bez nutnosti přeṕınáńı systému mezi dvěmi předepsanými stavy, což velmi
rozšǐruje aplikovatelnost RRT“ [17, str.2, vlastńı překlad]

Dı́ky populárnosti se RRT dočkalo několika rozš́ı̌reńı a variant. Jmenovitě
např́ıklad Rapidly-exploring Random Graph (RRG) a jeho stromová varianta
RRT* [18], které konverguj́ı k optimálńımu řešeńı.
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Obrázek 3.1: Srovnáńı RRT(nalevo) a RRT*(vpravo). Oba algoritmy použili
stejnou sekvenci 20000 vzork̊u. Cena nejlepš́ı cesty u RRT byla 21,02 a 14,51
u RRT*; Zdroj: [18]

3.3 Artificial Potential Field

Posledńı metodu plánováńı pohybu, kterou si představ́ıme, je Artificial Po-
tential Field (APF). Metodu poprvé představil O. Khatib v [20]. Je založena

16



3.3. Artificial Potential Field

na jednoduché myšlence — ćılem plánováńı pohybu je dostat se z jedné kon-
figurace do druhé bez toho, aniž bychom přitom prošli skrz nevalidńı konfigu-
raci, tj. vyhnout se překážkám. Můžeme se tedy d́ıvat na ćılovou konfiguraci,
jako něco dobrého, co nás přitahuje a čeho chceme dosáhnout a na překážky,
potažmo kolizńı konfigurace, naopak jako něco odpudivého, čemu se chceme
vyhnout. Analogicky z fyziky se můžeme d́ıvat na počátečńı konfiguraci, jako
pozitivně nabitou částici, která hledá energetické minimum, tj. ćılovou konfi-
guraci. Překážky jsou pak také pozitivně nabité oblasti, kterým se naše částice
snaž́ı vyhnout.

Zapsáno formálněji, naši částici budou ovlivňovat dva potenciály — kladný
Uatt a záporný Urep. U je zobrazeńı určuj́ıćı potenciál pro jakoukoliv konfigu-
raci U : C → R. Finálńı pole potenciál̊u tedy bude kombinaćı kladného a
záporného potenciálu:

∀q ∈ C : U(q) = Uatt(q) + Urep(q)

Ukázku konstrukce U můžeme naj́ıt na obrázku 3.3. Vhodný kandidát pro
kladný potenciál Uatt by mohla být např́ıklad vzdálenost mezi současnou kon-
figuraćı q a ćılovou konfiguraćı qgoal:

Uatt(q) = ζρ(q, qgoal)

nebo jeho kvadratická alternativa [21]:

Uatt(q) = 1
2ξρ

2(q, qgoal)

kde parametry ζ a ξ jsou kladné škálovaćı konstanty a ρ je vzdálenost mezi
dvěma konfiguracemi. Záporný potenciál by mohl vypadat následovně:

Ureq(q) =


1
2η( 1

ρo(q) −
1
σo

)2ρ2(q, qgoal) ρ(q) ≤ σo
0 ρ(q) > σo

kde η je znovu kladná škálovaćı konstanta, σo je kladná konstanta vymezuj́ıćı
vzdálenost vlivu překážek a ρo(q) je vzdálenost konfigurace q od nejbližš́ı ko-
lizńı konfigurace. Z pole potenciál̊u sestroj́ıme pole sil, které budou p̊usobit
na robota:

~F (q) = −~∇U(q)
= ~Fatt(q) + ~Frep(q)

kde přitažlivá a odpudivá śıla jsou:
~Fatt(q) = −~∇Uatt(q)

= −~∇1
2ξρ

2(q, qgoal)
~Frep(q) = −~∇Urep(q)

= −~∇1
2η( 1

ρo(q)
− 1
σo

)2ρ2(q, qgoal)
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3. Plánovaćı algoritmy

Obrázek 3.2: Složky Uatt, Urep a konstrukce U

Největš́ı problém spojený s APF je problém lokálńıch minim. Může nastat
situace, kdy se přitažlivé śıly rovnaj́ı těm odpudivým a výsledný vektor po-
hybu je tedy roven nulovému vektoru. Plán se tak zasekne v lokálńım minimu
a nikdy nedosáhne ćılové konfigurace. T́ımto problémem se zabývaj́ı v [22],
kde se snaž́ı naj́ıt praktickou cestu v poli potenciál̊u pomoćı gradientńıho
sestupu (PGDA) a přidáváńım odpudivého potenciálu v př́ıpadě blokuj́ıćıch
konfiguraćı. Když PGDA dosáhne globálńıho minima, sestroj́ı se nové pole
potenciál̊u, které má svoje globálńı minimum umı́stěné v ćılové konfiguraci.
Pro rozhodnut́ı dosažitelné trajektorie se nakonec udělá ještě druhá iterace
PGDA.
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Kapitola 4
Problém ǩrižovatky

4.1 Multi-agentńı plánováńı

Doposud jsme se d́ıvali na problém plánováńı pohybu jednoho robota ve
spojitém prostoru, který je sám o sobě dost složitý. Problém křižovatky je
ovšem ještě o trochu složitěǰśı, jelikož už si nevystač́ıme pouze se statickými
překážkami, ale muśıme brát v potaz i pohyby ostatńıch robot̊u, kteř́ı se
také snaž́ı projet křižovatkou. Předefinujme si tedy problém plánovańı pohybu
představený v 2.

Definice 3 (Piano mover’s problem [4])
1. Svět W and oblast překážek O je stejná jako v 2.

2. Mějme m robot̊u, A1, . . . , Am, kde každý může být sestaveno z jednoho
či v́ıce těl.

3. Každý robot Ai, kde i jde od 1 do m, má přǐrazený konfiguračńı prostor
Ci.

4. Stavový prostor X je definovaný jako kartézský součin

X = C1 × C2 × · · · × Cm

5. Oblast překážek v X je

Xobs =
(
m⋃
i=1

Xi
obs

)⋃⋃
i 6=j

Xij
obs


kde Xi

obs jsou kolize robot̊u s překážkami a Xij
obs jsou kolize robot̊u s ro-

boty.

6. Stav xI ∈ Xfree je počátečńı stav, kde xI = (q1
I , . . . , q

m
I )
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4. Problém křižovatky

7. Stav xG ∈ Xfree je koncový stav, kde xG = (q1
G, . . . , q

m
G )

8. Ćılem je vypoč́ıtat spojitou křivku τ : [0, 1]→ Xfree takovou, kde τ(0) =
xI a τ(1) = xG

Na prvńı pohled se může zdát, že je tato definice zbytečná, protože bychom
mohli doćılit stejného výsledku i s definićı 2. Stačilo by se d́ıvat na jednot-
livé roboty jako jednoho velkého robota s velkým stupněm volnosti. Ovšem
největš́ım problémem je, že dimenze X roste lineárně s počtem robot̊u a bude
tak neúnosně velká. Máme-li např́ıklad 10 tuhých těles v 3D prostoru, tj.
každý robot má konfiguračńı prostor Ci = SE(3), pak dimenze X je 6·10 = 60.

”Kompletńı algoritmy vyžaduj́ı čas, který je alespoň exponenciálńı, což je dělá
nepravděpodobnými kandidáty pro takové problémy. Vzorkovaćı algoritmy se
budou pravděpodobněji lépe škálovat v př́ıpadě v́ıcero robot̊u, ale dimenze X
stále může být př́ılǐs velká.“ [4, vlastńı překlad]

Jedńım ze zp̊usob̊u, jak vyřešit problém vysoké dimenze X, je použit́ı
odděleného plánováńı. Takové plánovače nejdř́ıv navrhnou plán pohybu pro
každého robota zvlášt’, aniž by brali v potaz ostatńı roboty. Poté se až začnou
zvažovat kolize mezi roboty. Nastane-li problém, možnosti jednotlivých ro-
bot̊u jsou v tu chv́ıli již omezeny p̊uvodně navrženými plány a neńı tedy
možné vrátit se do stavu, kde by problém nenastal. V takovém př́ıpadě bohužel
ztráćıme úplnost řešeńı. Avšak tyto metody jsou velice praktické a v mnoha
př́ıpadech se dá úplnost obnovit.

Př́ıklad odděleného plánováńı může být třeba prioritizované plánováńı [23,
24]. Funguje následovně: Každý robot dostane přǐrazenou prioritu a roboti se
vyb́ıraj́ı podle snižuj́ıćı priority. Vybranému robotu se naplánuje trajektorie,
která se vyhýbá statickým překážkám i trajektoríım robot̊u vybraných před
ńım. Předchoźı roboti tak funguj́ı jakožto dynamické překážky.

Fixed-path coordination [25] je daľśım př́ıkladem odděleného plánováńı.
Každý robot je omezen následovat pouze jednu určitou trasu. Tu můžeme
vygenerovat jakýmkoliv plánovačem z kapitoly 3. Pro m robot̊u vytvoř́ıme m-
dimenzionálńı stavový prostor zvaný koordinačńı prostor. V tomto prostoru se
plánuje pořad́ı pr̊ujezd̊u jednotlivých robot̊u. Čas je v tomto prostoru repre-
zentován pouze implicitně. Algoritmus muśı vypoč́ıtat trasu v koordinačńım
prostoru, z které se pak daj́ı źıskat explicitńı časy. Pro hledáńı trasy v koor-
dinačńım prostoru můžeme znovu využ́ıt standardńıch plánovaćıch algoritmů
představených dř́ıve. Fixed-path coordination je možné rozš́ı̌rit, aby se roboti
namı́sto jedné cesty mohli pohybovat po mapě stejně jako u PRM. Taková
metoda se nazývá fixed-roadmap coordination. Jej́ı výhodou je, že výsledný
koordinačńı prostor má stále dimenzi m, tedy jedna dimenze za každého ro-
bota a zároveň se bĺıž́ı v́ıce úplnému algoritmu.
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4.2. Současná řešeńı

4.2 Současná řešeńı

V této části práce se pod́ıváme, jak se k problému plánovańı pohybu na
křižovatce stav́ı současná literatura a pokuśıme se na základě představených
metrik je nějakým zp̊usobem porovnat. Shravan et al. ve své práci [26] navrhuj́ı
následuj́ıćı metriky:

1. Škálovatelnost — Plánovač by měl být schopen zvládnout velký objem
aut stejně nebo podobně efektivně, jako při menš́ım provozu.

2. Čas strávený na křǐzovatce — AV by měli trávit co nejméně času v křižo-
vatce, tedy v nejlepš́ım př́ıpadě pouze čas potřebný pro pr̊ujezd křižo-
vatkou s nulovým provozem.

3. Hladkost — Jak moc je j́ızda v daném vozidle pohodlná (respektive
nepohodlná) pro pasažéry. Ve své podstatě pouze porovnáváme vyšš́ı
derivace pozice v čase, jako jsou zrychleńı a ryv.

4. Využit́ı prostoru křǐzovatky — Kolik celkového prostoru křižovatky je
nevyužito při nejvyšš́ım vyt́ıžeńı.

5. Heterogenita — Schopnost plánovače vytvářet trajektorii pro r̊uznorodá
auta s r̊uznými j́ızdńımi a fyzikálńımi vlastnostmi.

6. Robustnost — Plánovač nemuśı od jednotlivých AV dostávat přesná
data. Robustnost je schopnost a zp̊usob, jak se plánovač s touto ne-
jistotou vypořádá. S přibývaj́ıćım časem se zvětšuje i nejistota v datech.
Jeden zp̊usob, jak se s t́ımto problémem vypořádat je mı́t v́ıce konzerva-
tivńı př́ıstup při plánováńı trajektoríı. To vede k deľśımu času stráveným
na křižovatce. Tedy kĺıčové je naj́ıt rovnováhu mezi těmito metrikami.

7. Všestrannost — Aplikovatelnost plánovaćıho algoritmu na r̊uzné typy
křižovatek. Většina plánovač̊u se vyv́ıj́ı pro specifické druhy křižovatek.
Je tedy d̊uležité se d́ıvat a měřit, jak si tyto plánovače vedou v neznámém
prostřed́ı.

Shravan et al. dále navrhuj́ı 2 metriky, které se namı́sto generováńı trajektoríı
zabývaj́ı sd́ıleńı dat mezi AV:

1. Potřebná data — Některým plánovač̊um stač́ı vědět pozici a směr auta
pro naplánováńı trajektorie. Jiné zase potřebuj́ı nav́ıc znát rychlost a jiné
kinematické vlastnosti auta. S vyšš́ımi požadavky plánovače na potřebná
data se samozřejmě zvedá i zátěž na śıt’, přes kterou plánovač komunikuje
s AV. To vede ke zvýšené pravděpodobnosti ztráty dat a zvýšené odezvě.

2. Ochrana osobńıch údaj̊u — Velkým tématem posledńıho desetilet́ı je
otázka ochrany osobńıch údaj̊u, viz legislativa Evropské unie GDPR. Je
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tedy nutné porovnávat jednotlivé algoritmy z hlediska jejich zp̊usobu
sd́ıleńı a ochrany osobńıch dat.

Velice populárńım př́ıstupem řešeńı problému křižovatky jsou tzv. slot
based systémy neboli rezervačńı systémy. Tyto plánovače si rozděĺı křižovatku
na jednotlivé sektory, které potom přǐrazuj́ı přij́ıžděj́ıćım AV nebo si je AV
sami rezervuj́ı. Jedńım z takových systémů je i [27] představený Dresnerem
v roce 2008. V jeho př́ıstupu vozidlo přij́ıžděj́ıćı na křižovatku vyšle signál
plánovači, který mu poté zašle odpověd’ s rychlost́ı, trajektoríı a pruhem, do
kterého se má zařadit. Samotný plánovač si rozděĺı křižovatku do mř́ıžky a de-
tekováńı koliźı se tak omeźı pouze na hrany mř́ıžky. S vylepšenou verźı přǐsli
Levin a Rey v [28], kde se zbavili nutnosti AV dotazovat se křižovatky na alo-
kovaný prostor. Mı́sto toho využili lineárńıho celoč́ıselného programováńı pro
optimalizováńı rezervaćı. V [29] navrhuj́ı sadu pravidel založených na č́ınských
silničńıch pravidlech, které udávaj́ı pořad́ı pr̊ujezdu jednotlivých AV. Pokud
přij́ıžděj́ıćı AV potřebuje pustit jiné AV, algoritmus mu navrhne vhodnou mı́ru
bržděńı tak, aby nedošlo ke kolizi. Na rozd́ıl od předchoźıch praćı, tato metoda
nevyuž́ıvá centrálńıho plánováńı, ale mı́sto toho komunikace prob́ıhá pouze
mezi jednotlivými AV, tzv. vehicle-to-vehicle komunikace (V2V). V [30] Fa-
yazi et al. využili pro plánováńı pr̊ujezdu smı́̌seného lineárńıho celoč́ıselného
programováńı (MILP) s obousměrnou komunikaćı mezi AV. Po přijet́ı zprávy
s žádost́ı o pr̊ujezd a stavu vozidla od AV plánovač spoč́ıtá ideálńı př́ıjezdový
plán snaž́ıćı se minimalizovat celkový čas př́ıstupu AV ke křižovatce. V [31]
navrhli distribuovaný plánovač pro př́ıpad, kdy V2V komunikace je nespoleh-
livá a má časté výpadky. V [32] se snaž́ı zbavit nutnosti měnit pruh v př́ıpadě
odbočováńı a navrhuj́ı plánovač, který umožńı jet z jakéhokoliv pruhu do
kteréhokoliv jiného. Pro zjednodušeńı problému se AV pohybuj́ı po předdefino-
vaných cestách a křižovatkou proj́ıžd́ı konstantńı rychlost́ı. V [33] Levin et al.
navrhuj́ı metodu pro optimalizaci rezervačńıch algoritmů, které využ́ıvaj́ı tra-
jektoríı založenou na diskretizaci prostoru křižovatky. Konkrétně se zaměřuj́ı
na to, jak vyřešit problémová mı́sta konfliktu, kde by mohlo doj́ıt ke koliźım.
Navrhuj́ı také celoč́ıselný program, který řeš́ı právě tato problémová mı́sta.
V [34] navrhuj́ı rezervačńı systém využ́ıvaj́ıćı teorie hromadné obsluhy. Je-
jich výsledky ukazuj́ı, že s použit́ım jejich metody se kapacita křižovatky až
zdvojnásob́ı oproti konvenčńım křižovatkám se světelnými signály.

Výše zmı́něné metody využ́ıvaj́ı strategie pro vyhnut́ı koliźı založené na
komunikaci mezi AV, které však neberou v potaz, jak se může trajektorie AV
v pr̊uběhu času měnit. K tomuto účelu můžou lépe posloužit decentralizované
nebo smı́̌sené systémy.

V [35] se zaměřuj́ı na v́ıce-účelové evolučńı algoritmy pro vývoj fuzzy
systémů [36] vhodných předevš́ım pro spravováńı rychlosti AV. Hlavńı zvlášt-
nost́ı této práce je spojeńı AV s manuálně ř́ızenými auty. Cesta AV přij́ıžděj́ıćı
ke křižovatce je totiž zkř́ıžená pruhem manuálně ř́ızených aut a je tedy po-
vinnost́ı AV aby se proj́ıžděj́ıćım aut̊um vyhnul a na vzniklé situace nějak
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zareagoval. Metoda je založena na velmi známé metodě určené pro řešeńı v́ıce-
účelových úloh SPEA2 [37].

Zbavovat se světelných signál̊u neńı vždy nutnost́ı. Např́ıklad v [38] šli
cestou teorie her a formulovali křižovatku jakožto nekooperativńı hru mezi
r̊uznými hráči. Na základě žádost́ı o pr̊ujezd křižovatkou od r̊uzných hráč̊u
pak akorát měńı světla na semaforu. Výhodou tohoto př́ıstupu je fakt, že
křižovatku pak můžou využ́ıvat AV i manuálně ř́ızená auta.

V [39] řeš́ı problém křižovatky vyřešeńım subproblému optimálńıho ř́ızeńı
pro všechny permutace sekvenćı proj́ıžděńı. Ve své práci ukazuj́ı, že pro vybra-
nou sekvenci pr̊ujezdu může být jeho podproblém optimálńıho ř́ızeńı formu-
lován jako konvexńı program. Navrhovaná metoda konvertuje problém z p̊u-
vodńı časové domény na prostorovou. Na této metodě založili svoji práci
Riegger et al. v [40], kde problém formulovali jako Model Predictive Cont-
rol (MPC) úlohu řešenou kvadratickým programem tak, aby ho bylo možné
vyřešit v reálném čase. Metodu implementovali v CarMaker. Metoda také
źıskává časové odstupy mezi AV tak, aby se optimalizačńı problém nestal
neproveditelným v př́ıpadě chybných dat.

V [41] využ́ıvaj́ı poměr rychlost́ı AV k vyhnut́ı koliźı. Účelovou funkci
definovali jako součet výchylek současných rychlost́ı. Minkowského suma je
použita pro reprezentaci vozidel jako body. V [42] navrhuj́ı nekonvexńı distri-
buovaný MPC model využ́ıvaj́ıćı paralelńı optimalizaci. Distribuce je dosažena
t́ım, že se každému AV dá jeho lokálńı ćıl a globálńı omezeńı č́ımž se p̊uvodně
centralizovaný optimalizačńı problém změńı v kvadraticky omezený kvadra-
tický program. Aby se vyrovnali s nekonvexńımi omezeńımi, aplikuj́ı semidefi-
nitivńı programovou relaxaci k nalezeńı proveditelných řešeńı. V [43] formuluj́ı
kombinatorický optimalizačńı problém který rozdělili na dva podproblémy. Je-
den je naj́ıt centrálně optimálńı koordinaci vozidel a druhý vyřešit pro všechny
AV lokálńı ř́ıd́ıćı problém závisĺı na systémových omezeńı a časových úsećıch
specifických pro každé AV.

Některé práce jako např́ıklad [28] využ́ıvaj́ı techniku vzdaluj́ıćıho se hori-
zontu [44] kdy pro vysokou výpočetńı náročnost neńı nutné ani vhodné hledat
úplné řešeńı. V takovém př́ıpadě hledáme řešeńı pouze několik časových ite-
raćı dopředu až po námi určený časový horizont. Ten s každým daľśım krokem
posuneme o fixńı vzdálenost a znovu hledáme řešeńı.

23





Část II

Vlastńı metoda
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Kapitola 5
Návrh algoritmu

V praktické části práce navrhneme vlastńı metodu pro řešeńı problému navi-
gace v́ıce AV na křižovatce a otestujeme v on-line scénáři, kdy v pravidelných
intervalech přij́ıžd́ı AV ke křižovatce a naš́ım úkolem je vytvořit jim plán po-
hybu. Nakonec porovnáme naše řešeńı pomoćı metrik představených v části
4.2.

5.1 Požadavky

Při vytvářeńı vlastńıho řešeńı jsem bral v potaz hlavně využitelnost v praxi.
Ř́ıdil jsem se tedy předevš́ım následuj́ıćımi požadavky:

• Bezpečnost – Plánovač by měl předevš́ım zajistit bezpečný pr̊ujezd pro
všechny účastńıky provozu a až poté zvažovat jakékoliv jiné metriky.
Bezpečnost je tedy na prvńım mı́stě. Model, který navrhuje kolizńı pr̊u-
jezd křižovatkou je v praxi zbytečný.

• Existence řešeńı – Plánovač by měl být schopen naj́ıt pokaždé řešeńı
bez ohledu na počet či konfiguraci přij́ıžděj́ıćıch AV.

• Rychlost – Plánovač by měl být schopen použit v praxi, kde je rychlost
nalezeńı řešeńı zásadńı. To znamená, že výpočet plánu by měl být v řádu
milisekund.

• Plynulost j́ızdy – Tento požadavek jde ruku v ruce s hladkost́ı křivek
z části 4.2. Cestuj́ıćım by se nemělo dělat špatně při j́ızdě v AV a tedy
bychom se měli snažit limitovat bočńı zrychleńı vozu.

Jedńım ze zp̊usob̊u, jak zaručit existenci řešeńı, je vpouštět AV do prostoru
křižovatky po jednom a zarezervovat jim celý prostor křižovatky jenom pro
ně. T́ım sice zaruč́ıme existenci řešeńı a vyhneme se jakýmkoliv koliźım, avšak
takové řešeńı nebude zvlášt’ dobré. Využitelnost křižovatky, metrika z 4.2,
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bude velmi slabá a po čase se nám před křižovatkou začne vytvářet kolona i
při sebemenš́ım provozu. Určitě dokážeme vymyslet i něco lepš́ıho. Nicméně
si můžeme něco vźıt z tohoto řešeńı. To je nevpouštět AV do křižovatky,
pokud jim nejsme schopni zaručit bezpečný pr̊ujezd. T́ım zajist́ıme bezpečnost
i existenci řešeńı.

Co se plynulosti j́ızdy týče, tak ta záviśı na trajektorii vozu proj́ıžděj́ıćı
křižovatkou. Zvažoval jsem použit́ı RRT pro generováńı proveditelných křivek,
ovšem ty mnohdy mohou vypadat nepřirozeně a klikatě a mohly by tedy vy-
volat nevolnost u pasažér̊u. Rozhodl jsem se tedy pro řešeńı pomoćı ručně
namodelované stavové mř́ı̌zky neboli state lattice inspirované praćı [45]. Toto
názvoslov́ı může být trošku zaváděj́ıćı, jelikož se úplně nejedná o stavovou
mř́ıžku jako takovou. Sd́ıĺı sice podobné vlastnosti, ovšem jej́ı vytvořeńı pro-
b́ıhá trošku jinak. Nemodeluji totiž mř́ıžku pro každé přij́ıžděj́ıćı auto zvlášt’
s ohledem na jeho kinodynamické vlastnosti, ale naopak nejdř́ıv modeluji sta-
vovou mř́ıžku pro křižovatku a jakékoliv přij́ıžděj́ıćı auto muśı splňovat ta-
kové vlastnosti, které mu umožńı pr̊ujezd křižovatkou. To se na prvńı pohled
může zdát jako velké omezeńı, ale ve výsledku to pouze znamená, že jakékoliv
přij́ıžděj́ıćı auto muśı mı́t dostatečný poloměr zatáčeńı. Auta se takhle efek-
tivně chovaj́ı jako vlaky na kolej́ıch.

5.2 Metoda

Hlavńı princip mé metody by se dal rozdělit do následuj́ıćıch čtyř krok̊u:

1. Konstrukce stavové mř́ıžky pro křižovatku pomoćı Bézierových křivek.

2. Vytvořeńı koordinačńıho prostoru pro přij́ıžděj́ıćı auta v bezprostředńı
bĺızkosti křižovatky.

3. Diskretizace koordinačńıho prostoru.

4. Prohledáńı koordinačńıho prostoru pomoćı prohledávaćıch algoritmů jako
je třeba A*.

Tato metoda je př́ımo inspirovaná část́ı LaValleho práce: ”Předpokládejme,
že každý robot Ai je omezen následováńım cesty τi : [0, 1]→ Cifree, která může
být vypoč́ıtána běžnými technikami pro plánováńı pohybu. Pro m robot̊u,
m-dimenzionálńı stavový prostor nazývaný koordinačńı prostor je definován,
který plánuje pohyby robot̊u podél jejich cest tak aby nekolidovali . . . Pro
velice náročné koordinačńı problémy mohou vzorkovaćı řešeńı nést praktické
výsledky. Možná jedno z nejjednodušš́ıch řešeńı je proložit X mř́ıžkou a adap-
tovat klasické prohledávaćı algoritmy . . .“ [4, sekce 7.2.2, vlastńı překlad]
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5.3 Bézierovy křivky

Pro konstrukci stavové mř́ıžky jsem využil Bézierových křivek. Bézierovy křiv-
ky jsou parametrické křivky hojně využ́ıvané předevš́ım v grafice [46]. Např́ı-
klad Pierre Bézier, po kterém jsou tyto křivky pojmenovány, je použil pro
modelováńı karosérie aut Renault v 60. letech.

Mějme dva r̊uzné body P0 a P1. Lineárńı Bézierova křivka je potom jed-
noduchá úsečka mezi těmito dvěma body:

B(t) = P0 + t(P1 − P0) = (1− t)P0 + tP1, 0 ≤ t ≤ 1

Toto odpov́ıdá lineárńı interpolaci. Pro křivku mezi třemi body P0, P1, P2 se
použ́ıvá kvadratická Bézierova křivka a ta vypadá následovně:

B(t) = (1− t)2P0 + 2(1− t)tP1 + t2P2, 0 ≤ t ≤ 1

Kvadratickou Bézierovou křivku si můžeme představit jako lineárńı interpolaci
dvou lineárńıch interpolaćı. Na tomto principu je postaven algoritmus De Cas-
teljau, který rekurzivně vyhodnocuje lineárńı interpolace. Ukázka na kubické
Bézierove křivce pro 4 body:

A = lerp(P0, P1, t)
B = lerp(P1, P2, t)
C = lerp(P2, P3, t)
D = lerp(A, B, t)
E = lerp(B, C, t)
F = lerp(D, E, t)

Obecně můžeme pro libovolný počet bod̊u vyjádřit Bézierovu křivku následovně:

B(t) =
n∑
i=0

(
n

i

)
(1− t)n−itiPi

5.4 A*

Pro prohledáńı koordinačńıho prostoru byla použita variace A*. Poprvé před-
staven Hartem v [47], A* je algoritmus podobný Dijkstrovu algoritmu slouž́ıćı
pro hledáńı optimálńıch cest v kladně ohodnocených grafech. Na rozd́ıl od
Dijkstrova algoritmu využ́ıvá nav́ıc heuristické funkce, podle které se určuje
pořad́ı prohledávaných uzl̊u společně s cenou. Nı́že je uveden algoritmus A*
zapsaný v pseudokódu.
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Algoritmus 4: A* [48]
open← init priority queue()
dist← init table()
prev ← init table()
enqueue(open, I, h(I))
dist[I]← 0
while ¬empty(open) do

x← dequeue(open)
if x ∈ G then

return reconstruct path(prev, x)
for ∀y ∈ neighbors(x) \closed do

d′ ← dist[x] + c((x, y))
if y /∈ open or dist[y] > d′ then

dist[y]← d′

prev[y]← x
if y /∈ open then

enqueue(open, y, d′ + h(y))
else

update key(open, y, d′ + h(y))

closed← closed ∪ {x}
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Kapitola 6
Implementace

6.1 Použité technologie

Prvńı prototyp projektu vznikal v herńım enginu Unity. Ovšem jelikož tento
text vznikal v LaTexu v linuxovém prostřed́ı, zároveň jsem neslyšel dobré
recenze o Unity v linuxu a chtěl jsem mı́t prostřed́ı sjednocené jak pro text, tak
pro projekt, rozhodl jsem se, že se přiklońım linuxu a použiji jinou technologii
pro projekt. Druhý pokus o prototyp byl v jazyce Python s použit́ım knihovny
Pygame. Python je znám pro svou schopnost rychlého prototypováńı. Nav́ıc už
jsem pár projekt̊u v Pythonu psal, takže se to zdálo, jako logická volba. Jak je
ale Python známý pro svou schopnost rychle v něm zkonstruovat prototyp, je
také znám pro svou rychlost běhu. Python je totiž dynamický interpretovaný
jazyk a je tedy velice pomalý. To se ukázalo jako zásadńı slabina, když jsem
napsal modul pro detekci koliźı. Ten se volá při každé iteraci prohledáváńı
konfiguračńıho prostoru a muśı tedy být rychlý. Byl jsem tedy nucen znovu
změnit technologie. Moje třet́ı a posledńı volba byl herńı engine Godot a jeho
Pythonu podobný jazyk GDScript. Byl to ideálńı kompromis mezi rychlosti
psańı v Pythonu a rychlost́ı běhu Unity.

6.2 Křižovatka

Metodu jsem se rozhodl implementovat pro klasickou dvouproudou křižovatku
tj. 2 pruhy př́ıjezdové a 2 pruhy odjezdové pro každou světovou stranu. Toto
rozhodnut́ı je založeno předevš́ım na faktu, že se jedná o jednu z nejběžněǰśıch
křižovatek [49] a je tedy praktické hledat řešeńı právě pro tuto křižovatku.
Zároveň se ve své podstatě jedná o nejhorš́ı možný př́ıpad křižovatky, jelikož
zde nejsou žádné dodatečné odbočovaćı pruhy či nájezdy a tedy počet mı́st,
kde může doj́ıt ke konfliktu, je tak maximálńı.

Pro konstrukci stavové mř́ıžky byli použity Bézierovy křivky. Tady nám
Godot usnadnil práci, jelikož má v sobě již zabudovaný objekt Path2D, po-
moćı jehož jsem mohl ručně navrhnout stavovou mř́ıžku křižovatky. Z každého
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př́ıjezdového pruhu by se AV měl být schopen dostat do jakéhokoliv odjez-
dového pruhu. Nebereme-li v potaz otáčeńı na křižovatce, znamená to, že
každému př́ıjezdovému pruhu nálež́ı 6 odjezdových. To je celkem 48 křivek
modeluj́ıćı stavovou mř́ıžku pro všech 8 př́ıjezdových pruh̊u.

6.3 Model auta

Pro model auta jsem se rozhodl použ́ıt bicycle model představený v 2.4.3.
Godot nám zde znovu usnadnil práci, jelikož má v sobě již zabudovaný kine-
matický model určený právě pro simulováńı j́ızdy automobilu. Úpravou po-
zice kinematického modelu vzhledem ke středu scény jsme schopni určit pozici
středu zadńı nápravy. Auto se muśı v jakýkoliv moment nacházet v jednom
z následuj́ıćıch stav̊u:

1. IN QUEUE – Toto je prvńı stav, do kterého se auto dostane hned
po vytvořeńı. Ćılem auta nacházej́ıćı se v tomto stavu je postupně se
přibližovat k prostoru křižovatky a udržovat bezpečný odestup od auta
jedoućı před ńım.

2. APPROACHING INTERSECTION – Potom, co se auto dostane do
bĺızkosti křižovatky a je zachyceno oblast́ı k tomu určenou, auto bud’to
z̊ustane ve stavu IN QUEUE pokud se před ńım nacháźı nějaké ne-
odbavené vozidla a nebo začne zpomalovat až dokud nezastav́ı před
křižovatkou. Vzdálenost od křižovatky pro zahájeńı zpomaleńı můžeme
snadno vypoč́ıtat pomoćı

d =
∣∣∣∣∣vi · t+ a · t2

2

∣∣∣∣∣
kde t je čas potřebný ke změně rychlosti t = (vf−vi)

a , vi počátečńı rych-
lost, vf koncová rychlost a a mı́ra zrychleńı. Jelikož vf bude vždy 0,
můžeme výraz zjednodušit na

d = v2
i

2a

3. WAITING FOR TIMING – Auto čeká na správné načasováńı, kdy může
vjet do křižovatky, které obdržel od plánovače.

4. FOLLOWING PLAN – Auto následuje plán, který obdržel od plánovače.

5. FINISHED – Auto dokončilo pr̊ujezd křižovatkou a už je pouze na něm,
jak bude dál pokračovat. V moj́ı implementaci pokračuje ve svém pruhu
dokud nevyjede z mapy.
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Obrázek 6.1: Metoda v akci. Modře zvýraznéná oblast uprostřed je oblast
zachyceńı. Auta jsou barevně rozlǐsena podle stavu, ve kterém se nacháźı

Obrázek 6.2: Stavová mř́ıžka
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6.4 Detekce koliźı

Detekce koliźı je d̊uležitá součást každého plánovače. Předevš́ım muśı být ve-
lice rychlá, jelikož se volá v řádu tiśıc̊u až statiśıc̊u voláńı za jeden dotaz na
plán.

V mém řešeńı jsem se nechal inspirovat praćı Zieglera [50] a pro detekci
koliźı jsem použil aproximaci pomoćı disk̊u. Výhodou této metody je, že na
rozd́ıl od netriviálńıch útvar̊u jako jsou mnohoúhelńıky, je detekce koliźı pro
disky triviálńı. Vystač́ıme si zde pouze se 6 údaji. Jmenovitě poloha dvou disk̊u
x1, y1, x1, y2 a poloměry disk̊u r1, r2. Výpočet kolize pak vypadá následovně:√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 − r1 − r2 ≤ 0

Godot má sice v sobě zabudované prvky pro detekci koliźı (i mnoho-
úhelńık̊u), ovšem tyto prvky jdou použ́ıt pouze v reálném čase při běhu simu-
lace a né v mezi-sńımku tj. tam kde bude reálně prob́ıhat veškeré plánováńı. Je
to zp̊usobeno t́ım, že Godot detekuje jakékoliv kolize až na konci sńımku a né
dř́ıv. Byl jsem proto nucen si napsat vlastńı modul pro detekci koliźı s použit́ım
rovnice zmı́něné výše. I přestože Godot nedetekuje kolize uprostřed sńımku,
pozice těchto kolizńıch prvk̊u se aktualizuje okamžitě a pro modelováńı ko-
lizńıch disk̊u jsem tedy mohl použ́ıt již zabudovaný prvek CollisionShape2D.

6.5 Plánovač

Plánovač je motorem celého algoritmu. Je zodpovědný za naplánováńı indi-
viduálńıch profil̊u zrychleńı pro přij́ıžděj́ıćı AV. Tyto individuálńı plány vypa-
daj́ı jako vektor uspořádaných dvojic, kde každá dvojice reprezentuje akci a,
kterou má auto provést a čas t, do kdy má tuto akci vykonávat.

P = ((a0, t0), (a1, t1), . . . , (an, tn))

Akce a je celé č́ıslo z množiny a ∈ {−1, 0, 1}, kde auto i plánovač interpretuj́ı
−1 jako př́ıkaz ”zpomal“, 0 jako ”udržuj rychlost“ a 1 jako ”zrychli“. Časy t
jsou přirozená č́ısla odpov́ıdaj́ıćı času od vjezdu do křižovatky.

Strukturálně si můžeme plánovač rozdělit na dvě fáze — fáze zachyceńı
a fáze plánováńı. Ve fázi zachyceńı si plánovač vybere vhodnou podmnožinu
přij́ıžděj́ıćıch aut vzhledem k současným požadavk̊um na rychlost běhu pro-
gramu a optimalitu výsledku. Ve fázi plánováńı se vytvoř́ı jednotlivé plány.

6.5.1 Fáze zachyceńı

Základńım kamenem plánovače je oblast zachyceńı. To je oblast, kde pokud
auto do ńı vjede, tak t́ım oznamuje plánovači, že chce projet křižovatkou.
V tuto chv́ıli je povinnost́ı plánovače, aby autu naplánovala trasu. Oblast
zachyceńı můžeme vidět na obrázku 6.1 jako modrou oblast.
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Po vjet́ı auta do oblasti zachyceńı se plánovač dotáže auta, kudy chce jet,
jaká je jeho maximálńı rychlost, zrychleńı a v jakou dobu je nejdř́ıv scho-
pen dojet ke křižovatce. Plánovač si zároveň ulož́ı do paměti všechna auta,
které požádali o naplánováńı trasy od posledńı fáze plánováńı. Poté, co prvńı
auto z těchto uložených aut dojede ke křižovatce nebo je dosažen limit aut
k naplánováńı, plánovač začne plánovat všem uloženým aut̊um individuálńı
plán. Plánovač se tak dostane do fáze plánováńı.

6.5.2 Fáze plánováńı

V této fázi má plánovač k dispozici auta, která požádali o pr̊ujezd křižovatkou a
jejich kinematické vlastnosti jako je zrychleńı, současná rychlost a maximálńı
rychlost. Dále má k dispozici údaje o tom, kdy jednotlivá auta doraźı ke
křižovatce. Na základě těchto údaj̊u je potom schopen vytvořit jednotlivé
plány.

Plánovač funguje na principu prohledáváńı koordinačńıho prostoru X. Ten
je popsán v LaValleho práci: ”Pro m robot̊u, koordinačńı prostor X je defi-
nován jako m-dimenzionálńı jednotková hyperkrychle X = [0, 1]m . . . i-tá
souřadnice X reprezentuje doménu Si = [0, 1] cesty τi. Necht’ si znač́ı bod
v Si (je to také i-tý komponent x). Stav x ∈ X znač́ı konfiguraci každého
robota. Pro každého robota i, konfigurace qi ∈ Ci je dána jako qi = τi(si). Ve
stavu (0, . . . , 0) ∈ X jsou všichni roboti ve svých počátečńıch konfiguraćıch
qiI = τi(0) a ve stavu (1, . . . , 1) ∈ X jsou všichni roboti v jejich ćılových
konfiguraćıch qiG = τi(1). Jakákoliv spojitá cesta h : [0, 1] → X, pro kterou
h(0) = (0, . . . , 0) a h(1) = (1, . . . , 1), dostane roboty do jejich ćılové konfigu-
race.“ [4, vlastńı překlad] Bohužel takovýto koordinačńı prostor definuje pouze
pozici a natočeńı každého robota. V mém řešeńı si potřebuji nav́ıc ukládat
rychlost. Koordinačńı prostor potom tedy vypadá jako m-tice dvojic pozice a
rychlosti:

X = (s, v)m s ∈ [0, 1], v ∈ [0, vmax]
Prohledáváńı zač́ıná v počátečńı konfiguraci x = ((0, 0)1, (0, 0)2, . . . , (0, 0)m).
Ćılových konfiguraćı existuje nekonečně mnoho, jelikož je nám jedno, jakou
budou mı́t jednotlivá auta na konci rychlost. Prohledáváńı prob́ıhá zkoušeńım
r̊uzných profil̊u zrychleńı A = (a1, a2, . . . , am) po nějakou dobu t, kde ai ∈
{−1, 1} je př́ıkaz pro auto i, jestli má zrychlit či zpomalit. Auta tedy můžou
v jeden moment bud’to zrychlovat nebo zpomalovat. T́ımto nám vzniká graf,
kde uzly odpov́ıdaj́ı jednotlivým konfiguraćım a hrany profil̊um zrychleńı.
Vhodným zvoleńım t jsme pak schopni ovládat mı́ru diskretizace koordinačńıho
prostoru a tedy i velikost grafu. Dále bylo nutné naimplementovat omezeńı,
aby rychlost jednotlivých aut z̊ustala v rozsahu vi ∈ [0, vmax]. Tedy auto bude
zrychlovat, potažmo zpomalovat, pouze pokud je to možné.

Prohledávaj́ı se nejdř́ıv konfigurace s nejmenš́ım součtem ceny a heuris-
tické funkce. Jelikož v nejlepš́ım př́ıpadě by auta proj́ıžděj́ıćı křižovatkou
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pouze zrychlili na svoj́ı maximálńı rychlost a z̊ustali by tak až dokud by ne-
dosáhli konce své cesty, konfigurace s nejmenš́ı cenou jsou zde definovány jako
nejmenš́ı kumulativńı počet instanćı, kdy auta byla nucena zpomalit. K tomu
je ještě připočtena heuristická funkce, která poč́ıtá vzdálenost současné kon-
figurace od ćılové. Jelikož konfigurace nejbĺıž ćılové konfiguraci jsou zároveň
nejdál od počátečńı, při implementaci jsem volil druhý zp̊usob a pro každou
konfiguraci jsem si ukládal počet krok̊u z počátečńı konfigurace do ćılové. Vy-
hnul jsem se tak explicitńımu poč́ıtáńı heuristické funkce jelikož stačilo seřadit
konfigurace nejdř́ıv podle nejnižš́ı ceny a pak konfigurace se stejnou cenou
podle vzdálenosti od počátečńı konfigurace.

V potaz jsem taky musel brát fakt, že auta přij́ıžděj́ıćı na křižovatku nebu-
dou přij́ıždět ke křižovatce ”pěkně“ a jelikož nemá smysl, aby prvńı auto, co
dojede ke křižovatce, muselo čekat na ostatńı, počátečńı konfigurace tak neńı
úplně pravdivá, jelikož se některé auta ještě nenacháźı na svých počátečńıch
pozićıch. Z tohoto d̊uvodu se ve fázi zachyceńı plánovač dotazoval aut na
jejich odhadovanou dobu př́ıjezdu aby tyto časováńı mohl vźıt v potaz a
neplánoval jim, jestli maj́ı zrychlovat či zpomalovat ještě předt́ım, než bu-
dou v̊ubec schopni dorazit ke křižovatce. Analogicky stejné plat́ı i pro ćılovou
konfiguraci. Jakmile auta dosáhnou konce cesty, nemuśı čekat na ostatńı, ale
prostě pokračuj́ı dál v j́ızdě.

Po dosažeńı jedné z ćılových konfiguraćı plánováńı konč́ı. Dále už jen re-
konstruujeme jednotlivé plány zpětným následováńım grafu zpět do počátečńı
konfigurace. Nakonec plánovač odešle jednotlivé plány zpět aut̊um a zároveň
jim dodá nové časováńı, kdy by měli vjet do křižovatky, pokud muśı počkat
než projedou ostatńı auta.
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Kapitola 7
Výsledky

V této části práce porovnáme náš navržený plánovač se současnými řešeńımi
a otestujeme náš algoritmus na několika experimentech.

7.1 Srovnáńı

K porovnáńı se současnými řešeńımi jsem použil metriky od Shravana předsta-
vené v 4.2. Výsledky jsou zapsané v tabulce 7.1. Jelikož se jedná o dost sub-
jektivńı metriky, v následuj́ıćı části textu se pokuśım popsat a od̊uvodnit tyto
výsledky.

Škálovatelnost je na jednu stranu dobrá v tom, že nejsme omezeni počtem
přij́ıžděj́ıćıch aut. Můžeme mı́t natvrdo určený limit, kolik jsme v jeden mo-
ment schopni pojmout maximálńı počet aut. Dále pak můžeme určit jem-
nost diskretizace koordinačńıho prostoru. Dı́ky těmto dvěma ovladatelným
prvk̊um jsme schopni metodu využ́ıt i na větš́ıch křižovatkách s hustš́ım pro-
vozem, ovšem za cenu slabš́ı optimálnosti. Je tedy nutné zvážit výpočetńı śılu
plánovače a rozhodnout se mezi rychlost́ı hledáńı řešeńı a optimálnost́ı nale-
zeného řešeńı. Z tohoto d̊uvodu jsem bod škálovatelnosti určil jako středńı.

Algoritmus Škálovatelnost Strávený čas Hladkost Využit́ı prostoru Heterogenita
[27] Skvělá Středńı Zrychleńı Středńı Vysoká
[34] Skvělá Nı́zký Zrychleńı Středńı Vysoká
[40] Slabá Vysoký Ryv Konzervativńı Nı́zká až Středńı

Naše metoda Středńı Nı́zký Zrychleńı Konzervativńı Středńı
Algoritmus Robustnost Všestrannost Potřebná data Ochrana dat

[27] Ztráta zprávy Upravitelná Středńı Slabá
[34] Nı́zká Středńı Nı́zká Limitovaná
[40] Žádná Nı́zká Vysoká Limitovaná

Naše metoda Nı́zká Upravitelná Nı́zká Slabá

Tabulka 7.1: Porovnáńı algoritmů s využit́ım metrik z 4.2, Zdroj: [26]
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7. Výsledky

Čas strávený na křižovatce je už z definice našeho řešeńı minimálńı. Pláno-
vač hledá pomoćı diskretizace koordinačńıho prostoru výsledky s nejmenš́ım
počtem kumulovaného zpomaleńı všech aut. Kdyby výpočetńı výkon nebyl
problém, mohli bychom jemnost diskretizace ponechat na minimálńı možné,
tj. každý sńımek, a t́ım naj́ıt lokálně optimálńı řešeńı. Bylo by pouze lokálně
optimálńı jelikož bereme v potaz pouze určitou podmnožinu přij́ıžděj́ıćıch aut
a né všechny.

Hladkost je př́ımočará. Bereme v potaz pouze pohyby s konstantńım zrych-
leńım a ∈ {−1, 0, 1} škálované nějakou konstantou, tedy hladkost je zrychleńı.
Tato metrika bohužel nebere v potaz hladkost laterálńıho zrychleńı, což je
škoda, protože s ručně navrženými křivkami jsme schopni doćılit nejen efek-
tivńıho pr̊ujezdu křižovatkou, ale d́ıky limitováńı maximálńı povolené rychlost́ı
i pocit př́ıjemné j́ızdy.

Využit́ı prostoru je d́ıky limitováńı se pouze na stavovou mř́ıžku a ne-
uvažováńı všech možných proveditelných cest poněkud konzervativńı. K tomu
nedopomáhá ani fakt, že detekce koliźı je založená pouze na hrubých odha-
dech pomoćı disk̊u a tedy auto tedy při plánováńı zab́ırá v́ıce mı́sta, než by
doopravdy měl. To je bohužel nutný ústupek pro vytvářeńı plánu v reálném
čase.

Co se týče heterogenity, tak tady jsme schopni pojmout auta libovolných
tvar̊u a velikost́ı. Ovšem tato auta muśı splňovat kinodynamické vlastnosti
navržené stavové mř́ıžky a připrav́ıme se t́ım tak o určitou množinu aut. Z to-
hoto d̊uvodu jsem určil heterogenitu jako středńı.

V mém řešeńı téměř v̊ubec neberu v potaz, že by auta nebyla schopna
následovat svou určenou trasu navrženou plánovačem. Jedinou záchranou je
zde již dř́ıve zmı́něná nepřesnost v detekci koliźı, která testuje auta větš́ı,
než doopravdy jsou a tedy s určitou mı́rou nepřesnosti jsme si ještě schopni
poradit.

Všestrannost je upravitelná, jelikož jsme sice schopni navrhnout stavovou
mř́ıžku pro jakýkoliv druh křižovatky, ovšem tento krok neńı automatizovaný
a je zapotřeb́ı člověka aby nám ji navrhl. Tento krok by se dal potencionálně
automatizovat vzali bychom auto s pr̊uměrnými kinodynamickými vlastnostmi
a podle něj navrhli stavový prostor pro celou křižovatku podobně jako v [45].

Navrhovaná metoda nepotřebuje ke svému běhu téměř žádná data. Vysta-
č́ıme si pouze se zrychleńım, maximálńı rychlost́ı a odhadovaným př́ıjezdem
ke křižovatce. O vše ostatńı se už postará plánovač. Zátěž na potřebná data
je tedy ńızká.

Posledńı metrika, která nám zbývá, je ochrana dat. Vnitřńı vadou všech
centralizovaných řešeńı je fakt, že data se muśı pośılat plánovači někam na
centralizovaný server, č́ımž do systému zavád́ıme r̊uzné slabiny a potencionálńı
mı́sta útoku. Ochrana dat je tedy slabá.

38



7.2. Experimenty

7.2 Experimenty

Plánovač jsem podrobil několika experiment̊um — pr̊uměrný čas strávený na
křižovatce, pr̊uměrná doba trváńı výpočtu plánu a propustnost křižovatky
v závislosti na jemnosti diskretizace a maximálńım počtu plánovaných aut.
Propustnost́ı je myšleno kolik aut projede křižovatkou za jednu sekundu.
Všechny měřeńı prob́ıhaly za stejných podmı́nek s maximálńı rychlost́ı vmax =
4 a intervalem generováńı aut zaručuj́ıćı zahlceńı křižovatky t = 250ms po
dobu 50 sekund. Zároveň byli auta generovány pseudonáhodně, tj. auta přij́ıž-
děli ve stejném pořad́ı pro všechna měřeńı. Propustnost se začala měřit až po
projet́ı prvńıho auta křižovatkou. Výsledky experiment̊u jsou zapsány v heat
mapách 7.2, 7.3 a 7.4. V tabulce je zapsaná jemnost diskretizace jako frekvence.
Je t́ım myšlena frekvence uzl̊u diskretizovaného grafu vzhledem ke spojitému,
tj. graf, kdy by každá hrana odpov́ıdala jednomu sńımku. V tabulkách chyb́ı
data u měřeńı, kde výpočet jediného plánu trval déle jak minutu.

Z výsledk̊u měřeńı je zřejmé, že pokud je naš́ım ćılem optimálnost nale-
zeného plánu, je nejlepš́ı volit co nejmenš́ı jemnost diskretizace a co největš́ı
počet aut braný v potaz při výpočtu plánu. V reálném světě ovšem potře-
bujeme zohlednit i čas potřebný k výpočtu plánu. Zde se zdá být efektivněǰśı
zvětšit jemnost diskretizace než plánovat pro v́ıce aut zároveň. To je docela
očekávaný výsledek, jelikož každé auto nav́ıc znamená daľśı dimenzi v koor-
dinačńım prostoru, č́ımž se problém značně zt́ıž́ı.
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7. Výsledky

Maximálńı počet aut
Frekvence 1 2 3 4 5

100 3.886948 3.719979 3.646858 3.520490 3.637231
50 3.048324 2.791661 2.778490 2.790080 2.736090
20 2.645412 2.437302 2.238708 2.300929 2.169250
10 2.445365 2.106272
5 2.113249

Tabulka 7.2: Pr̊uměrný čas strávený na křižovatce

Maximálńı počet aut
Frekvence 1 2 3 4 5

100 0.005105 0.011098 0.015279 0.021137 0.022577
50 0.005258 0.011841 0.026054 0.035841 0.024062
20 0.007923 0.038461 0.132248 1.938664 1.555990
10 0.018707 0.465379
5 0.415512

Tabulka 7.3: Pr̊uměry čas̊u výpočtu plánu

Maximálńı počet aut
Frekvence 1 2 3 4 5

100 1.752216 1.810021 1.868182 1.874510 1.790575
50 2.127677 2.233949 2.233839 2.338038 2.382613
20 2.472183 2.555453 2.737928 2.712895 2.861891
10 2.611324 2.891715
5 2.913879

Tabulka 7.4: Propustnost
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Závěr

Ćılem této práce bylo prostudovat algoritmy plánováńı spojitého pohybu v́ıce
entit a na základě provedené rešerše navrhnout vlastńı metodu. V teoretické
části práce jsme zjistili, co každý z těchto pojmů obnáš́ı. Představili jsme si
r̊uzné matematické reprezentace model̊u aut, moderńı plánovaćı algoritmy a
současná řešeńı problému křižovatky. Navrhli jsme vlastńı metodu postavenou
na konstrukci stavové mř́ıžky, diskretizaci koordinačńıho prostoru a prohledáńı
tohoto prostoru pomoćı A*.

Pro implementaci byl použit herńı engine Godot a skriptovaćı jazyk GD-
Script. To se nakonec ukázalo jako docela dvousečná zbraň, jelikož na jednu
stranu jsme dostali jednoduchost a rychlost psańı kódu podobnou Pythonu, ale
na druhou stranu jsme také dostali rychlost exekuce kódu podobnou Pythonu.
Tohle je zkrátka nevyhnutelná slabina při použ́ıváńı interpretovaných jazyk̊u
jako je GDScript. Naštěst́ı d́ıky vhodnému zvoleńı parametr̊u algoritmu jsme
byli schopni i tuto slabinu překonat a dostat tak plánovač, který je schopen
pracovat v reálném čase ačkoliv se slabš́ı optimalitou.

Jednou z potenciálńıch optimalizaćı je namı́sto GDScriptu použ́ıt rozhrańı
GDNative pro psańı kódu v C či C++. Minimálně modul pro detekci koliźı by
z této změny mohl značně benefitovat. Potencionálně by se mohlo zvážit při
znatelném zrychleńı i použit́ı v́ıce disk̊u pro jedno auto pro lepš́ı aproximaci
tvaru auta. Avšak tuto změnu jsem nenaimplementoval a mı́ra potencionálńıho
zrychleńı tak z̊ustává otázkou budoućı práce.
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1996, roč. 12, č. 4, s. 566–580.

15. BRANICKY, Michael S; LAVALLE, Steven M; OLSON, Kari; YANG,
Libo. Quasi-randomized path planning. In: Proceedings 2001 ICRA. IEEE
International Conference on Robotics and Automation (Cat. No. 01CH37164).
2001, sv. 2, s. 1481–1487.

16. BOHLIN, Robert; KAVRAKI, Lydia E. Path planning using lazy PRM.
In: Proceedings 2000 ICRA. Millennium Conference. IEEE Internatio-
nal Conference on Robotics and Automation. Symposia Proceedings (Cat.
No. 00CH37065). 2000, sv. 1, s. 521–528.

17. LAVALLE, Steven M et al. Rapidly-exploring random trees: A new tool
for path planning. 1998.

18. KARAMAN, Sertac; FRAZZOLI, Emilio. Incremental sampling-based
algorithms for optimal motion planning. Robotics Science and Systems
VI. 2010, roč. 104, č. 2.

19. KARAMAN, Sertac; FRAZZOLI, Emilio. Sampling-based algorithms for
optimal motion planning. The international journal of robotics research.
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35. ONIEVA, Enrique; HERNÁNDEZ-JAYO, Unai; OSABA, Eneko; PE-
RALLOS, Asier; ZHANG, Xiao. A multi-objective evolutionary algori-
thm for the tuning of fuzzy rule bases for uncoordinated intersections in
autonomous driving. Information Sciences. 2015, roč. 321, s. 14–30.
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https://deldot.gov/Publications/manuals/road_design/pdfs/revisions062811/07_Intersections.pdf




Př́ıloha A
Seznam použitých symbol̊u

W svět

C konfiguračńı prostor

Cobs kolizńı konfigurace

Cfree nekolizńı konfigurace

X koordinačńı prostor

R reálná č́ısla

S kružnice

O oblast překážek

⊕ Minkowského suma

q konfigurace

qI počátečńı konfigurace

qG koncová / ćılová konfigurace

τ spojitá dráha

U potenciál

Uatt kladný potenciál

Urep záporný potenciál
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Př́ıloha B
Seznam použitých zkratek

AV autonomńı vozidlo

PRM probabilistic road map

RRT rapidly-exploring random tree

RRG rapidly-exploring random graph

RRT* stromová varianta RRT

GDPR general data protection regulation
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Př́ıloha C
Obsah p̌riloženého CD

readme.txt .................................. stručný popis obsahu CD
project

src....................................zdrojové kódy implementace
dist...................adresář se spustitelnou formou implementace

thesis
src..........................zdrojová forma práce ve formátu LATEX
thesis.pdf............................. text práce ve formátu PDF
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