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Abstrakt

Tato prace se zabyva datovou strukturou vyhledavaci strom, predevsim jejimi
typy. V préci je detailné popsan vyhledavaci strom, jednotlivé typy vyhleda-
vacich stromd, jejich vyhody, nevyhody, vlastnosti a priklady vyuziti.

Literarni reserse se zabyva popisem a rozborem typu vyhledavaciho stromu,
praktickd Cast prace navazuje na reSersi implementaci uvedenych typia v ja-
zyku C++, pripravou dat, pomoci kterych budou implementace testovany,
a porovnanim vykonnosti jednotlivych implementaci. Vykonnost implementaci
uvedenych typt je méfena pro pripravena data, pripravené scénare a ndhodna
data na univerzitnim vypocetnim svazku STAR.

Vytvorené implementace dosahuji v porovnani s implementacemi z kniho-
ven C++ podobnych, v nékterych pripadech i lepsich, vysledkti. Porovnani
také ukazuji pripady, v kterych je vhodné typy vyuzit nehledé pouze na
asymptotické slozitosti.

Klicova slova vyhledavaci strom, binarni vyhledavaci strom, strom,
cerveno-Cerny strom, strom, splay strom, treap, scapegoat strom, vihové
vyvazeny strom, (a,b)-strom, C++
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Abstract

This thesis is about data structure search tree, especially about different types
of search trees. This thesis describes chosen search tree types, their advantages,
disadvantages, traits and examples of their usage.

Analytical part contains description and analysis of search tree and differ-
ent search tree types, practical part follows up with implementation of types
researched in analytical part in C++ language, generation of data for test-
ing and comparison of implemented types for generated data on university
computer cluster STAR.

Created implementations achieve similar and in some cases better results
than implementations imported from C++ libraries. Comparison also shows
use cases of different search tree types notwithstanding only on asymptotic
complexities.

Keywords search tree, binary search tree, tree, red-black tree, [A__AI
tree, splay tree, treap, scapegoat tree, weight-balanced tree, (a,b)-tree, C++
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Uvod

Jelikoz je vyhledavaci strom cCasto pouzivana datova struktura a spravny vy-
bér typu vyhledavaciho stromu je klicovy pro ¢asovou a pamétovou slozitost
programu, je vybér spravného typu vyhledavaciho stromu velmi dilezity. Tato
struktura se také casto vyuziva pro implementaci abstraktnich datovych struk-
tur (naptiklad pro implementaci prioritni fronty nebo pro implementaci aso-
ciativnich poli), dalsi vyuziti nachédzeji vyhleddvaci stromy v databédzich nebo
pri fazeni prvkl mnoziny algoritmem tree sort.

V ramci teoretické ¢asti prace je predstavena datova struktura vyhledavaci
strom a moznosti implementace této datové struktury. Teoretickd ¢ast je roz-
délena na dvé kapitoly. V prvni kapitole se nachazi definice, popis a moznosti
implementace vyhledavacich stromt. Druhé kapitola pojednava o jednotlivych
typech vyhledévacich stromt, jejich vyhod, nevyhod a dalsich vlastnosti.

Prakticka c¢ast je také rozdélena na dvé kapitoly a zacina kapitolou, v které
je popsana implementace typtu uvedenych v teoretické ¢asti a priprava vstup-
nich dat pro méfeni rychlosti. V posledni kapitole dochazi k porovnani vytvo-
fenych implementaci pro pripravena vstupni data a scénafe.

Cilem teoretické Casti bakalarské price je reserse nasledujicich typt vyhle-
déavacich stromi: , erveno-cerny, , splay, treap, (a,b), , scapegoat
a nevyvazeny

Diléim cilem praktické ¢asti je implementace vyse uvedenych typt vyhle-
davacich stromu v jazyce C++. Dalsim cilem je priprava vhodnych vstupnich
dat a algoritmt pro testovani vytvorenych implementaci. Navazujicim tko-
lem na predchozi body je porovnani vykonnosti implementaci v knihovnach
jazyku C++ a implementaci vytvorenych v rdmci této price pro pripravend
data a algoritmy a nasledna diskuze dosazenych vysledku.

Prinosem této prace je srozuméni ¢tendre s jednotlivymi typy vyhledava-
cich stromu, jejich vlastnostmi a pripady, pro které je vhodné uvedené typy
vyuzit. Ctenaf by po precteni prace mél byt schopen vybrat idealni typ vy-
hledavaciho stromu pii praci, kde je vhodné jejich vyuziti. Dalsim pfinosem



UvoDp

je knihovna s uvedenymi typy vyhleddvaciho stromu, ktera je v ramci préace
vytvorena.



KAPITOLA

Vyhledavaci strom

Pro definici, popis vyhledavaciho stromu a popis jeho typu se museji nejdiive
uvést nékteré definice.

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1 (Strom). Graf G je strom pravé tehdy, kdyz je graf G souvisly
a neobsahuje kruznici.

Definice 2 (Zakofenény graf). Dvojice (G,v), kde G = (V, E) jegrafav € V,
je zakorenény graf s kofenem v.

Definice 3 (Cesta v grafu). Cesta v grafu G = (V, E) mezi vrcholy vy a vy
je posloupnost vrchola v, vy, ..., vk, kde Vi € {0,...,k} : v; € V, takova, ze
pro Vj € {0,...,k — 1} : {vj,vj41} € E a jeji délka je k. Pokud jsou vrcholy
cesty vg = v, pak je délka této cesty 0.

Pokud ve stromu existuje cesta vg, v1, ..., vE_1, Vg, kde vg je koren stromu,
je vrchol vi_1 oznacovan jako rodi¢ vrcholu vy a vrchol vg synem vrcholu vg_1.
Existuje-li i vrchol vg_9 je tento vrchol oznacovan jako prarodic¢ vrcholu wvy.

Definice 4 (Hloubka vrcholu). Hloubka vrcholu v € V' ve stromu T = (V, E),
oznacovana h(v), je délka cesty mezi vrcholem v a kofenem stromu 7.

Definice 5 (Hloubka stromu). Pro hloubku h stromu 7' = (V, E) plati h =
max{h(v)|v € V'}.

Definice 6 (Podstrom stromu). Podstrom 77 = (V', E’) ve vrcholu v, ozna-
¢ovan jako T'(v), stromu T = (V, E) je zakorenény strom, pro ktery plati, ze
V' obsahuje kofen v a vrcholy, mezi kterymi v grafu T existuje takovd cesta,
jejiz vSechny vrcholy maji vétsi nebo stejnou hloubku jako v.

3



1. VYHLEDAVACI STROM

Nyni je jiz mozné uvést grafovou definici vyhledavaciho stromu. Pro lepsi
pochopitelnost a konzistenci bude prace obsahovat vsechny definice a popisy
operaci vyhledavaciho stromu pro operator <, vyhledavaci stromy lze pouzit
i pro nékteré jiné rela¢ni operatory.

Definice 7 (Vyhleddvaci strom). Vyhledavaci strom je zakofenény strom
G = (V,E) s ur¢enym poradim synu kazdého vrcholu a vrcholy vyhledava-
ciho stromu se déli na vnitini a vnéjsi.

Vnitini vrcholy maji libovolny nenulovy pocet kli¢i. Vrchol obsahujici klice
Z1,...,Zx Ma k+ 1 synu sq, ..., Sk, pro tyto klice a jejich syny plati: T'(sg) <
r1 <T(s1) <x2 < -+ <xp—1 <T(sk-1) <z < T(sk), kde T'(s;) je mnozina
vsech kli¢i v podstromu urc¢eném vrcholem s;.

Vnéjsi vrcholy neobsahuji zadna data ani klice, nemaji zddné syny a jsou
to listy vyhledavaciho stromu.

Vnéjsi vrcholy se v nékterych zdrojich, naptiklad v [, 2], neuvadi, jelikoz
neobsahuji klice. Pro ptehlednost nebudou znazornény ani na ilustracich v této
praci.

Dalsimi dilezitymi pojmy pro popis vlastnosti vyhledavaciho stromu a ope-
raci jeho typu jsou asymptotické, jejichz definice a popis se nachézi v [3],
a amortizované slozitosti, které jsou popsany v [4].

1.2 Operace vyhledavaciho stromu
Dle [5] jsou zakladnimi operacemi vyhledavaciho stromu 7" operace:

« insert(x) — operace slouzici pro vlozeni nového prvku do stromu. Po-
kud strom 7' neobsahuje vrchol s klicem z, pak je vytvoren novy vrchol
a vlozen do stromu T na prislusné misto urcené podle pravidel stromu,
pokud jiz strom T obsahuje vrchol s klicem x, pak se do stromu novy
vrchol nevklada a struktura zistava nezménéna.

o delete(x) — operace slouzici pro odstranéni prvku ze stromu. Pokud
strom 7' neobsahuje vrchol s klicem z, pak se zadny vrchol neodstra-
nuje a struktura se neupravuje, pokud ovsem strom 7' obsahuje vrchol
s klicem z, pak je tento vrchol odstranén a strom je upraven tak, aby
i nadale splnoval pravidla prislusného typu.

o search(x) (nékdy oznacovéna jako find(x)) — operace pro vyhledavani
ve stromu. Pokud strom 7" obsahuje vrchol s klicem x, pak je tento vrchol
operaci vracen.

Vzhledem k priichodu stromem po cesté mezi kofenem a vnitinim vrcholem,
jejiz délka je maximalné h. Je spodni asymptoticka ¢asova slozitost zakladnich
operaci Q(h).

4



1.3. Vyuziti

Strom miize obsahovat i rozsifujici operace, [6] uvadi jako nejcastéjsi roz-
situjici operace:

o min(), respektive max() — operace, kterd ziskd minimalni, respektive
maximalni, kli¢ stromu 7.

o pred(v), respektive succ(v) — operace vraci predchudce (nejvyssi nizsi

sV,

o preorder() — vypiSe nebo ulozi kli¢e pfi rekurzivnim pruchodu stromem,
zacne v kofeni stromu 7' a pro kazdy kli¢, ktery je navstiven, nejdiive
vypise nebo ulozi hodnotu navstiveného klice, pak je tato operace prove-
dena pro levého syna a na zavér je provedena pro pravého syna urceného
navstivenym klicem.

o inorder() — vypise nebo ulozi kli¢e pfi rekurzivnim pruchodu stromem,
zacne v kofeni stromu 7" a pro kazdy navstiveny kli¢ se operace nejdrive
provede pro levého syna urc¢eného navstivenym klicem, poté se vypise
nebo ulozi hodnota navstiveného klice, a na zavér je tato operace pro-
vedena i pro pravého syna, vystupem inorder pruchodu je sefazena
posloupnost kli¢a ve vyhleddvacim stromu.

o postorder() — vypise nebo ulozi kli¢e pfi rekurzivnim prichodu stro-
mem, funguje jako predchozi operace, ale nejdiive je operace provedena
pro syny a az na zaver je vypsan nebo ulozen navstiveny klic.

1.3 Vyuziti

Vyhledéavaci strom je vhodné datova struktura pro reprezentaci dat, ktera by
méla byt po dobu pouzivani sefazena, aby bylo umoznéno vyhodnéjsi vyhleda-
vani v mnoziné dat. Jeho hlavni vyhodou, pokud se jednéd o vyvazeny vyhle-
dévaci strom (jeho hloubka je O(logn)), je asymptotickd Casovd sloZitost za-
kladnich operaci O(logn), kterd je dle [[7] nejlepsi dosazitelna pro vyhleddvani
v mnoziné. Vyhodou oproti sefazenému poli je rychlejsi provadéni operaci pro
vkladani a odebirani. Vyhledavaci stromy se proto casto vyuzivaji v databa-
zich. Dalsi vyuziti nachazeji napiiklad jako datova struktura pro implementaci
abstraktnich datovych struktur (napriklad slovnik, mnozina, prioritni fronta)
a v algoritmu tree sort, ktery seradi data postupnym vkladanim vsech dat
do vyhledavaciho stromu a sefazend data pak ziskd inorder pruchodem.

1.4 Moznosti implementace

O casové a pamétové slozitosti konecné implementace vyhleddvaciho stromu
rozhoduje hned nékolik faktort, jednim z hlavnich faktort je zptisob implemen-
tace. Zpusob implementace rozhoduje o nékolika dolnich hranicich ¢asovych
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1. VYHLEDAVACI STROM

a pamétovych slozitosti operaci, proto je i vybér zptusobu implementace dile-
Zity.

Obrazek 1.1: Priklad vyhledavaciho stromu

1.4.1 Jednosmérny spojovy seznam

Tento princip je velice jednoduchy na pochopeni i na implementovani. Staci
vytvorit jednoduchou strukturu ¢i ttidu, kterd bude reprezentovat vnitini vr-
choly a bude obsahovat atributy pro hodnoty kli¢t a ukazatele na syny, hrany
jsou realizovany pomoci nastaveni ukazateld na syny, které tvoii stejna struk-
tura se spravné nastavenymi hodnotami atribut, pokud je néjaky syn vniti-
niho vrcholu vrchol vnéjsi, pak je pouzit jako ukazatel na tohoto syna ukazatel
nulovy. PTi préci s touto implementaci si musi programator pamatovat pouze
ukazatel na kofen stromu.

Vyhodou implementace pomoci jednosmérného spojového seznamu je jed-
noduchost implementace a dobré rozsititelnost stromu o dalsi vrcholy. Nevy-
hodou jsou neoptimalni pamétové naroky na kazdy vrchol (pro kazdy vrchol
se musi vytvorit dva ukazatele a jeden kli¢) a zvyseni spodni ¢asové slozitosti
nékterych operaci (napiiklad vréceni sefazeného pole). Pfi implementaci né-
kterych vyvazovacich vyhledavacich stromi je také nevyhodny fakt, ze vrcholy
neobsahuji informaci o rodicovi a je proto nutné ukladat cestu, kterou se pri
prichodu stromem postupuje, do paméti.

1.4.2 Obousmérny spojovy seznam

Implementace obousmérnym spojovym seznamem se odlisuje od implementace
jednosmérnym spojovym seznamem pouze tim, ze vytvorend struktura obsa-
huje i referenci na rodice, koren stromu mé jako ukazatel na rodi¢e nulovou
referenci a vnéjsi vrcholy zustavaji nulovymi referencemi.

Obousmérny spojovy seznam piebird vyhody a nevyhody od jednosmér-
ného s drobnymi odlisnostmi. Velikost struktury pro vrchol je vétsi o jeden
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vvvvvv

ukladat cestu, kterou se prochéazi, do paméti.

1.4.3 Serazené pole

Jeden zptisob implementace pomoci pole udrzuje sefazené vrcholy podle kli¢d,
které strom obsahuje, v poli. Vzhledem k sefazeni pole je jisté, ze vSechny
prvky z levého podstromu vybraného klice jsou v poli ulozeny na nizsim indexu,
nez ma vybrany kli¢, a vSechny prvky pravého podstromu vybraného klice jsou
v poli na vyssim indexu.

V poli lze spocitat index kofene stromu vzhledem k typu vyhledavaciho
stromu. Také plati, ze podstrom stromu je stromem stejného typu a je mozné
spocitat i index korene daného podstromu, tedy index daného syna. Tato vlast-
nost se vyuziva pro pruchod stromem. Pro ukézku ulozeni dat v paméti pri

implementaci pomoci sefazeného pole viz obrazek [1.2, ve kterém jsou uloZeny
klice z binarniho stromu na obrazku [L.1|, Sipky v obrazku ukazuji na syny
vrcholu.

Implementace vyhledavaciho stromu, ktery bude ve vSech svych hladinach
maximalné naplnén po celou dobu pouzivani, pomoci pole umoznuje ukladat
pouze kli¢e vrcholi a dosdhnou tak optiméalniho ulozeni dat do paméti. Pak je
ale nutné upravit nékteré operace, napriklad nahrazenim operaci odstranovani
a vkladani operaci, kterd upravi kli¢ vrcholu a pak upravi strom tak, aby
splnoval podminky. Pokud strom nebude vzdy maximalné naplnén, je nutno
oznacit vnéjsi vrcholy, které se nenachézi v posledni hladiné stromu.

Hlavni vyhodou této implementace je moznost dosazeni efektivniho ulozeni
kli¢t do paméti bez zbytetného vyuziti paméti navic. Dalsi diléi vyhodou je
sefazenost kli¢ v poli, tato vlastnost je vhodna napriklad pro algoritmus
tree sort a primy pfistup do mnoziny (vybér n-tého nejvétsiho prvku).

Hlavni nevyhodou je nutnost velikosti pole podle hloubky stromu, nikoliv
podle poctu vrcholi jako u implementace pomoci spojovych seznami, a tedy
pridanim jednoho vrcholu se mohou pozadavky na pamét exponencialné zvysit.
Dalsi nevyhodou je velmi neefektivni vyuziti paméti pro stromy, které jsou
zaroven ridké a hluboké.

S N N
22 124126130 32|42 | 46

Obrazek 1.2: Ulozeni dat ze stromu na obrazku EI pri implementaci pomoci
sefazeného pole
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1.4.4 Pole po hloubkach

Dalsi zpiisob implementace pomoci pole je ukladani po hloubkéach stromu. Na
prvni pozici pole je ulozen kofen stromu, na dalsich pozicich jsou jeho synové,
déle synové synu atd. (pro bindrni strom je levy syn vrcholu na indexu n ulozen
na indexu 2n + 1 a pravy na indexu 2n + 2). Pro ukazku uloZeni dat v paméti
pri implementaci pomoci pole po hloubkach viz obrazek [L.3, ve kterém jsou
ulozeny kli¢e z binarniho stromu na obrazku [l.1], Sipky v obrazku ukazuji na
syny vrcholu.

Vyhodou je opét moznost efektivniho ulozeni klich do paméti. Dalsi vy-
hodou je jednodussi nalezeni rodi¢e vrcholu a hlavni nevyhody jsou totozné
s hlavnimi nevyhodami uchovavani dat v serazeném poli, tedy neoptimalni
vyuziti dat pro ridké a hluboké stromy a exponencidlni nartst pamétovych

pozadavki.

30|24 |42 |22 |26 | 32 | 46
\/W

Obrazek 1.3: Ulozeni dat ze stromu na obrazku El] pri implementaci pomoci
pole po hloubkach




KAPITOLA 2

Typy vyhledavacich stromu

2.1 Nevyvazeny binarni vyhledavaci strom

Definice 8 (Bindrni strom). Bindrni strom je strom, ktery je zakofenény
a kazdy vrchol mé nejvyse dva syny, z nichz jeden je levy a jeden je pravy.

Definice 9 (Binarni vyhleddvaci strom). Bindrni vyhleddvaci strom je bindrni
strom, v jehoz kazdém vrcholu v je ulozen unikatni kli¢ k(v). Déle plati Va €
T((v)) : k(a) < k(v) a Vb € T(r(v)) : k(v) < k(b), kde I(v), respektive r(v)
predstavuji levého, respektive pravého syna vrcholu v.

2.1.1 Zakladni operace

Dle [8] vSechny zdkladni operace stromu postupné prochazeji od kotenu
k listim stromu a na kazdé hladiné je navstiven pouze jeden vrchol. Postup
je dikladnéji popsan nize.

Vyhledavani v nevyvazeném

Pri vyhleddvani v nevyvazeném se postupné prochézi stromem podle hod-
noty hledaného klice, pokud je hledany kli¢ mensi nez kli¢ sou¢asného vrcholu,
pokracuje vyhledavani v levém podstromu soucasného vrcholu, pokud je hle-
dany kli¢ vétsi nez kli¢ soucasného vrcholu, pak je navstiven podstrom pravy
a nenastane-li ani jedna z predchozich moznosti, pak je hledany kli¢ roven
soucasnému vrcholu a vrchol byl nalezen. Pokud je pii vyhleddvani navstiven
vrchol vnéjsi, pak strom hledany kli¢ neobsahuje.

Vkladani do nevyvazeného

Pri vkladani nového prvku do nevyvazeného se postupné prochéazi stro-
mem podle hodnoty vklddaného klice jako pri vyhledavani. Pri nalezeni vr-
cholu s klicem totoznym s vkladanym klicem se operace neprovede, pokud
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2. TYPY VYHLEDAVACICH STROMU

ale pri pruchodu stromem bude navstiven vrchol vnéjsi, bude vlozZen na jeho
pozici vrchol s vkladanym klicem.

Odstranovani z nevyvazeného

Pr1i odstranovani prvku z nevyvazeného se ve stromu vyhledava vrchol se
shodnym klicem. Pokud nebyl vrchol nalezen, operace je netispésné a strom
zustava nezménén. Pokud ale byl takovy vrchol nalezen, pak je ze stromu
odstranén a strom je upraven tak, aby obsahoval podstromy odstranéného vr-
cholu. Toho je docileno tim, Ze je-li jeden syn odstranovaného vrcholu vrchol
vnéjsi, pak je nahrazen druhym synem, jsou-li oba synové vrcholy vnitini, pak
je mozné pouzit pro nahrazeni predchtidce nebo naslednika v pfislusném pod-
stromu a jeden z nich je vybran, a pokud nemé vrchol zadného potomka, pak
neni tfeba vrchol nahrazovat a vrchol je ze stromu odstranén bez nahrazeni.
Nalezeni predchidce vrcholu v podstromu je stejné jako nalezeni maxima
v jeho levém podstromu, z toho zZe se jednd o maximum v podstromu je jisté,
ze tento vrchol nema pravého syna a staci tedy u rodic¢e presouvaného vrcholu
nahradit pravého syna za levého syna presouvaného vrcholu, k presouvanému
vrcholu jsou pak presunuti také synové vrcholu uréeného k odstranéni. Poté jiz
neni vrchol obsazen ve stromu a miize byt odstranén. P¥i nahrazeni vrcholu
néslednikem se postupuje symetricky, tedy jde o hledani minima v pravém
podstromu a presouvani pravého podstromu na jeho pozici u rodice.

2.1.2 Vlastnosti nevyvazeného

Vsechny operace postupuji od korene maximalné k listtim, jejich ¢asova slozi-
tost je urcena hloubkou stromu a slozitost téchto operaci je v nejhorsim pri-
padu O(h). V idedlnim prfipadé je hloubka stromu O(logn) (viz dalsi sekce
pak je slozitost operaci velmi priznivd, ovSem hloubka nevyvazeného @
miuze byt az n, napriklad pokud bude do stromu vzdy vloZeno nové maximum.
Slozitost operaci proto muze byt az O(n).

Vzhledem k zavislosti slozitosti operaci na hloubce stromu je zadouci vést
kroky pro minimalizaci hloubky. Jednim zpisobem je predem upravit poradi
vklddanych dat tak, aby byla hloubka co nejnizsi, mnozinu lze seradit tak,
aby vytvofeny nevyvazeny mél hloubku O(logn), viz , ovSem pii
dalsim vkladani a odstranovani vrcholt muze dojit ke zméné hloubky a strom
mize mit nepfiznivou hloubku O(n). Proto se nevyvazeny m vyuziva pouze
pro velmi specifické pripady a pro vétsi mnoziny dat se vice vyplati vyuzit
vyvazovaci stromy, které kontroluji, zda strom spliuje své podminky, které
zarucuji hloubku stromu O(logn).

Nevyvézeny BVY, do kterého jsou vkladana nihodna data, miva dle [J]
hloubku O(logn), ovSem stdle muze dojit k pripadum, kdy bude hloubka
stromu O(n), avsak pro velkd n je tato moznost velmi nepravdépodobné.
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2.2 |AVL strom

V roce 1962 byl strom poprvé popsan ruskymi matematiky Adélson-
Velskiim a Landisem v [10] a jméno obdrzel podle piijmeni jeho autort.
strom na rozdil od nevyvazené m provadi vyvazovaci operace, které zarucuji
hloubku v fadu O(logn), coz vede v mnoha pripadech k rychlejsimu pribéhu
operaci nez pri pouziti nevyvazeného .

Definice 10 (Dokonale vyvazeny bindrni vyhleddvaci strom). Bindrni vy-
hledavaci strom je dokonale vyvazeny, pokud pro kazdy jeho vrchol v plati:
T (L) = [T(r(v)]] < 1.

Dokonale vyvazeny binarni vyhledavaci strom s n vrcholy ma hloubku
|logy ], jelikoz na kazdé cesté z korene do listu je s kazdym vrcholem blize
k listu velikost jeho podstromu maximéalné poloviéni oproti podstromu urce-
ného jeho rodicem.

Definice 11 (Hloubkové vyvézeny bindrni vyhleddvaci strom). Bindrni vy-
hledavaci strom je hloubkové vyvazeny, pokud pro kazdy jeho vrchol v plati:

[7(l(v)) = h(r(v))] < 1.

Jelikoz je udrzovani dokonale vyvazeného velmi narocné, casto je
pouzivan pravé hloubkové vyvazeny , kterému se rikd AVL strom a ktery
mda _pro n vrcholi maximalné o 45 % vétsi hloubku nez dokonale vyvazeny

VS, presnéji: [logon| < h(n) < 1,4404log(n + 2) — 0,328, dikaz uveden
v [11], a hloubka stromu je proto vzdy O(logn).

Pro rozpoznani poruseni vyvazeni a na jaké strané stromu nebo podstromu
je vyssi hloubka se pouziva vyvazovaci faktor vrcholu 6(v) = h(l(v)) — h(r(v)).

7Z definice [L1] vyplyva, ze aby vyhledavaci strom byl mohou byt vyvazovaci
faktory vSech vrcholi pouze —1, 0 nebo 1 a tedy pro §(v) v plati:

pokud je levy podstrom vrcholu hlubsi,
o(v) = 0 oba podstromy vrcholu maji stejnou hloubku,

—1 pokud je pravy podstrom vrcholu hlubsi.

2.2.1 VyvazZovaci operace

Pokud nastane situace, pti které mé vyvazovaci faktor nékterého vrcholu jinou
hodnotu, nez které jsou povolené v stromu, je nutné strom upravit tak,
aby byl znovu hloubkové vyvazeny. Tyto situace jsou feseny rotacemi, které
pomoci prohozeni rodi¢e se synem a presunutim jejich podstromu tak, aby
strom zustal nadéle vyhledavacim stromem, ze stromu opét udélaji strom.
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Jednoduché rotace

Jednoduché rotace funguji jako otoceni orientace hrany a nasledné presunuti
podstromu tak, aby vysledny strom splinoval podminky stromu urcené z defi-
nice.

e Prava rotace — presune pravy podstrom levého syna kofenu podstromu,
na kterém je rotace provadéna, na pozici levého podstromu kofenu a le-
vého syna presune na pozici korenu. Nasledné nastavi vrchol, ve kterém
je rotace provadéna, jako pravého syna nového kofenu, kterym je jeho
puvodni levy syn. Pravé rotace je zndzornéna na obrazku R.1l.

e Leva rotace — je symetricka k pravé rotaci. Pro predstavu lze pouzit
obrazek s opacnym potradim graft.

(v) &_. (x)

C

Obrazek 2.1: Prava rotace

Dvojité rotace

MizZe nastat situace, kdy ani jedna z jednoduchych operacich neudéla z ne-
vyvazeného stromu strom, prikladem takové situace jsou vychozi pozice
v obrazcich .2 a R.3. Tyto situace se daji resit témito kombinace jednoduchych

operaci:

e LR rotace — nejdrive se provede leva rotace v levém synovi a poté
se na vrchol, ve kterém je LR rotace provadéna, provede pravé rotace,
viz obrazek @

e RL rotace — je symetrickd k LR rotaci a v této rotaci se nejdiive pro-
vede prava rotace v pravém synovi s naslednou levou rotaci v koreni
podstromu, viz obrazek R.3.
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Obréazek 2.2: LR rotace

Obrazek 2.3: RL rotace

Pii rotacich maze dojit ke zméné hloubky podstromu a pripadnou zménu
hloubky je nutné propagovat smérem ke korenu, také cestou ke korenu miize
nastat situace, pri které podstrom v daném vrcholu nebude hloubkové vyvazen,
pak je nutné provést dalsi rotace pro vyvazeni stromu.

2.2.2 Zakladni operace

Zakladni operace probihaji jako v nevyvazeném pouze s tim rozdilem, ze
v nékterych operacich muze nastat zména vyvazovaciho faktoru vrcholu, pak
je nutné zkontrolovat, zdali je vyvazovaci faktor validni i po zméné, nebo zda
je nutné provést rotaci ve vrcholu. Vzhledem k principu vyhledavaci operace
nemuze byt pii vyhledavani zménéna hloubka zaddného podstromu a operace
ziistane nezménéna. Je nutné upravit pouze operace pro odstranovani a pri-
davani do stromu. Tyto operace se upravi tak, ze se na konci operaci provede
kontrola, zdali neni nutné provést rotaci a zdali nedoslo ke zméné hloubky
podstromu. Pokud doslo ke zméné hloubky tohoto podstromu, pak se zména
hloubky musi propagovat smérem ke kofenu stromu, dokud se bude hloubka

13
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podstromd ménit. I béhem propagace muze dojit k poruseni hloubkové vyva-
Zenosti a strom v takové situaci musi byt opraven dalsi rotaci.

Vkladani do stromu

Po vloZeni do stromu mohou ve vrcholu z, nastat nasledujici situace:

e 0(x) = —2 — pravy podstrom vrcholu méa vyssi hloubku nez levy pod-

strom o 2 urovné, pravy syn vrcholu z je oznacen jako y, pokud je
d(y) = —1, pak je provedena levé rotace a podstrom je opét vyvazeny,
pokud je d(y) = 1, pak nestaci provést jednoduchou rotaci a musi byt
provedena RL rotace a situace, kde d(y) = 0 nemuze nikdy nastat, pro-
toze by se nezménila hloubka podstromu urc¢eného vrcholem y a nedoslo
by k propagaci zmény hloubky k vrcholu .

d(x) = —1, §(x) = 0 nebo §(z) = 1 — podstrom uréeny vrcholem z je
hloubkové vyvazeny i bez provadéni rotaci.

d(x) = 2 — levy podstrom vrcholu mé vyssi hloubku nez pravy podstrom
o 2 trovné, levy syn vrcholu z je oznacen jako y, pokud je d(y) = 1,
pak je provedena prava rotace a podstrom je opét vyvazeny, pokud je
d(y) = —1, pak nestaci provést jednoduchou rotaci a musi byt provedena
LR rotace a situace, kde §(y) = 0 opét nemuze nikdy nastat.

Odstranovani z stromu

Po odstranéni vrcholu ze stromu mohou ve vrcholu z, ktery je rodicem od-
stranéného vrcholu ¢i vrcholu, ktery byl pouzit k nahrazeni, nastat nasledujici

situace:
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e 0(x) = —2 — pravy podstrom vrcholu ma vyssi hloubku nez levy pod-

strom o 2 trovné, pravy syn vrcholu z je oznacen jako y, pokud je
d(y) = —1 nebo d(y) = 0, pak je provedena leva rotace a podstrom
je opét vyvazeny, pokud je 0(y) = 1, pak nestac¢i provést jednoduchou
rotaci a musi byt provedena RL rotace.

d(x) = —1, (x) = 0 nebo 6(x) = 1 — podstrom urceny vrcholem z je
hloubkové vyvazeny i bez provadéni rotaci.

d(x) = 2 — levy podstrom vrcholu ma vyssi hloubku nez pravy podstrom
o0 2 urovné, levy syn vrcholu z je oznacen jako y, pokud je §(y) = 1 nebo
d(y) = 0, pak je provede pravd rotace a podstrom je opét vyvazeny,
pokud je d(y) = —1, pak nestaci provést jednoduchou rotaci a musi byt
provedena LR rotace.



2.3. Cerveno-Cerny strom

2.2.3 Vlastnosti stromu

Vzhledem k zarucené hloubce stromu s n vrcholy O(logn) a nezménéné
operaci vyhledavani zustava slozitost této operace O(h) = O(logn). Déle byly
pridany rotace, jejichz slozitost je vzhledem k tomu, Ze jde pouze o prohozeni
synu, konstantni. Dalsi operace, ktera byla pfiddna je vypocet 6(v). Pokud
bude v kazdém vrcholu udrzovana informace o hloubce podstromu tvoreného
timto vrcholem, pak bude mit vypocet d(v) slozitost O(1).

Operacim odstranovani a vkladani byla pridana propagace nové hloubky,
kterd se propaguje cestou ke kofenu a propagace ma tedy slozitost maximalné
O(h) = O(logn) a po cesté se muze provést maximalné O(h) = O(logn)
rotaci a vypoctu d(v), obé tyto operace maji konstantni ¢asovou slozitost,
a tudiz maji operace vkladani a odstranovani nezménénou slozitost O(h), coz

je vhledem k hloubce stromu O(logn).

2.3 Cerveno-cerny strom

Dalsim typem, ktery udrzuje vyhledavaci strom vyvazeny pro dosazeni lepsi
hloubky, je ¢erveno-Cerny strom, ktery byl poprvé popsan v [12] jako upraveni
symetrickych B-stromu (definice B-stromu se nachédzi v sekci @) popsanych
v [13], na binarni stromy. Cerveno-éerny strom je tedy realizaci (2,4)-stromu
(viz @) pomoci bindrniho stromu, kde ¢ervené obarvené vrcholy predstavuji
klice, které by ve (2,4)-stromu byly v jednom vrcholu.

Cerveno-¢erny strom neni ani dokonale ani hloubkové vyvazeny, avsak pro
hloubku h ¢erveno-Gerného stromu s n vrcholy plati A < 2log (n + 1), dukaz
tvrzeni je uveden v [}, a tudiz ma ¢erveno-cerny strom hloubku O(logn). Na
rozdil od m je také nutné udrzovat v kazdém vrcholu informaci o barvé
vrcholu, kterda muze byt ¢erna nebo cervena.

Definice 12 (Cerveno-cerny strom). Cerveno-cerny strom je binarni vyhleda-
vaci strom, ktery spliuje nasledujici podminky:

1. Kazdy vrchol je obarven bud ¢ervené nebo ¢erné.
2. Kofen stromu je obarven cerné.
3. Kazdy vnéjsi vrchol je obarven cerné.

4. Pokud je vnitfni vrchol obarven cervené, pak jsou jeho synové obarveni
éerné.

5. Pro kazdy vrchol w plati, Ze vSechny cesty z vrcholu u do vnéjsich vrcholi
stromu obsahuji stejny pocet ¢ernych uzla.
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2.3.1 Vyvazovaci operace

Cerveno-cerny strom jako vyvazovaci operace pouziva stejné rotace jako
strom a jejich popis lze nalézt v R.2.1].

2.3.2 Zakladni operace

Cerveno-¢erny strom musi splitovat viechna pravidla z definice @ a operace,
které méni strukturu stromu, mohou tato pravidla porusit, pro zachovani
hloubky O(logn) musi byt pfi poruseni téchto pravidel strom upraven tak,
aby byl opét cerveno-cernym stromem.

Vyhledéavaci operace nijak strom neupravuje, tudiz mutze zlstat zlstat ne-
zménéna. Upravit se ovSsem musi operace vkladani a odstranovani, operace
jsou upraveny tak, Zze po provedeni operace stejnym zpusobem jako u
dojde ke kontrole, zdali nedoslo k poruseni nékterého z pravidel a zdali neni
nutné strom upravit tak, aby opét splnoval podminky ¢erveno-cerného stromu.

Vkladani do éerveno-céerného stromu

Vrchol je do stromu vlozen stejnym zptisobem jako v nevyvazeném m a po
vlozeni je vrchol obarven cervené. Vzhledem k vlozeni cervené obarveného
vnitifniho vrcholu nemiize nikdy dojit k poruseni pravidla 3, protoze je vlozeny
vrchol vrcholem vnitinim, a pravidel 1 a 5, protoze je nové vlozeny vrchol obar-
ven ¢ervené. Tudiz jedina pravidla, kterd mohou byt pti vkladani porusena,
jsou pravidla 2 a 4.

Do stromu je vlozen vrchol v. Pokud je nové vlozeny vrchol kofenem
stromu, pak doslo k poruseni pravidla 2. Koren je obarven cerné a strom
je cerveno-cerny. Dalsim moznym stavem je situace, kdy je rodi¢ vlozeného
vrcholu obarven cerné, pak nebylo poruseno zadné pravidlo a strom je stéle
¢erveno-Cerny, a stavy, které mohou nastat, pokud je rodi¢ nové vkladaného
vrcholu obarven ¢ervené, jsou v [f] popsany takto:

e Stryc vrcholu je také obarven Cerveneé, jelikoz byl strom pred vlozenim
éerveno-cerny, pak musi byt prarodi¢ nové vlozeného vrcholu obarven
cerné. V tomto pfipadu je prebarven prarodi¢ ¢ervenou barvou a jeho
synové obarveni ¢erné, timto byl podstrom upraven tak, aby znovu spl-
noval pravidlo 4 pro vrchol v. Vrchol, pro ktery bude oprava pokracovat
je prarodi¢ vrcholu v. Regeni tohoto stavu je zndzornéno na obrazku

e Stryc vrcholu je obarven c¢erné a vrchol v je levym synem. Pokud je
rodi¢ vrcholu levym synem, pak je v prarodici vrcholu v provedena prava
rotace, rodic¢ vrcholu je obarven ¢ernou barvou a novy sourozenec vrcholu
je prebarven ¢ervenou barvou. Pokud je rodi¢ vrcholu levym synem, pak
je nutné provést na prarodice vrcholu v RL rotaci, po které je vrchol

v prebarven c¢erné a jeho pravy syn je obarven cervené. ReSeni stavu
pravou rotaci je znazornéno na P.5.
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2.3. Cerveno-Cerny strom

e Stryc vrcholu je obarven ¢erné a vrchol v je pravym synem. Pokud je
rodi¢ vrcholu pravym synem, pak je v prarodi¢ovi vrcholu provedena
leva rotace, rodi¢ vrcholu je prebarven cerné a novy sourozenec vrcholu
je prebarven ¢ervenou barvou. Pokud je rodi¢ vrcholu levym synem, pak
je nutné na prarodic¢e vrcholu v provést LR rotaci, po které je vrchol
v obarven c¢erné a jeho pravy syn je obarven cCervené. Pro znazornéni
feseni stavu LR rotaci viz @,

Pokud byl rodi¢ vlozeného prvku obarven cervené, pak oprava postupuje smé-
rem ke korenu, dokud strom nesplnuje pravidlo 4, nebo dokud se pii opravé
nedojde az ke korenu, ktery, neni-li obarven ¢erné, bude tak obarven.

Obrazek 2.4: Znazornéni reseni 1. stavu kontroly po vlozeni

v
D ——
v E F A B
A B C D CcC D E F

Obrazek 2.5: Znazornéni reseni 2. stavu kontroly po vlozeni pravou rotaci

v
B ——
v E F C D
A B C D A B E F

Obrazek 2.6: Znazornéni reseni 3. stavu kontroly po vlozeni LR rotaci
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2. TYPY VYHLEDAVACICH STROMU

Odstranovani z ¢erveno-c¢erného stromu

Pri odstranovani vrcholu v Cerveno-cerném stromu se postupuje jako pri od-
stranovani vrcholu v nevyvazeném s tim, Ze je-li vrchol v nahrazovan, je
vrchol presunuty na jeho pozici, obarven barvou vrcholu v. Dalsi ipravou je
nésledna kontrola, zdali se jedné o éerveno-¢erny strom, s pripadnymi opra-
vami.

Pr1i vkladani je u opravy stromu prihlizeno k barveé stryce vrcholu, u odstra-
novani se prihlizi k barvé sourozence vrcholu. U operace odstranovani miize
dojit nejen k poruseni pravidel 2 a 4, ale i k poruseni pravidla ¢islo 5.

Ze stromu ma byt odstranén vrchol v a pokud nejsou jeho synové vnéjsi vr-
choly, je nahrazen vrcholem v. Jednoducha situace nastane, je-li odstranovany
vrchol ¢erveny, jehoz synové nejsou dva vnitini vrcholy. Jsou-li synové vrcholu
u pouze vnéjsi vrcholy, pak je vrchol odstranén bez nahrady, pokud je jeden
jeho syn vrcholem vnitinim, pak je nahrazen timto vrcholem. Dalsim jednodu-
chym pripadem je situace, kdy je vrchol v ¢erveny, pak staci presunout vrchol
v na pozici vrcholu u. V zddném z uvedenych jednoduchych ptipadid nemohlo
dojit, vzhledem k zachovani poc¢tu a struktury cernych vrcholi, k poruseni
pravidla ¢erveno-¢erného stromu.

V ostatnich pripadech se provede nize popsana kontrola zacinajici na pu-
vodni pozici vrcholu, jenz byl pouzit k nahrazeni odstranovaného vrcholu. Bé-
hem kontroly vrcholu, zdali vrchol v, ktery ma sourozencem w, splnuje pravi-
dla ¢erveno-Cerného stromu, se dle [6] postupuje timto zpusobem:

1. Pokud je w cerveny, vrchol w je obarven ¢erné a rodi¢ vrchold v a w je
obarven na cervené, nasledné je provedena jednoducha rotace na rodice
vrchold v a w. Orientace rotace je leva, pokud je v levym synem, nebo
prava, pokud je v pravym synem. Nésledné se vrcholem w stane novy
sourozenec vrcholu v. Ukdzka postupu v této situaci je zndzornéna na

2. Jsou-li oba synové w obarveni ¢erné, pak je vrchol w prebarven na
¢erveno a podstrom urceny vrcholem v je validni ¢erveno-cerny strom.
Ovsem touto upravou mohlo dojit k poruseni nékterého pravidla cestou
ke kofenu, proto je nutné pokracovat kontrolou rodice vrcholu v. Zné-
zornéni feSeni se nachdzi na obrazku R.8.

3. Pokud je w obarven cerné a pouze jeden ze synti vrcholu w je obarven
cerné, pak je obarven ¢erveny syn cerné a vrchol w c¢ervené. Nasledné,
pokud byl levy syn vrcholu w puvodné Cerveny a pravy syn cerny, je
provedena prava rotace na vrchol w a symetricky, pokud byl pravy syn
cerveny, je provedena rotace levd na w. Po rotaci musi byt pfeznacen
vrchol w, jelikoz doslo ke zméné sourozence vrcholu v. Pro znazornéni
postupu viz .
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2.3. Cerveno-Cerny strom

4. Nenastal-li 2. bod, je provedena rotace v rodi¢i vrcholi v a w smérem,
ktery je uréen pozici vrcholu v, pokud je vrchol v levym synem, pak je
provedena rotace leva, jinak je provedena rotace prava. Vrchol w, nyni
prarodic¢ vrcholu v, je prebarven na barvu puvodniho rodice a jeho pu-
vodni syn je prebarven cernou barvou, ptivodni rodi¢ vrcholi v a w je
stale otcem vrcholu v a je prebarven ¢ernou barvou. Timto krokem byl
strom opraven a je opét validnim cerveno-cernym stromem. Znazornéni
feseni se nachazi na obrazku .

¢ D E F A B C D

Obrazek 2.7: Znazornéni feseni piipadu 1 z , kdyz je vrchol v levy syn

¢ D E F C D E F

Obrézek 2.8: Znazornéni feseni piipadu 2 z .3.9, kdyz v je levy syn

Obrazek 2.9: Znazornéni reseni piipadu 3 z kdyz je vrchol v levy syn
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2. TYPY VYHLEDAVACICH STROMU

A B C D

Obrazek 2.10: Znézornéni feseni pifipadu 4 z , kde vrchol v je levy syn

2.3.3 Vlastnosti cerveno-cerného stromu

Operace vyhledévani zistala nezménéna a se zaru¢enou hloubkou O(logn) je
jeji slozitost v nejhorsim pripadu také O(logn). V pripadu vklddéni trva nale-
zeni pozice pro vlozeni nového vrcholu O(logn), pokud nastane stav 2 nebo 3
je provedena rotace, kterd ma konstantni slozitost, a operace je tispésné ukon-
¢ena, v nejhorsim pripadu se muze opakovat situace 1, dokud neni navstiven
kofen stromu, tato propagace ma slozitost O(logn) a celd operace ma tedy
slozitost také O(logn).

V posledni operaci, kterou je operace odstranovani, se nejdrive musi nalézt
vrchol pro odstranéni a pripadné vrchol, ktery odstranovany vrchol nahradi,
tyto vrcholy lze nalézt v ¢ase O(logn), operace v situaci 4 provede jednu
rotaci a prebarveni nékolika vrcholi, coz ma konstantni slozitost, tato situ-
ace nenastane pouze, pokud nastane 2. stav, ktery je jediny stav, ve kterém
kontrola postupuje stromem, a i v tomto pripadu se postupuje po cesté ke
kofenu stromu, tato propagace ma proto slozitost O(logn) a celd operace ma
ve vysledku slozitost O(logn).

Po pamétové strance musi byt na rozdil od nevyvazeného m v kazdém
vrcholu ulozena informace o barvé vrcholu a pamétové naroky jsou tedy vyssi
o pocet vrchola.

Vyhodou oproti stromim je, ze béhem odstranovani a pridavani muze
dojit maximalné k jedné rotaci, u AVL] stromu muze dojit az k O(logn) rota-
cim, které, i kdyz maji slozitost O(1), zpomaluji program. Nevyhodou je vSak
vyssi maximalni hloubka a ¢erveno-cerny strom, ktery casto vyhledava, muze
byt pomalejsi nez strom pouzity ve stejné situaci.

2.4 |AA| strom

% strom byl navrhnut Arne Anderssonem v [14] a podle néj byl i pojmenovan.
strom je upravenim cerveno-cerného stromu, ktery je bindrni realizaci
(2,4)-stromu, tak, aby se jednalo o (2,3)-strom, priddnim pravidla které urcuje,
Ze Cervené muze byt obarven pouze pravy syn vrcholu. Vzhledem k tomu, ze se
jednd o realizaci (2,3)-stromu, ktery mé zaruc¢enou hloubku O(logn) (viz @),
a v realizaci (2,3)-stromu pomoci @ stromu obsahuje strom pro kazdy
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2.4. @ strom

vrchol (2,3)-stromu se stejnymi daty maximdlné 2 vrcholy, ma i @ strom
hloubku O(logn).

Definice 13 (@ strom). @ strom je bindrni vyhleddvaci strom, ktery spl-
nuje nasledujici podminky:

1. Kazdy vrchol je obarven bud éervené nebo cerné.
2. Kofen stromu je obarven c¢erné.
3. Kazdy vnéjsi vrchol je obarven cerné.

4. Pokud je vnitini vrchol obarven ¢ervené, pak jsou jeho synové obarveni
cerné.

5. Pro kazdy vrchol v plati, Ze vSechny cesty z vrcholu v do vnéjsich vrcholi
stromu obsahuji stejny pocet ¢ernych vrcholi.

6. Zadny levy syn neni obarven cervené.

2.4.1 Vyvazovaci operace

Arne Andersson vyuziva v [14] troven vrcholu pro vyvazovani, tato Groven se
lisi od hloubky tim, Ze iroven vrcholu predstavuje pocet levych synt mezi vr-
cholem a nejblizsim vnéjsim vrcholem, tato troven slouzi k rozpoznéni hloubky
vrcholu tak, jako kdyby byl strom (2,3)-stromem.

strom musi, aby byl validnim stromem a mél zarucenou hloubku
O(logn), dodrzovat nasledujici invarianty pro troven vrcholu:

e Pokud je levy syn vrcholu vrchol vnéjsi, pak je troven vrcholu 1.

e Pokud je vrchol cerveny, pak ma stejnou troven jako jeho rodic¢ a vhle-
dem ke stejné trovni vrchold se hrana, kterd tyto vrcholy spojuje, ozna-
¢uje horizontélni hranou.

e Pokud je vrchol ¢erny, pak ma droven o 1 nizsi nez rodic.
e Uroven vnéjsiho vrcholu je 0.

e Pravy syn vrcholu mé troven stejnou nebo nizsi nez rodic.

eV

7 predchazejicich invariant a pravidel stromu mimo jiné vyplyva, ze uzly
s trovni 2 nebo vyssi musi mit jako syny dva vnitini vrcholy, horizontalni
hrany mohou byt pouze mezi rodiCem a pravym synem, ve strom nemiize
existovat vrchol, u kterého by byly 2 horizontalni hrany, a pro kazdou cestu
z korenu do vnéjsiho vrcholu stromu je pro kazdou turoven navstiven pravée 1
¢erny vrchol.
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Pro vyvazovani stromu se vyuzivaji nasledujici disledky z pravidel a inva-
riant stromu:

e Strom nemtze obsahovat levou horizontalni hranu, tedy zadny vrchol
nemuze mit Cervené obarveného syna.

e Strom nemuze obsahovat dvé horizontalni hrany v fadé, tedy Cerveny
vrchol nemutze byt rodicem cervené obarveného vrcholu.

Pro vyvazovani @ stromu se vyuzivaji nésledujici operace:

o split — operace je vyuzita, pokud jsou nalezeny 2 Cervené vrcholy za se-
bou. Podstromy vrcholi upravuje stejné jako leva rotace z a po
provedeni rotace je zménéna barva a droven vrcholu, zndzornéni ope-
race je na obrazku .

e skew — operace je vyuzita, pokud byl nalezen Cerveny levy syn. Ope-
race postupuje jako pravd rotace z , jedna se o otoceni orientace
horizontalni hrany s upravenim barev a trovni. Operaci skew mohou
vzniknout dvé horizontalni hrany v fadé, které je nutné opravit operaci
split. Operace je znazornéna na obrazku P.12.

A 4

A 4

H—

A B

Obrazek 2.11: Operace split

A B C A B C
Obrazek 2.12: Operace skew
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2.4.2 Zakladni operace

Vyhleddvén{ probihé stejné jako u nevyvézeného BVY, ke zméndm dochézt
pouze ve vkladani a odstranovani vrchola.

Vkladani do [AA| stromu

Po vlozeni nového prvku zplisobem popsanym v , ktery vzdy vlozi novy
kli¢ do tirovné 1, mohlo dojit k poruseni nékterého z pravidel v rodi¢ovi nového
vrcholu, pripadné poruseni je feseno operacemi skew a split. Po provedeni
vyvazovacich operaci mohlo dojit k poruseni nékterého z pravidel u rodice
vrcholu a timto zpusobem se pii pripadném poruseni postupuje smérem ke
kofenu stromu, dokud jsou poruseny nékterd pravidla a provadény vyvazovaci
operace.

Odstranovani z @ stromu

Odstranovani probihéa jako u , po odstranéni vrcholu v je nutné provést
kontrolu, zdali nedoslo k poruseni nékterého z pravidel. Po odstranéni vrcholu
v se postupuje ke korenu, dokud je provadén néktery z bodt v nize uvedeném
postupu, a pro kazdy navstiveny vrchol x se postupuje nasledujicim zptisobem:

eV,

snizena uroven z o 1, pokud mél pravy syn stejnou troven jako vrchol
x pred jejim snizenim, pak je snizena i tiroven jeho pravého syna.

2. Pokud ma levy syn vrcholu z stejnou hloubku jako x, pak je provedena
operace skew.

3. Pokud ma pravy syn pravého syna vrcholu z stejnou hloubku jako vrchol
x, pak je provedena operace split.

2.4.3 Vlastnosti @ stromu

Operace vyhledavani ziistava nezménéna a vzhledem k hloubce @ strom ma
slozitost O(logn). Operace skew a split maji vzhledem k tomu, Ze se jednd
pouze o prohozeni rodic¢e se synem, prislusné presunuti podstromu a prebar-
veni, slozitost O(1). Operace odstranovani a vkladani postupuji po odstranéni
nebo vlozeni prvku maximéalné ke kofenu stromu a mohou provést vyvazovaci
operace, které maji slozitost konstantni, proto maji i tyto operace slozitost
O(logn).

Oproti ¢erveno-cernému stromu doslo ke zna¢nému usnadnéni situaci, které
mohou po Upravach nastat, proto doslo i ke zjednoduseni implementace. Podle
[15] jsou rychlosti stromu a cerveno-cerného stromu podobné, strom
miva nizsi hloubku, tudiz ma rychlejsi operaci vyhledavani, také ma jednodussi
a rychlejsi operaci odstranovani. Ovsem operaci vkladani mé cerveno-Cerny
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strom rychlejsi. I kdyz byvaji pro stejna data rychlosti obou stromti v priameéru
podobné, tak [15] uvadi, ze @ strom m& vétsi rozptyl rychlosti a éerveno-
cerny strom je vice staly.

2.5 Splay strom

Splay strom je vyvazovaci strom, ktery byl poprvé popsan v [[16]. Od piedcho-
zich stromu, které jsou vyvazované tak, aby byla zajisténa prizniva hloubka
stromu pro rychlejsi pribéh operaci, se lisi tim, Ze je vyvazovan tak, aby
prvky, ke kterym se neddvno pristupovalo, byly blizko ke kofeni a byly rychle
dostupné.

2.5.1 Vyvazovaci operace

Splay strom vyuziva vyvazovaci operaci splay, kterd presune vrchol stromu
na pozici korenu stromu. Operace splay vyuziva pro presunuti vrcholu x na
pozici kofenu operace:

e zig-zig — operace je provedena, pokud rodi¢ vrcholu x neni koten a bud
je vrchol x levym synem a i jeho rodic¢ je levym synem, nebo je vrchol x
pravym synem a jeho rodic¢ je také pravym synem. Pokud jsou x i jeho
rodi¢ syny levymi, pak je vysledek operace stejny, jako kdyby byla na
prarodic¢e vrcholu x provedena prava rotace a nésledné byla provedena
pravé rotace i na rodice vrcholu, to samé plati symetricky pro syny na
pravé strané s levou rotaci. Ukazku operace lze nalézt na obrazku E

Obrazek 2.13: Ukazka zig-zig rotace

e zig-zag — operace je provedena, pokud rodi¢ vrcholu x neni kotfen a bud
je rodi¢ vrcholu x pravym synem a x levym synem, nebo je rodi¢ vrcholu
z levym synem a z pravym synem. Pokud néktery z téchto piipadtu
nastane, pak je provedena dvojitd rotace, totozna s rotacemi popsanymi
v . Vysledek operace pro prvni popsanou situaci je stejny, jako kdyby
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byla provedena RL rotace a pro druhou situaci je vysledek stejny, jako
kdyby provedena LR rotace.

e zig — operace je provedena, pokud je rodi¢em vrcholu x koren stromu.
Operace odpovida jednoduché rotaci, které jsou popsany v , orien-
tované tak, aby po rotaci byl vrchol z novym korenem stromu.

Operace splay pro vrchol x postupuje nésledujicim zptisobem:
1. Pokud je vrchol x kofen, operace je uispésné ukoncena.

2. Pokud je rodi¢ vrcholu x kotfen, pak je provedena operace zig tak, aby
se stal vrchol = kofenem. Operace je tspésné ukoncena.

3. Pokud je rodi¢ vrcholu x levym synem a vrchol x také, nebo pokud je
vrchol x pravym synem a jeho rodi¢ také, pak je pro vrchol x provedena
operace zig-zag. Nasledné se postupuje znovu od bodu 1.

4. Jinak je provedena operace zig-zig a postupuje se od bodu 1.

2.5.2 Zakladni operace

Splay strom provadi zakladni operace stejnym zptisobem jako nevyvazeny
s tim rozdilem, ze po kazdé operaci je strom upraven tak, aby byl posledni
navstiveny vrchol korenem stromu.

Vyhledavani ve splay stromu

Vyhledavani prochazi stromem jako v nevyvazeném . Nésledné, byl-1i vr-
chol nalezen, je operaci splay presunut na pozici vrcholu stromu, a pokud
vrchol nalezen nebyl, pak je na pozici kofenu stromu presunut vnitini vrchol,
ktery byl pii vyhledavani navstiven jako posledni.

Vkladani do splay stromu

Operace vlozeni za¢ind stejnym zplisobem jako operace vkladani do nevyvaze-
ného . Pokud operace probéhla netspésné a strom jiz obsahuje vrchol se
shodnym klicem, pak je tento vrchol operaci splay pfesunut na pozici korenu
stromu. Pokud strom neobsahoval vrchol se shodnym klicem a novy vrchol byl
vlozen, pak je nové vlozeny vrchol presunut na pozici korenu.

Odstranovani ze splay stromu

Autori splay stromu v [16] uvadéji dvé alternativy pro odstraniovani ze splay
stromu.

Prvni moznosti je nejdrive zavolat vyse definovanou operaci vyhledavani
pro kli¢, ktery ma byt ze stromu odstranén. Pokud po provedeni vyhledévaci
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2. TYPY VYHLEDAVACICH STROMU

operace neni kofenem stromu vrchol, ktery mé shodny kli¢ s klicem, ktery ma
byt ze stromu odebran, pak je operace neispésné ukoncena. Pokud mé kotfen
shodny kli¢, pak je kofen odstranén a je nahrazen bud maximem v levém
podstromu, nebo minimem v pravém podstromu.

Druhou alternativou, kterou uvadéji autofi v [16] jako efektivnéjsi, je pro-
chazet stromem jako pfi hleddni vrcholu a pokud strom neobsahuje vrchol
s hledanym klicem, pak je operaci splay na pozici kofenu stromu pfesunut po-
sledni navstiveny vnitini vrchol. Pokud strom obsahuje vrchol v s klicem, ktery
je shodny se zadanym klicem pro odstranéni, pak je tento vrchol odstranén.
Pokud byl alespon jeden ze synt vrcholu vrchol vnéjsi, pak se pri nahrazovani
vrcholu postupuje trividlné jako v . V opacné situaci je vrchol nahrazen
maximem levého podstromu, nebo minimem pravého podstromu. Pokud byl
v koren, pak je operace uspésné ukoncena, jinak musi byt jesté provedena
operace splay na rodic¢e odstranéného vrcholu.

2.5.3 Vlastnosti splay stromu

Operace vyhledavani a vkladani maji stejny zédklad jako operace nevyvazeného
@, ovsem na zavér operace je vzdy presunut vrchol operaci splay. Operace
splay presune vrchol na pozici kofenu stromu, pokud je vrchol uréeny opera-
cemi vyhledavani a vkladani nejvzdalenéjsi vnitini vrchol od kofenu, musi se
pro presun provést [h/2] operaci a slozitost operaci je O(h).

Operace odstranovani, pokud strom neobsahuje prvek se zadanym klicem,
presune vnitini vrchol, jehoz synové jsou vnéjsi vrcholy, coz mize byt nej-
vzdélenéjsi vnittni vrchol od kofenu, a proto je asymptoticka slozitost operace
odstranovani také O(h).

Splay strom s n vrcholy nemé zarucenou lepsi hloubku stromu nez O(n),
ktera muze vzniknou napriklad tak, ze je vzdy vlozeno nové maximum stromu,
a tudiz maji zdkladni operace splay stromu asymptotickou slozitost O(n).

I kdyz je asymptotickd slozitost zakladnich operaci O(n), tak alespon amor-
tizovand slozitost zakladnich operaci je O*(logn), diikazy jsou provedeny v [16,
2].

Splay strom nepotfebuje ukladat zadné specidlni informace a lze s nim
dosdhnout efektivniho ulozeni kli¢h do paméti. Dalsi vyhodou je rychly pri-
stup k prvkim, se kterymi strom pracoval v posledni dobé. Z tohoto divodu
byva splay strom vyuzivan v cache pamétich a v pocitacovych sitich pro velké
tabulky IP adres.

2.6 Vahoveé vyvazeny vyhledavaci strom
Vahoveé vyvazené vyhledavaci stromy byly poprvé popsany v [17], kde je autori
Nievegelt a Reingold nazvali bindrnimi stromy s omezenou rovnovahou (ang-

licky bounded balance) a vzhledem k jejich pivodnimu ndzvu byvaji vdhové
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2.6. Vahové vyvazeny vyhledavaci strom

vyvazené vyhleddvaci stromy oznacovany jako nebo BBJa] stromy, kde
a predstavuje parametr, ktery urcuje vyvazenost stromu.

Od hloubkové vyvazenych stromu, u kterych se sleduje rozdil hloubek pod-
stromt vrcholu, se lisi tim, ze M stromy sleduji pocet vrcholi podstromu
a kontroluji jejich pomeér.

Definice 14 (Rovnovéha kofene stromu). Rovnovdha kotfene p(7) pro strom
T korenem v, kde n znac¢i pocet vnitinich vrcholu stromu 7', pro ktery plati

n>1je p(v) = T

V nékterych zdrojich, naptiklad v [18], se pro vypocet rovnovahy kofenu

stromu pouzivad pomér poctu vnéjsich vrcholy v levém podstromu s celkovym
poc¢tem vnéjsich vrcholi. Tyto definice jsou ekvivalentni.

Definice 15 (Vahové vyvazeny vyhleddvaci strom). T s n vnitinimi
vrcholy je ‘, kde o € R takové, ze 0 < a < %, praveé tehdy kdyz n < 1,
nebo pokud pro kazdy jeho vnitini vrchol v plati:

e a<pv)<1l—oau
e Levy i pravy podstrom jsou validni stromy.

Parametr « urc¢uje maximélni pomeér vrchold v podstromech kazdého vr-
cholu. Proa = % se jedna o dokonale vyvazeny BVS a pro nizsi « je vyvazovani
stromu volnéjsi.

2.6.1 Vyvazovaci operace

Autori stromu v [17] uvadéji, ze pro spravnou funkc¢nost jimi uvedenych
algoritmu je nutné, aby pro parametr « platilo o <1 — % Pozdéji byl tento

pozadavek v [18] upfesnén na & < a <1-— L.

2
Pro vyvazovani m stromu, u kterych doslo k poruseni pravidel, jsou
pouzivany levé, pravé, LR a RL rotace totozné s rotacemi v uvedenymi v
Operace levé rotace a RL rotace, véetné vlivu operaci na rovnovahy kofent
podstromi, jsou znazornény na obrazcich a @

2.6.2 Zakladni operace

Vyhledavani ve stromu nemiize zménit pocet vrcholi v zddném podstromu
a strom je tak stale validni m stromem. Operace muze tedy probihat stejné
jako v nevyvazeném .

P1i netspésném vklddani nebo odstranovani se_také nemohl zménit po-
¢et vrcholi v zddném podstromu a strom zustava M stromem. Po Uspés-
ném provedeni operaci vkladani nebo odstranovani byl zménén pocet vrcholu
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A R —

(x) 8 () Bu+ (1= Bu)s

A AW

Obrazek 2.14: Leva rotace stromu

b1+ (1 — p1)B203

B2(1—P3)
1-6283

B
B1+(1—p1)B283

Obrazek 2.15: RL rotace stromu

a musi byt provedena kontrola. Kontrola validity stromu zac¢ind ve vr-
cholu, ktery je rodi¢em nové pridaného vrcholu, nebo vrcholu, ktery byl ze
stromu odebran.
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Pr1i kontrole vrcholu v se postupuje nasledujicim zptisobem:

1. Pokud plati a < p(v) < 1—«, pak je podstrom validnim stromem,
nejsou provedeny zadné upravy a pokud neni vrchol v kofenem stromu,
pak se pokracuje kontrolou rodice vrcholu v.

2. Pokud je 1 — a < p(v), pak obsahuje levy podstrom vrcholu v vice vr-

cholti oproti pravému podstromu nez je povoleno parametrem « a musi
byt provedena rotace. Pokud plati a < 1 — p(r(v)) < 1_20?‘, pak je pro-
vedena prava rotace a podstrom spliiuje podminky stromu. Jinak
je provedena LR rotace. Pokud neni vrchol v kofenem stromu, pak se
pokracuje kontrolu rodice vrcholu v.

3. Pokud je p(v) < «, pak obsahuje levy podstrom vrcholu v méné vrchola

oproti pravému podstromu nez je povoleno parametrem « a musi byt



2.7. Scapegoat strom

provedena rotace. Pokud plati a < p(r(v)) < 11125, pak je provedena
leva rotace a podstrom splnuje podminky stromu. Jinak je prove-
dena RL rotace. Pokud neni vrchol v kofenem stromu, pak se pokracuje
kontrolu rodic¢e vrcholu v.

2.6.3 Vlastnosti vahové vyvazeného vyhledavaciho stromu

Pro analyzu slozitosti stromu bude parametr «, vzhledem k predchozi

definici operaci, omezen na interval (1—217 1-— %)

Hloubka stromu je maximalné h = 101;% = log o, COZ znamena
ze hloubka stromu je O(logn). Dikaz se 1p1?ovéd1’ indukci a je uveden
v [1L1].

Vzhledem k zachovani operace vyhledavani, kterd ma asymptotickou slo-
zitost O(h), je asymptotickd casova slozitost vyhledavani O(logn). Operace
vkladani i odebirani zacinaji stejnym zptisobem jako stejné operace v nevy-
vazeném a maji zékladni slozitost O(h) = O(logn), nésledna kontrola
postupuje smérem ke korenu, provadi rotace, které maji slozitost O(1), a po-
kud je v kazdém vrcholu uloZzen pocet vrcholi v jeho podstromu, pak mé
také asymptotickou casovou slozitost O(logn). Tudiz slozitost operaci vkla-
déni o odstranovani pro strom je O(logn).

Vyznam vahové vyvazenych vyhledavacich stromt je spise historicky. Diive
byly vyuzivany, protoze stromy pfi vkladani a odstranovani nejdiive po-
stupuji od korene k listim a pokud nastane zména hloubky, pak operace
postupuji od listit ke kofenu a proto je pfi implementaci AVL] stromt jedno-
smérnym spojovym listem nutné pro dosazeni asymptotické slozitosti O(logn)
vyuziti zadsobniku, nebo jiné struktury k ulozeni navstivenych vrchola, zatimco
u M stromu lze postupovat od korene k listiim pro odstranéni ¢i pridani
vrcholu a znovu postupovat od korene k listim pro kontrolu stromu, nebo
rotace provadét jiz pri prvnim postupu, dikaz je uveden v [17]. Tento fakt
umoznuje usetfeni pameéti oproti nékterym typam.

2.7 Scapegoat strom

Scapegoat strom byl poprvé popsan v [19] a nédsledné s drobnymi tpravami
v [20], kde se mu dostalo ndzvu scapegoat (Cesky obétni berdnek) strom. Jedna
se o tpravu [BB-af stromu zménou zpisobu udrzovani hloubky stromu.

Scapegoat strom vyuziva pro vyvazovani maximalni moznou hloubku
o stromu T s n vrcholy, kterd je ho(n) = |log i n| a pro kazdy vrchol v, ktery
obsahuje strom, plati h(T'(u)) < ha(|T(Z)|) Ovsem tato podminka je
pro scapegoat stromy upravena na h(7) < ho(|T]) + 1 a kontroluje se pouze
u kofenu stromu. To znamend, ze pokud mé scapegoat strom s m vrcholy vétsi
hloubku nez h,(m) + 1, pak musi byt tento strom upraven.
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2.7.1 Vyvazovaci operace

Scapegoat strom pro vyvazovani vyuziva operaci, kterd sestavi novy strom
z prvku v podstromu T, v némz se nachazi vrchol ve vétsi hloubce nez hy(n)+1
a ve kterém je poruseno vahové vyvazeni. Koren tohoto podstromu se nazyva
scapegoat (Cesky obétni berdnek).

Nejleh¢im zptisobem, jak vytvorit dokonale vyvazeny z prvkl stromu
T, je vlozit vrcholy stromu do pole inorder priichodem, nasledné vkladat
prvky do nového stromu pulenim pole. To znamend, Ze je do stromu vloZen
prostfedni prvek v poli, pole je rozpuleno na levou ¢ast a pravou ¢ast, které
jsou oddéleny vlozenym prvkem, ktery ani jedna ¢ast neobsahuje. Tento postup
se opakuje pro kazdé rozpulené pole, dokud neobsahuje nové pole pouze jeden
prvek, ktery je do stromu vlozen a zadné dalsi ptleni neni mozné. Paméfova
i casovd asymptotickd slozitost tohoto zpusobu jsou O(|T).

Dalsi zptisob také vyuziva inorder pruchod, vzhledem k zndmému poctu
prvkl v podstromu a prichodu stromem od nejnizsiho klice k nejvyssimu
je pro kazdy prvek znama pozice ve vysledném dokonale vyvazeném stromu.
Pti navstiveni vrcholu inorder priichodem je tento vrchol presunut na pozici,
kterd mu nalezi. Tento zpusob mé Casovou asymptotickou slozitost O(|T)
a pamétovou ¢asovou slozitost O(log n) pro jednosmérny spojovy seznam, nebo
O(1) pro ostatni uvedené zpusoby v ﬁ

Posledni uvedeny zptisob nejdrive preskupi strom T do serazeného seznamu
od nejmensiho prvku po nejvétsi, to znamend, ze kofenem je nejmensi prvek,
jeho synem druhy nejmensi prvek a tak dale. Pokud linearni seznam obsa-
huje pouze dva prvky, pak se jedna o hloubkové vyvazeny strom. Jinak pro
i=1,...,[logan] —1 provede levou rotaci na koren stromu, ozna¢i novy kotren
stromu, a na kazdy druhy vrchol, ktery navstivi cestou z nového korenu do
nejvétsiho prvku ve stromu a ktery nemad syny pouze vnéjsi vrcholy, provede
levou rotaci. Tento zptusob mé ¢asovou asymptotickou slozitost O(n) a pamé-
tovou O(1).

2.7.2 Zakladni operace

Postup zékladnich operaci probiha stejné jako v nevyvazeném , po prove-
deni operaci, které upravuji strukturu stromu je vsak nutno provést kontrolu,
zdali pro hloubku stromu T neplati h(T) > ho(T)+1, jelikoz vkladani neupra-
vuje hloubku stromu ani pocet_vrcholu, tak je tato operace totozné s operaci
vyhledévéan{ v nevyvézeném BVS.

Vkladani do scapegoat stromu

Dalsi proménnou scapegoat stromu je velikost stromu, kdy byla naposledy
provedena operace vkladani nebo vyvazeni stromu, kterd byva vyuzita pti
odstranovani ze stromu. Pro nésledujici sekce bude tato proménnd oznacend
jako msize.
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Provede se vlozeni stejnym zptisobem jako v nevyvazeném , pokud
byla operace netuspésnd, neni potfeba dodateéna kontrola. Pokud byl vlozen
novy prvek, pak je prepocitana proménna msize jako maximum z msize a n+1
a nasledné je provedena kontrola, zdali nebyl novy vrchol vlozen do hloubky
vétsi, nez je povoleno vzhledem k parametru a a poc¢tu prvki ve stromu. Pokud
se tak stalo, pak je nalezen vrchol, v kterém byla porusen vahova vyvazenost
a podstrom urceny timto vrcholem je znovu sestaven, tak aby byl dokonale
vyvazeny.

Jeden zpiisob, jak nalézt vrchol, ve kterém doslo k poruseni vahového vyva-
zeni, je postupovat od nové vlozeného vrcholu smérem ke kotenu a v kazdém
navstiveném vrcholu v poéitat p(v). Pfi nalezeni vrcholu, pro ktery neplati
a < p(v) <1— q, je podstrom uréeny timto vrcholem prestaven.

Druhy zptsob je postupovat od korfenu k nové vlozenému vrcholu a pri
potkani podstromu, ktery porusuje vahové vyvazeni, tento strom prestavét.
Pri tomto zptsobu nemusi byt v paméti rodi¢ navstivenych vrcholi a autori
stromu tvrdi v [20], Ze pfi vyuziti tohoto zpusobu jsou v praméru stromy lépe
vyvazené.

Odstranovani ze scapegoat stromu

Vrchol je ze stromu odstranén stejnym zpusobem jako v nevyvazeném .
Pokud po odstranéni vrcholu plati |T| < (1 — a)msize, pak je cely strom
prestavén a proménné msize je nastavena na |T'|.

2.7.3 Vlastnosti scapegoat stromu

Hloubka scapegoat stromu s parametrem « je maximalné o 1 vétsi nez u
stromu pro stejny parametr « a proto je také O(logn).

Operace vyhledadvani funguje stejnym zplisobem jako ve vétsiné ostatnich
a jeji slozitost je tedy O(h), coz je vzhledem k hloubce stromu O(logn).
Operace vkladani a odstranovani probihaji také stejnym zptisobem jako u ne-
vyvazeného , ale po provedeni muze byt porusena podminka stromu a né-
jaky podstrom musi byt prestaven, v nejhorsim pripadé, nebo v pripadé ope-
race odstranovani, to je cely strom a slozitost téchto operaci je proto O(n),
kde n je pocet prvku ve stromu. Amortizovand casova slozitost téchto operaci
je vsak O*(logn), jelikoz k prestavéni dochdzi vyjimecné a dikaz je uveden
v [20].

Dalsi vyhodou scapegoat stromt vedle dobré amortizované casové slozitost
je pamétova slozitost, pri zvoleni vhodného stavéni stromu a pii hledani vr-
cholu, ktery neni vahové vyvazeny, postupem od korenu k vlozenému vrcholu,
je mozné implementovat scapegoat strom jednosmérnym spojovym seznamem
bez ovlivnéni rychlosti programu. Scapegoat strom také nepotiebuje udrzovat
zadné dodatecné informace o vrcholech.
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2.8 Treap

Struktura treap je spojeni se strukturou minimové haldy (anglicky tree
a heap), ndzev vznikl spojenim anglickych nazvt téchto struktur. Treap byl
poprvé popsan v [21] a vyuzivd praumérnou hloubku nevyvazenych pro
ndhodna data O(logn)[9]. Ndhodnost je zajisténa pridélenim priority, kterd
je pro kazdy prvek ndhodné vygenerovana, kazdému vrcholu. Treap musi spl-
novat podminky vyhledavacich stromt pro klice, tedy sefazenost vrcholi ve
stromu, a haldové usporadani pro priority vrchold, to znamend, Ze priorita
vrcholu je vzdy mensi nebo stejnd jako priorita vnitfnich vrcholi, kterym je
dany vrchol rodic¢em.

2.8.1 Vyvazovaci operace

Treap vyuziva stejné jednoduché rotace jako jsou uvedené u stromil
vb2l

2.8.2 Zakladni operace

Vzhledem k zachovani usporadani kli¢t jako ve vyhledavacim stromu, je ve
strukture vyhleddno stejnym zptisobem jako v . Vzhledem k pridani pri-
ority vrcholt a nutnosti zachovani haldového usporadani pro priority vrcholi
musi byt operace vkladani a odstranovani upraveny.

Vkladani do struktury treap

Vlozeni nového klice probéhne stejnym zptisobem jako v nevyvazeném ,
pokud probéhlo vlozeni tspésné, je vrcholu pridélena priorita, ktera byla na-
hodné vygenerovana. Jelikoz byl vrchol vloZzen na pozici vnéjsiho vrcholu,
mohlo dojit k poruseni haldového usporadani pouze smérem ke korenu. Napra-
veni pripadného poruseni haldového usporadani probiha tak, ze dokud neni
nové vlozeny vrchol kofen, nebo dokud neni priorita jeho rodice nizsi nez jeho
priorita, je na rodi¢ovi nové vlozeného vrcholu provedena jednoducha rotace
leva, pokud je vrchol pravym synem, nebo prava, pokud je vrchol levym sy-
nem.

Odstranovani do struktury treap

Pti odstranovani je nejdrive vyhledan vrchol s hledanym klicem, pak, pokud
strom vrchol s hledanym klicem obsahuje, je nalezeny vrchol presunut na po-
zici, kde budou alespon jeden jeho syn vrchol vnéjsi, toho lze docilit opakovéa-
nim jednoduché rotace, jejiz smér je urcen prioritou synt, dokud jsou synové
vrcholu vnitini vrcholy.
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2.8.3 Vlastnosti struktury treap

Vzhledem k pridani ndhodnych priorit je hloubka struktury treap v priméru
O(logn), dikaz uveden v [21]. Avsak muze nastat pripad, kdy bude hloubka
struktury O(n), pravdépodobnost, Ze hloubka struktury bude O(n) je vSak
velmi nizka.

Rotace, které struktura vyuziva k udrzeni haldového usporddani, mohou
byt stejné jako v , jelikoz nikdy nemohou porusit haldové usporadani zad-
ného vrcholu, protoze rodi¢ vrcholu je bud rotaci nezménén, rodi¢em vrcholu
je vrchol, ktery je ve stromu presouvan na spravnou pozici, a tato situace miuize
nastat pouze, pokud mé vrchol vyssi prioritu nez presouvany vrchol, a posledni
moznost, ktera pfi rotaci mize nastat, je, Ze novym rodi¢em vrcholu je vrchol,
ktery byl rodi¢em vrcholu ptred pfesouvanim vrcholu ve stromu. Tudiz maji
rotace stejnou slozitost jako v , ktera je konstantni.

Operace vyhledavani je nezménéna oproti M a jeji asymptoticka slo-
zitost je O(h), tedy O(n) a v pruméru O(logn). Operace vkladdni zacind
stejnym zplisobem jako v nevyvazeném , ale po vlozeni muze dojit k pre-
souvani vrcholu ke kotfenu, v nejhorsim mozném piipadu na pozici kofenu,
rotacemi, které maji konstantni slozitost. Slozitost operace vkladani je proto
O(n) a v pruméru O(logn).

Operace odstranovani nejdiive pruchodem stromu nalezne vrchol uréeny
k odstranéni. Pred odstranénim je vrchol presunut na pozici, na niz budou
oba jeho synové vnéjsi vrcholy. V nejhorsim pripadu se tedy jedné o presunuti
vrcholu z pozice korenu na pozici nejvzdalenéjsiho vnitintho vrcholu, coz je
O(h) a celd operace ma asymptotickou slozitost O(h), tedy O(n) a v pruméru
O(logn).

Vyhodou struktury treap je velmi velka jednoduchost struktury a operaci,
které struktura provadi. Operace odstranovani je dokonce jednodussi nez v ne-
vyvézeném BVY. Dalif vihodou struktury je priimérna hloubka O(log n) a pro
znaény pocet prvki ve strukture, je pravdépodobnost hloubky O(logn) velmi
vysoka.

Nabizi se také myslenka volby priority vrchol vzhledem k rozdéleni prav-
dépodobnosti prace s vrcholy, tuto myslenku realizuji takzvané prioritni vyhle-
dévaci stromy, které pri vkladani nedavaji vrcholim ndhodné priority, ale dé-
vaji jim urcené priority, vzhledem k pravdépodobnosti prace s témito vrcholy.
Operace pro vyhledavani a odstranovani funguji stejnym zpusobem jako ve
strukture treap.

2.9 (a,b)-strom

VsSechny predchozi vyhledavaci stromy jsou binarni a kazdy jejich vnitini vr-
chol m4 jeden kli¢. (a,b)-strom umozinuje proménlivy pocet klici ve vnitinim
vrcholu v zdvislosti na parametrech a a b. (a,b)-stromy vznikly upravenim B
stromu, které byly poprvé popsény v [22] a jsou podmnozinou (a,b)-stroma.
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2. TYPY VYHLEDAVACICH STROMU

Definice 16 ((a,b)-strom). (a,b)-strom, kde a > 2 a b > 2a—1, je vyhleddvaci
strom, ktery neobsahuje zadny vrchol, nebo spliiuje nésledujici podminky:

1. Koren stromu ma 2 az b synil.
2. Vnitfni vrcholy, které nejsou kofenem stromu, maji a az b syni.

3. Vsechny vnéjsi vrcholy jsou ve stejné hloubce.

2.9.1 Vyvazovaci operace

Vyvazovaci operace (a,b)-stromu jsou vyuzity, pokud doslo k poruseni nékteré
z pravidel stromu. Vzhledem k definici zdkladnich operaci nemtzeme byt po-
ruseno pravidlo ¢islo 3 a vzhledem k tomu, ze a > 2, tak pravidlo ¢islo 1 je
umirnéni pravidla 2 a slouzi k ulehceni situaci pri vkladani, odebirani nebo
k moznosti reprezentace stromu s poc¢tem vrcholi mensim nez a — 1.

Pii pripadu poruseni nékterého z pravidel (a,b)-stromu, jsou dle [2] k na-
praveni stromu vyuzity nasledujici vyvazovaci operace:

« Stépeni - je pouzito, pokud je ve vrcholu vice kli¢, nez je povoleno.
Prosttredni kli¢ preplnéného vrcholu je presunut do rodice. Levy syn pre-
sunutého klice je nové vytvoreny vrchol, ktery obsahuje kli¢, pripadné
klice, mensi nez kli¢ presunutého vrcholu. K vrcholu jsou také presunuty
podstromy prislusnych kli¢t. Pravy syn je ptuvodni pfeplnény vrchol, ze
kterého byly kli¢e odebrany. Stépenim mohlo dojit k preplnéni vrcholu,
do kterého byl presunut prostredni kli¢, a pokud se tak stalo, je sté-
peni provedeno v nové preplnéném vrcholu. Takto se postupuje smérem
ke korenu, dokud S$tépenim vznikaji preplnéné vrcholy. Pokud dojde ke
Stépeni kofenu stromu, pak vznikne novy koten, ktery obsahuje pouze
prostiedni kli¢ z ptavodniho korenu a strom bude diky pravidlu ¢islo 1
validnim (a,b)-stromem. Zndzornéni operace lze nalézt na obrazku .

e Pijceni — je pouzito, pokud je ve vrcholu méné kli¢l, nez je povoleno
a vrchol ma sourozence, ze kterého muze byt presunut kli¢, aniz by doslo
k poruseni pravidla (a,b)-stromu. Pfi ptijéovani kli¢e z levého sourozence
je presunut jeho nejvétsi kli¢ na pozici klice v rodicovi, jehoz synové jsou
vrchol, ktery si pujcuje kli¢, a vrchol, z kterého je pujcovano. Nahrazeny
kli¢ je pfesunut na pozici nejmensiho kli¢e vrcholu, ktery ma nedostatek
klica, a jeho levym synem se stane puvodni pravy podstrom klice pre-
sunutého do rodice. Pujcovani z pravého sourozence probihd symetricky.
Po ptjceni nemohlo dojit k poruseni pravidla vyse ve stromu a strom je
validnim (a,b)-stromem. Operace pripomind jednoduchou rotaci v @
Pro znézornéni operace viz R.17.

e Slouceni — je pouzito, pokud je ve vrcholu méné kli¢i nez je povoleno
a pujceni neni mozné. Klice ze sourozence, klice ze sluc¢ovaného vrcholu
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2.9. (a,b)-strom

a kli¢ z rodice, jehoz synové jsou slucovani, jsou slouceny do jednoho
vrcholu s pfislusnymi podstromy. Vzhledem k tomu, Ze nemél souroze-
nec dostatek klict pro puajceni, tedy mél a — 1 kli¢t, pavodni vrchol mé
nedostatek klict, tedy mél a — 2 kli¢t. Tak po spojeni téchto vrchola
a jejich rodi¢e ma novy vrchol 2a — 2 kli¢a a splnuje pravidla stromu.
K poruseni pravidel vsak mohlo dojit vyse ve stromu presunutim rodice,
timto zptisobem se muze postupné slucovat az ke kotenu, ktery po slou-
¢eni nemusi obsahovat zadny kli¢ a novym kofenem se stane jeho jediny
syn. Znazornéni operace lze nalézt na obrazku P
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Obrézek 2.16: Stépeni vrcholu (a,b)-stromu

[ T=] (o] — (=l [ [n]a] - [z

(bh A © Ab Ab

Obrazek 2.17: Pujceni od levého souseda vrcholu (a,b)-stromu

ENENE=

£y

Obrézek 2.18: Slouceni vrcholu (a,b)-stromu, x predstavuje klice x1...xq4-1
a z klice z1...2q4-9
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2. TYPY VYHLEDAVACICH STROMU

2.9.2 Zakladni operace

Vzhledem ke zméné poctu kli¢ti ve vrcholech se vSechny zdkladni operace
(a,b)-stromu lisi od operaci m stromu, ovSem operace vyhledavani je velmi
podobna.

Vyhledavani v (a,b)-stromu

Operace vyhledava vrchol s klicem k a zac¢ind v korenu stromu. V kazdém
vnitinim vrcholu v, ktery je béhem vyhleddvani navstiven a ktery obsahuje
klice x1,...,xr a syny Sg,...,Sk, je prot =1,...,k : pokud je k < x;, vyhle-
dévani pokracuje v s;—1, pokud je k = z;, vrchol obsahujici kli¢ k je vrchol
v. Jestli nejsou pfedchozi porovnani splnéna pro zadné ¢, pak vyhledavani
pokracuje v si. Pokud je pfi vyhleddvani navstiven vrchol vnéjsi, pak strom
neobsahuje vrchol s klicem k a vyhledavani probéhlo netspésné.

Vkladani do (a,b)-stromu

Pri vkladani se nejdiive musi stejnym zpusobem jako pri vyhledavani najit
pozice, na kterou ma byt novy kli¢ vlozen, pokud byl nalezen vnitini vrchol,
pak strom jiz kli¢ obsahuje a operace probéhla netspésné, pokud byl nale-
zen vnéjsi vrchol, je do rodice tohoto vnéjsiho vrcholu vlozen novy kli¢ na
prislusnou pozici tak, aby byla zachovana serazenost klich. Pokud je vrchol,
do kterého byl kli¢ vlozen, preplnén, pak je na vrchol provedena operace Sté-
peni popsana v P , kterd muze postupovat az do korenu, a pripadnd zména
kofenu je po vlozeni zaznamenana.

Odstranovani z (a,b)-stromu

P1i odstranovani je nejdiive nutné nalézt odstranovany kli¢, hledani klice pro-
bih4 stejnym zptsobem, jako pri operaci vyhleddvani, pokud bylo vyhledavani
nedspésné, je neuspésna i operace odstranovani. V opac¢ném pripadu je kli¢
ze stromu odebran. Pokud byl kli¢ na posledni hladiné vnitinich vrchola, je
kli¢ ze stromu odebran piimo. Pokud neni kli¢ v posledni hladiné vnitinich
vrchold, pak musi byt nahrazen, nebot urcuje pozice podstromu. KIi¢ je stejné
jakou & nahrazen predchiidcem nebo naslednikem ve svém podstromu. Oba
tyto vrcholy musi byt na posledni mozné hladiné pro vnitini vrcholy, nebot by
ve vyssich hladindch museli jejich syny byt dva vnitini vrcholy, coz vzhledem
k tomu, Ze se jednd o maximum a minimum, neni mozné.

P1i odebrani klice mohlo dojit k poruseni pravidla 2 ve vrcholu, ve kterém
je nyni o kli¢ méné, a strom pak musi byt upraven. Oprava probiha tak, ze
mé-li vrchol, ze kterého byl kli¢ odstranén alespon jednoho sourozence, ktery
obsahuje alespon a kli¢i a tedy a + 1 synt, pak je ze sourozence, ktery tuto
podminku splnuje, kli¢ vyptijéen zpusobem popsanym v . Maji-li oba
sourozenci vrcholu a — 1 kli¢h a a synu, pak musi byt provedena operace
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2.9. (a,b)-strom

slucovani, kterd je také popsana v a kterd se mize opakovat az ke korenu,
kde po operaci nemusi zistat zadny klic. Nastane-li tento pripad je zménén
kofen stromu a poté je strom opét validnim (a,b)-stromem.

2.9.3 Vlastnosti (a,b)-stromu

Hloubka (a,b)-stromu je O(logn), dikaz je proveden indukei sec¢tenim pres
hladiny stromu, ktery obsahuje minimélni pocet kli¢i pro svou hloubku a je
uveden v [2].

Upravena operace vyhledavani postupuje po hladinach nejdale k nejvzda-
lenéjsimu vnéjsimu vrcholu, jenz jsou v (a,b)-stromu na stejné hladiné, a na
kazdé hladiné je provedeno maximalné 2b — 2 porovnani. Vzhledem k tomu, ze
parametr b je konstanta, je po¢et porovnani na kazdé drovni O(1) a asympto-
ticka slozitost operace vyhledavani je O(logn).

Pro operaci vkladani je nejdfive nutné uvést, ze operace stépeni bez propa-
gace ma konstantni asymptotickou slozitost, coz je zjevné z faktu, Ze operace
stépeni vrcholu pouze vytvori novy vrchol a presune (%1 kli¢h a jejich pod-
stromil.

Operace vkladani musi nejdrive nalézt pozici, na kterou ma byt kli¢ vlozen,
coz je v situaci, kdy strom kli¢ neobsahuje, provedeno v ¢ase O(logn), po
vlozeni mize byt provedena operace Stépeni, kterd mize postupovat az ke
kofenu stromu, tento postup mé asymptotickou slozitost O(logn) a provadi
operace Stépeni v konstantnim case. Proto je i slozitost vkladani v nejhorsim
pripadu O(logn).

Posledni zakladni operaci je operace odstranovani. Obé vyvazovaci operace,
které pfi jejim pouziti mohou byt nutné k opraveni stromu maji konstantni
asymptotickou slozitost. Nebot operace pujceni je v podstaté jednoduché ro-
tace s nutnosti preusporddani klict vrcholu, jejichz pocet je konstantni, tak
i preusporadani lze zvladnout v konstantnim case. Operace slouceni vrchola
presune a — 1 vrchold, a jejich podstromi a odstrani jeden vrchol. Proto mé
i operace slouceni konstantni ¢asovou slozitost.

Pri odstranovani vrcholu je nejdrive ve stromu vyhleddvano, pokud kli¢
neni nalezen, pak neni mozné kli¢ odstranit a operace konci s ¢asovou slozi-
tosti O(logn). Jinak je kli¢ odstranén a pokud vrchol, ze kterého byl odebran
kli¢, obsahuje méné nez a— 1 kli¢ti, pak si musi vrchol kli¢ ptij¢it od sourozence
operaci, kterd ma konstantni ¢asovou slozitost, a odstranéni je ukonéeno, nebo
musi byt vrchol slouc¢en se sourozencem, operaci, kterd ma také konstantni slo-
zitost a postupuje maximalné od nejvzdéalenéjsi hladiny, na které se nachéazeji
vnitini vrcholy, do kofenu stromu a po cesté se provadéji dalsi operace slu-
c¢ovani, které maji konstantni slozitost. Ptipadné oznaceni nového korenu ma
také konstantni slozitost, tudiz i operace odstranovani ma asymptotickou slo-
Zitost O(logn).

Vyuziti (a,b)-stromy nachézeji predevsim v B-stromech, coz jsou (a,b)-
stromy, pro které plati b = 2a nebo b = 2a — 1. B-stromy jsou tedy podmnozi-
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2. TYPY VYHLEDAVACICH STROMU

nou (a,b)-stromu a dale se upravuji na B+ stromy, coz jsou B-stromy, jejichz
klice jsou uloZeny v posledni hladiné vnitinich vrchol a vrcholy ve vyssich
drovnich jsou pomocné pro vyhledavani ve stromu. Dalsi ipravou B-stromu
jsou B* stromy, které zvySuji minimalni pocet syni vrcholu. Vyse uvedené
typy nachazeji vyuziti v databézich a v pamétich. Jednim z divodid vyuziti je
moznost ulozeni celého bloku paméti do jednoho vrcholu.

Dalsim pfinosem (a,b)-stromi jsou ¢erveno-cerné a @ stromy, které jsou
Casto pouzivané a jak jiz bylo v textu uvedeno, vznikly upravou (a,b)-
strom® na binarni stromy.

2.10 Souhrn c¢asovych slozitosti

Pro rekapitulaci vyse uvedenych casovych asymptotickych a amortizovanych

slozitosti slouzi tabulka R.1|. Pocet prvka stromu v tabulce znaci znak n.
Typ __ Vyhledavani Vkladani Odstranovani
Nevyvazeny BVS O(n) O(n) O(n)
O(logn) O(log ) O(logn)
Cerveno-cerny O(logn) O(logn) O(logn)

O(logn) O(logn) O(logn)
Spla O(n),0*(logn) | O(n),0*(logn) | O(n),O0*(logn)
BB-q| O(logn) O(logn) O(logn)
Scapegoat O(n),0*(logn) | O(n),0*(logn) | O(n),O0*(logn)
Treap O(n)} O(n)} O(n)t
(a,b)-strom O(logn) O(logn) O(logn)

Tabulka 2.1: Casova slozitost typti vyhledavacich stromi

2.11 Stavajici implementace vyhledavacich stromu

Vyuziti vyhledévacich stromi jsou rtznorodd a pro rtizna vyuziti casto do-
chézi k tpravam struktury stromu, proto vétsinou nebyvaji implementace vy-
hledavacich stromu obsazeny primo v programovacich jazycich a ani jejich
standardnich knihovnach. OvSem nékteré moderni jazyky obsahuji alespon
abstraktni struktury slovnik a mnozina, které splnuji mnoho vlastnosti vyhle-
dévacich stromt a v mnoha pripadech jsou implementovany vyhledavacimi
stromy. V jazyku C++ se jednd o struktury std: :set a std: :map.

Pro praci s vyhledavacimi stromy musi byt bud vytvorena nova implemen-
tace, nebo pouzita jiz existujici implementace. Ze stavajicich implementaci se
pro vyuziti nabizeji rizné knihovny, v jazyku C++ se jedna napiiklad o kni-
hovnu Boost . Intrusive[23], jenz je obsaZena v ¢asto uzivané sadé knihoven

1V priméru O(logn).
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Boost. Z popsanych typt obsahuje knihovna strukturu treap a Cerveno-cerné,
, scapegoat a splay stromy. Dal$imi knihovnami obsahujicimi implemen-
tace vyhledavacich stromu v jazyku C++ jsou knihovny cpp-btree[23] ob-
sahujici B-strom nebo Ygg[24] obsahujici ¢erveno-¢erné, a dalsi v praci
nepopsané typy.
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KAPITOLA 3

Implementace

V praktické ¢asti prace jsou implementovany vSechny typy, jenz byly popsan
v predchozi kapitole, jednd se tedy o nevyvazeny , stromy @,
splay, Cerveno-¢erny, (a,b), , scapegoat a strukturu treap. Nevyvazeny
BVY je implementovin jednosmérnym i obousmérnym spojovym seznamem.
A_A] strom je také implementovan dvéma zpusoby, v jedné implementaci se
pro vyvazovani stromu vyuzivaji barvy vrcholi a ve druhé implementaci je
strom vyvazovan pomoci urovni vrcholi. , scapegoat stromy a vyse zmi-
nény nevyvazeny jsou implementovany pomoci jednosmérného spojového
seznamu a ostatni typy a jedna implementace nevyvazeného m jsou imple-
mentovany obousmérnym spojovym seznamem.

Jednotlivé typy jsou implementovany jako tiidy, jejichz vrcholy jsou také
tridy, a operace jsou implementovany jako jejich metody. Prubéh operaci jed-
notlivych typt je jednotny s jejich popisem v ¢astech kapitoly E Vsechny typy
umi nasledujici metody:

o Insert(x) — metoda se pokusi vlozit kli¢ z do stromu, pokud uspéje
vraci true, v pripadé neuspéchu vraci false.

o Delete(x) — metoda se pokusi odstranit kli¢ = ze stromu, pokud uspéje
vraci true, v pripadé neuspéchu vraci false.

o Search(x) — metoda se pokusi najit vrchol ve stromu, ktery obsahuje
kli¢ x, v pripadé tspéchu vraci ukazatel na vrchol obsahujici kli¢ z, jinak
vraci nulovy ukazatel, v jazyce C++ nullptr.

o Size() — metoda vraci pocet prvki ve stromu.

o Clear() — metoda odstrani vSechny prvky ze stromu a uvolni prostiedky
pro tyto prvky alokované.

o GetSorted() — metoda vraci vzestupné sefazené klice ve stromu ulozené
v poli (ve struktufe std: :vector).
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o PrintTree(os) — metoda vypise strom pomoci vypsani informaci o vr-
cholech do datového proudu os (standardni vystup, soubor, ...).

Implementace jsou provedeny v jazyce C++, ktery je vhodny svou efekti-
vitou, vyuzitim, a vuci jazyku C nabizi tfidy a objekty, které jsou pro imple-
mentaci a nasledné vyuziti vhodné. V implementacich je vyuzit polymorfismus
pro snadné a vhodné vyuziti implementaci. Dalsi vlastnost jazyku C++, kterd
je v praci vyuzita, jsou Sablony tiid, které umoznuji vyuziti implementaci pro
ruzné datové typy a tridy, uzivatel mize tedy jako klice vyhledavacich stromi
pouzivat i vlastni tr¥idy. Ttidy pouzité jako klice musi mit implementovan
kopirovaci konstruktor, operator = a relacni operator <. Vyuziti sablon ttid
v jazyku C++ ovsem znamend, ze implementacni kéd je umistén pouze v hla-
vickovych souborech, aby mohl byt zahrnut.

Implementace zohlednuje predevsim efektivitu programu a to vede napri-
klad k tomu, Ze nékteré metody vrchold neprovadéji kontrolu, zdali je volani
metody s argumenty validni a uzivatel si pri dpravé knihovny musi pocitat
s touto vlastnosti implementace.

V préci jsou vyuzity nékteré prvky standardni knihovny jazyku C++, jako
napiiklad struktury std::vector a std::stack, také jsou vyuzity knihovny
cmath pro vypocet logaritmu a odmocniny a random pro ndhodnou generaci
priorit vrchola struktury treap.

3.1 Struktura implementace

Implementacni ¢ast prace obsahuje 9 t¥id pro reprezentaci vrcholi rtznych
typt vyhledavacich stromi. Tridu CTester, ktera slouzi k provedeni testu
a meéreni jejich vysledkl, tridu CDataGenerator pro generovani vstupnich
dat, 12 tfid pro vlastni implementace jednotlivych typt a 5 tfid pro stéava-
jici implementace. Implementace déale obsahuje dalsi podpturné prvky, jako
tfeba funkci pro porovnani ¢isel s plovouci desetinou ¢arkou, vyctové typy
pro barvy v Cerveno-¢erné stromy a pro operace a vyjimky, které mohou pri
nespravné praci s implementacemi nastat.

Nejzakladnéjsimi prvky implementace jsou abstraktni tifidy CSearchTree,
jenz obsahuje vsechny uvedené virtualni metody vyhledévaciho stromu, pred-
stavujici vyhledévaci strom a tfida CNode, ktera pfedstavuje vrchol vyhle-
dévaciho stromu. Tyto tiidy slouzi k dosazeni polymorfismu a pro moznost
rozsititelnosti knihovny o dalsi typy a rtzné zpusoby implementaci.

Implementace, jak jiz bylo vyse zminéno, obsahuje 5 trid, které obaluji kni-
hovni implementace tak, aby implementovaly rozhrani CSearchTree a dalsich
5 tiid, které slouzi jako jejich vrcholy a dédi od tiidy CNode. Jednd se o tridy
CBoostAVLTree, CBoostRBTree, CBoostSplayTree, CBoostTreap, které oba-
luji struktury importované z knihovny Boost.Intrusive[23], a CLibBTree,
jenz obaluje B-strom z knihovny cpp-btree|[25].
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3.1.1 Nevyvazeny

Prvni implementaci nevyvazeného je implementace jednosmérnym spojo-
vym seznamem. Tuto implementaci predstavuje tfida CLBST, ktera dédi (vzhle-
dem k abstraktnosti implementuje) od tfidy CSearchTree. Vrcholem pouzitym
v této implementaci je vrchol CBinaryNode, ktery dédi od tfidy CNode a ma
3 ¢lenské proménné. Proménné m_Left, respektive m_Right, slouzici k ulozeni
ukazatele na levého, respektive pravého, syna. Pokud je syn vrcholem vnéjsim,
je v ukazateli na néj ulozena hodnota nullptr. Posledni ¢lenskou proménnou
této tiidy je m_Key s uloZzenou hodnotou klice.

Druhou implementaci nevyvazeného je implementace obousmérnym
spojovym seznamem, jeji realizace se jmenuje CBST, implementuje rozhrani
CSearchTree a jeho metody. Tiida pouzivana jako vrchol v této implementaci
je trida CDLBinaryNode, kterd dédi od tiidy CBinaryNode a navic obsahuje
zpétny ukazatel na rodice vrcholu v ¢lenské proménné m_Parent. Pokud je
vrchol kofenem stromu, je v m_Parent ulozen nulovy ukazatel.

Logika obou implementaci je velmi podobné a lisi se predevsim rozsitenim
vrcholi o zpétny ukazatel na rodice a praci s timto ukazatelem. Obé tiidy pred-
stavujici nevyvazeny , obsahuji ukazatel na koten stromu v podobé ¢lenské
proménné m_Root a velikost stromu, tedy pocet prvkia ve stromu, v ¢lenské
proménné m_Size. V ramci obou tfid jsou také implementovany metody pro
levou a pravou rotaci a také metoda pro vytiznuti vrcholu ze stromu.

Obé implementace prepisuji (implementuji) vSechny zdédéné virtudlni me-
tody. Prubéh operaci probiha jako v jejich definici, metody pro ziskani poctu
vrchold a odstranéni vrchold stromu jsou trividlni, metoda pro ziskani seraze-
nych kli¢d prochézi stromem iterativné se zasobnikem, do kterého se ukladaji
vrcholy pro névrat, a uklada klice navstivenych vrcholl, a metoda pro vypis
stromem postupuje jako metoda GetSorted, ale misto ulozeni kli¢i do pole,
vypise kli¢e a jejich hloubku do zadaného datového proudu.

3.1.2 strom

Implementace stromu je provedena v ramci tiidy CAVLTree, ktera dédi
od tiidy CBST. Jako vrchol vyuzivany v této implementaci je tiida CAVLNode,
kterd dédi od CDLBinaryNode, a kromé zdédénych ukazateli obsahuje také
informaci o hloubce, v které se vrchol ve stromu nachazi a ktera je vyuzivana
pro vyvazovani stromu.

Trida CAVLTree prepisuje metody pro vkladani a odstranovani s rozsite-
nim o kontroly hloubky podstromu a vyuziti vyrovnavacich operaci, jenz jsou
v pripadu stromu levou a pravou rotaci a jsou jako metody zdédény.
Trida také prepisuje metodu vyhleddvani tim zptsobem, Ze je pro vyhleda-
vani vyuzita metoda slouzici k vyhleddvani v CBST, ovsem vraceny ukazatel je
pretypovan na CAVLNode.
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3.1.3 Cerveno-¢erny strom

Cerveno-¢erny strom je implementovan v ramci tifdy CRBTree, ktera dédi od
CBST. Vrchol ¢erveno-¢erného stromu je realizovan tfidou CRBNode, kterd dédi
od CDLBinaryNode a ma ulozenou informaci o barvé vrcholu v ¢lenské pro-
ménné m_Color. Barva je realizovina vyctovym typem Color deklarovanym
ve t¥idé CRBNode a jak z definice ¢erveno-cerného stromu vyplyva, Color ma
2 hodnoty: cervena a cerna.

Trida CRBTree mé dvé nové metody: InsertFix a DeleteFix, které slouzi
ke kontrole a k pripadné opravé stromu, pokud doslo k poruseni nékterého
z pravidel ¢erveno-cerného stromu.

Operace vkladani a odstranéni jsou upraveny pro vrcholy CRBNode a na
zavér mohou volat vyse uvedené metody pro kontrolu a opravu stromu. Ope-
race vyhledavani vyuziva operaci vyhledavani rodicovské tiidy a pretypovava
vraceny ukazatel. Posledni metoda CRBTree, jenz je vuci své rodicovské tridé
prekryta, je metoda slouzici pro vypis stromu, kterda je upravena tak, aby
vypisovala i barvy vrcholu.

3.1.4 LEA! strom

Jak jiz bylo v kapitole zminéno @ strom je implementovan dvéma zplsoby.
Prvni implementace, kterd vyuziva pro vyvazovani barvy vrcholu, je realizo-
vana tfidou CAAAltTree, kterd dédi od tridy CRBTree, a vyuzivd CRBNode
jako vrchol. Prvni tipravou oproti t¥idé CRBTree je prekryti metod InsertFix
a DeleteFix takové, ze v pripadu potfeby je strom upraven na validni
strom. Druhou tdpravou je pridani metod Split a Skew, které predstavuji
stejnojmenné operace @ stromu.

Implementace Cerveno-Cernych stromu je pomérné slozita a pridanim dal-
gich pravidel je implementace stromu jesté slozitéjsi. Proto druha im-
plementace @ stromu vyuzivd pro vyvazovani troven vrcholu a invarianty
popsané v [14]. Tento zpusob je realizovdn tiidou CAATree, jenz dédi od
CBST, a pracuje s vrcholy realizovanymi tridou CAANode, ktera dédi od tridy
CDLBinaryNode, a kromé ukazatelil obsahuje i celé ¢islo reprezentujici droven

vrcholu v ¢lenské proménné m_Level.

CAATree méa nové metody Skew a Split pfedstavujici vyvazovaci operace
stromu a metody InsertFix a DeleteFix volané pro validaci a opraveni
stromu po provedeni operace vlozeni nebo odstranéni.

Operace vkladéni a odstranéni jsou prekryty tak, aby pracovaly s vrcholy
CAANode a volaly metody InsertFix a DeleteFix. Operace vyhledavani je
opét obohacena o pretypovani vraceného ukazatele. Vhledem k pfiddni nové
informace do vrchold stromu, je metoda pro vypis stromu prekryta tak, aby
byly pro vrcholy CAATree vypisovany i jejich tirovneé.
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3.1.5 Splay strom

Splay strom je realizovan pomoci tiidy CSplayTree, kterd dédi od tiidy CBST
a vrcholy nepotfebuji zddné dodate¢né informace, proto je i v CSplayTree
vyuzivan vrchol CDLBinaryNode. Ttida ma novou metodu Splay(v), kterd
z vrcholu v udéla koren stromu.

Operace vkladani, vyhledavani a odstranéni jsou prekryty tak, aby ope-
raci Splay presunuly vrchol uréeny z definice téchto operaci. Priubéh operace
odstranovani je shodny s druhym popsanym zpusobem odstranéni prvku ze
splay stromu v casti @

3.1.6 BB-d| strom

Vahové vyvazeny je realizovan tridou CBBTree, ktera dédi od CLBST
a kterd jako vrcholy pouziva tiidu CBBNode, kterda k ukazatelim zdédénym
od CBinaryNode pridava také informaci o velikost podstromu urceného kon-
krétnim vrcholem v ¢lenské proménné m_Size. CBBTree si uklada zadanou in-
formaci o maximalni povolené rovnovaze vrcholu stromu v ¢lenské proménné
m_VertexRatio, dalsi pfidanou ¢lenskou proménnou je m_DRRatio, v niz je
uloZeno ¢islo, které rozhoduje, zdali bude provedena jednoduchd nebo dvo-
jita rotace. V konstruktoru je pri vytvareni objektu provedena kontrola, zdali
parametr « spliuje podminky stromu popsané v P.4.

CBBTree mé oproti CLBST nové metody GetVertexRatio(v), kterda vypo-
¢ita rovnovahu vrcholu v, a FixBalance(v), kterd rozpozna, zdali ve vrcholu
v doslo k poruseni rovnovahy stromu. Doslo-li k poruseni rovnovihy je pro-
vedena rotace pro jeji napraveni a vracena hodnota false, pokud k poruseni
rovnovahy nedoslo, je vracena hodnota true.

Trida také prekryva rotace tak, aby v nich doslo k upraveni velikosti pod-
strom, v nichz dochézi ke zméndm. Dalsi prepsanou metodou je metoda Size,
kterd vzhledem k uchovavani velikosti podstromt ve vrcholech vraci velikost
podstromu tvoreného vrcholem stromu. Operace vkladani a odstranovani jsou
prekryty tak, aby odpovidali definicim v R.¢. Metoda vyhledavani je prekryta
tak, aby vraceny ukazatel byl na vrchol typu CBBNode. Posledni prepsanou
metodou je metoda slouzici pro vypis stromu, kterd vzhledem k nové infor-
maci ve vrcholech, vypisuje nyni i velikost podstromu uréeného vypisovanym
vrcholem.

Vzhledem k tomu, zZe se jednd o implementaci jednosmérnym spojovym
seznamem, jsou upravy velikosti podstromu a pfipadné rotace provadény jiz
pri prochazeni stromem. Pokud jsou operace netspésné, musi se znovu projit
stromem a obnovit velikosti, které byly upraveny pfi sestupu.

Vzhledem k tomu, Ze se ve tfidé CBBTree pracuje s rovnovahou, kterd se po-
hybuje v mnoziné redlnych ¢isel, které se v jazyku C++ ukladaji do datového
typu double, u kterych muze pri vypoctech dochézet k drobnym nepresnos-
tem, neni vysledek operatoru == vzdy spravny. Proto je implementovana
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a vyuzita funkce doubleCompare, kterd je pro touto vlastnost ¢isel s plovouci
¢arkou v jazyku C++ prizptsobena.

3.1.7 Scapegoat strom

Implementaci scapegoat stromu je tfida SGTree, kterd vzhledem k tomu, ze
se jednd o upravu BB-q| stromu, dédi od jeho implementace CBBTree. Pouziva
také stejnou t¥idu pro vrcholy jako CBBTree a to CBBNode. Novou informaci
SGTree stromu je redlné ¢islo m_LogDiv, jenz je konstanta vyuzita k vypo-
¢tu logaritmu jiné béaze nez 2. V konstruktoru dochazi ke kontrole validity
rovnovahy a vypoctu m_LogDiv.

Prvni novou metodou tiidy je metoda RebuildTree(v), kterd z podstromu
s kofenem v sestavi dokonale vyvazeny BVS, tato metoda postupuje jako po-
sledni zptisob popsany v casti . Druhou pfidanou metodou je metoda
FindAndRebuild, kterad, pokud doslo vloZzenim nového prvku k poruseni ba-
lan¢niho kritéria stromu, najde vhodného obétniho beranka a podstrom urceny
timto vrcholem prestavi metodou RebuildTree.

SGTree prepisuje metodu vkladani nového prvku tak, aby odpovidala defi-
nici, predevsim kontrolou validity a volanim FindAndRebuild. Operace odstra-
novani je také upravena tak, aby odpovidala definici a ke sledovani posledni
velikosti, kdy doslo ke kontrole, je vyuzita, v pripadu SGTree a BBTree jinak
nevyuzita, ¢lenska proménna m_Size.

3.1.8 Treap

Implementaci struktury treap predstavuje tiida CTreap, kterd dédi od CBST.
Jako vrchol struktury treap je vyuzita tiida CTreapNode, kterd dédi od tiidy
CDLBinaryNode a zdédéné ukazatele rozsituje o informaci o priorité vrcholu
ulozené v clenské proménné m_Priority. Ttida CTreap ma oproti CBST navic
¢lenské proménné m_MaxPriority, v niz je udrzovana informace o maximalni
priorité, m_Generator s generatorem ndhodnych ¢isel ze standardni knihovny
C++ random typu std::mt19937 a rovnomérné rozdéleni m_Distribution
typu std: :uniform_int_distribution<uint32_t> také z knihovny random,
pomoci kterého jsou vrcholim pridélovany priority, tak aby kazdé celé cislo
v intervalu (0, m_MaxPriority—1) mélo stejnou pravdépodobnost vybéru.

V ramci tf¥idy dochéazi k prekryti operace vkladani, aby fungovala jako
v definici, operace vyhledavani tak, aby byl vracen ukazatel na vrchol typu
CTreapNode, operace odstranéni, kterd presune odstranovany vrchol na ta-
kovou pozici, z které ho lze trivialné odebrat, tedy tak, aby alespon jeden
ukazatel na syna byl nulovy, a metody pro vypis stromu pridanim informace
o priorité vrcholu do vypisu.

46



3.1. Struktura implementace

3.1.9 (a,b)-strom

Realizaci (a,b)-stromu je tiida ABTree, kterd dédi od tridy CSearchTree, mé
nésledujici ¢lenské proménné: m_Root s ukazatelem na kofen stromu, m_Size
s poctem kli¢ti ve stromu a proménné m_A a m_B pro ulozeni parametrii urcu-
jicich pocet potomku vrcholu ve stromu. Jako vrchol ABTree je pouzita tiida
ABNode, ktera dédi od tridy CNode.

ABNode mé nasledujici ¢lenské proménné: m_Parent s ukazatelem na rodice
vrcholu, m_SubtreePos, v niz je ulozeno kolikatym synem svého rodice je tento
vrchol, m_KeyCount s poc¢tem kli¢ti ve vrcholu, pole m_Keys s uloZzenymi klici
ve vrcholu, m_Max s maximalnim poc¢tem kli¢t ve vrcholu a pole m_Subtrees
s ukazateli na syny. Pokud se vrchol nachézi na posledni hladiné vnitinich vr-
cholii, nabyva m_Subtrees hodnotu nullptr pro tsporu paméti. Ttida ABNode
alokuje rovnou blok paméti, ktery je dostatecné velky pro maximélni pocet
klica, predchazi se tim castym realokacim za cenu méné efektivniho vyuziti
pameéti.

Tiida ABNode mé nasledujici metody: Allocate, kterd alokuje adresy pro
ukazatele na syny, Insert, kterd slouzi ke vlozeni klice do vrcholu, jehoz
synové jsou pouze vnéjsi vrcholy, metody InsertWithLeftSubtree, respek-
tive InsertWithRightSubtree, které vlozi do vrcholu kli¢ s jeho levym, re-
spektive pravym, podstromem, metody RemoveWithLeftSubtree, respektive
RemoveWithRightSubtree, které odstrani kli¢ ze zadané pozice s jeho levym,
respektive pravym, podstromem a metodu InsertSubtree, kterd vlozi pod-
strom na pozici nejpravéjsiho podstromu.

V konstruktoru ABTree dochézi ke kontrole validity zadanych argumentt
(a,b)-stromu, novymi metodami t¥idy jsou metody Split, Fusion a Borrow,
které predstavuji vyvazovaci operace (a,b)-stromu.

Vzhledem k tomu, ze je CSearchTree rozhrani, musi ABTree vSechny zdé-
déné virtualni_metody implementovat. Operace implementuje tak, jak je po-
psano v sekci R.9, metody Size a Clear jsou trividlni, GetSorted je upravena
pro pruchod kli¢t ve vrcholu a PrintTree vypisuje kromé klice a hloubky, ve
které se vrchol nachazi, i kolikdtym synem je vrchol v némz se nachézi tento
klic.

3.1.10 Tridy pro generovani a provedeni testt

Pro generovani testovacich dat slouzi tfida CDataGenerator, jejiz metody vy-
generuji soubory se vstupnimi daty. Ttida CDataGenerator obsahuje metody
pro generovani vsSech testd v nasledujici kapitole a dalsi metody, které ke
generovani téchto dat vyuziva.

Pro provedeni a zméteni vysledkti testl slouzi tfida CTester, ktera obsa-
huje metody pro nacteni testu ze vstupniho toku dat, metodu pro provedeni
testu pro ulozena data a zméreni vysledki testu, metodu, kterd vypise vy-
sledky vsech stromu pro ulozend data, metody slouzici pro porovnani parame-
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tri typu, které pro idealni vykon potrebuji vhodné parametry, a metody pro
provedeni a zméreni vysledku testi uvedenych v dalsi kapitole.
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KAPITOLA 4

Porovnani

V posledni kapitole dochazi k métreni a porovnani vytvorenych implementaci
vyhledavacich stromu z kapitoly P a vybranych existujicich implementaci vy-
hledavacich stromti z knihoven jazyku C++.

Meéfteni vykonnosti jednotlivych implementaci je provedeno pro rizné scé-
nare prace s vyhleddvacimi stromy na Skolnim svazku STAR, ktery vyuziva
dévkovy planovaé ke spousténi tloh na vypocetnich uzlech a zarucuje tim
optimalni béh programu.

Program je zkompilovan pfekladacem g++ verze 10.2.1 s pfepinaci -Wall,
-pedantic, -Werror a -Wextra pro kontrolu kédu, prepinac¢i -I pro ptidani
knihoven a pfepinacem -03 pro optimalizaci, ktery sice nemél na rychlost né-
kterych typt vyrazny vliv, ovSem u nékterych typu doslo k vyraznému zrych-
leni béhu programu.

4.1 Vysledky méreni

Pro méreni vykonnosti vyhledavacich stromu v testu o velikosti n, jsou nejdiive
vygenerovana vstupni data, kterd obsahuji prislusny pocet operaci vzhledem
ke zvolenému n a nésledné dojde k provedeni testu pro vSechny urcené typy
vzhledem ke scénéii a n. Pro kazdy test jsou vybrany prislusné optimalni
parametry , scapegoat a (a,b)-stromu.

Vsechny nasledujici testy jsou pro kazdé n provedeny tiikrat a z jejich vy-
sledki je pro porovnani vybran jejich median. Typ kli¢e vSech porovnavanych
vyhledavacich stromt je datovy typ uint32_t.

Vysledky jsou zakresleny do grafi pomoci néstroje GNUP1ot[26] a stupnice
vygenerovanych grafi je pro prehlednost graft logaritmicka.

4.1.1 Operace vkladani

Prvni test obsahuje pouze operaci vkladani a simuluje praci se stromem, jenz
je naplnén n prvky, tedy sestaveni stromu. Test ukazuje, po jaké dobé je vy-
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hledavaci strom pomoci n operaci vkladani naplnén n prvky tak, aby splnoval
vsechny podminky vedouci z definice stromu.

Nahodna data

7

Nejdrive je strom plnén ndhodné vygenerovanymi unikatnimi daty. Pro tento
test a mnozinu vstupnich dat vysel pro strom nejlépe parametr a =
0,29, pro scapegoat strom parametr o = 0,30 a jako (a,b)-strom vysel nejlépe
(30,60)-strom. Vysledky jsou zndzornény v grafu @.1.

Sestaveni stromu (ndhodné data)
10!

10°

101

103

10

AAAlt —a— _
Splay —— 1
(30,60)-strom —v— 1
Treap |

102 103 104 105 106 5-10°
Velikost testu (n)

Obrazek 4.1: Test vkladani ndhodnych dat do stromu

7 vysledku testu se potvrdilo tvrzeni zminéné v E, ze vkladani ndhodnych
dat do vyhledavaciho stromu mé slozitost O(logn). Nejlepsim stromem pro
vklddani ndhodnych dat do vyhledavaciho stromu se ukézal (30,60)-strom,
ktery je velikosti vrcholt, i tim, Ze vzhledem k 4 bajtové velikosti klice typu
uint32_t, dokaze vyuzivat 256 bajti velké bloky cache paméti, pro tuto po-
sloupnost operaci a dat vhodny. Rozdily délek béhu ostatnich stromt byly
velmi nizké a splay strom se ukazal v tomto testu jako tésné nejhorsi pro data
n < 10% a pro n = 5 - 105 nejhorsich vysledkt dosdhla struktura treap.

Vzestupné serazena data

Nasledné je strom plnén sefazenymi daty, v tomto pripadu vzestupné sera-
zenymi daty. Zde se jako nejlepsi parametry ukazaly parametry a = 0,29
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pro strom, a = 5, b = 10 pro (a,b)-strom a a = 0,05 pro strom typu
scapegoat, ktery se touto hodnotou muze v nékterych pripadech stat témeér
linedrnim seznamem. Vysledky testu pro tyto data jsou znazornény v grafu

1.9.
Sestaveni stromu (vzestupné serazena data)
10? ——r ——— —r
10t 3
100
101 L
= [
w 102 L
© F
Q) E
103 |
104 L
i i
10% AAAIt —a—
Splay —— 7
(5,10)-strom ——
10-6- " PR | " P Er e | " PR Erar | " ....Treap. L
102 103 10* 10° 10° 5-10°

Velikost testu (n)

Obréazek 4.2: Test vkladani vzestupné sefazenych dat do stromu

Ve vysledcich se projevuji rozdily mezi ¢asovymi asymptotickymi, nebo
alesponn amortizovanymi, slozitostmi vyhleddvacich stromii. Obé implemen-
tace binarniho vyhledavaciho stromu, jejichz ¢asova asymptoticka slozitost je
pro tato data ©(n), maji jednoznaéné nejhorsi vysledky. Scapegoat strom,
ktery sice vzhledem k nizkému parametru o nemd vzdy optiméalni hloubku
a jeho vysledky se nepriblizuji nejlepsim vysledktim, avsak alespon obcasnym
vyvazovanim dosahuje mnohem lepsich vysledkii nez nevyvazené .

Nejlepsi typem pro tato data se ukazal splay strom, ktery pro kazdy nové
vlozeny prvek provede pravé jednu levou rotaci. O néco horsich, ale presto
velmi dobrych vysledki, dosahuje (a,b)-strom, zde (5,10)-strom. Za zminku
také stoji strom, jenz pro mald n dosahuje vysledku porovnatelnych
se splay stromem, a struktura treap, vzhledem k tomu ze pro n = 5 - 106
lepsich vysledki dosahuji pouze (5,10)-strom a splay strom a jeji vysledky
jsou porovnatelné s vysledky (5,10)-stromu. Rozdily mezi vysledky ostatnich
typu jsou velmi nizké s vyjimkou stromu, ktery je z neuvedenych typu
v testu nejhorsim.
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4.1.2 Razeni vkladanim do stromu

Druhy test obsahuje kromé operace vkladani i operaci pro ziskani serazené po-
sloupnosti n vlozenych unikatnich kli¢ta. Test simuluje algoritmus tree sort,
jenz seradi vlozené klice.

Nahodna data

Nejdrive je algoritmus simulovan pro ndhodnou posloupnost kli¢ti. Parametry
jsou vzhledem k vlastnosti testu zvoleny stejné jako pro test vkladani nahod-
nych dat. Tedy pro strom je parametr o = 0,29, pro strom parametr
a = 0,30 a jako (a,b)-strom je pouzit (30,60)-strom. Znézornéni vysledku se
nachézi v grafu E

Tree sort (ndhodnd data)
10!

100

101

103

AAAIt —a— 7
Splay —— 1
(30,60)-strom —v— 1
Treap |

10»5 L PSR | N PSR | N M | N N P
102 103 104 10° 106 5-10°

Velikost testu (n)

Obrazek 4.3: Test fazeni vkladanim nahodnych dat do stromu

Vysledky jsou velmi podobné vysledkim predchoziho testu pro ndhodné
data, ovSem rozdil mezi (30,60)-stromem a shlukem ostatnich typu vyhledava-
ctho stromu se zvysil a vysledky (30,60)-stromu jsou jednoznacné nejlepsi.

Vzestupné serazena data

Poté je algoritmus simulovan pro jiz serazena data. Stejné jako pro nahodnd
data i zde jsou pouzity stejné parametry jako v predchozim testu, tedy pro
strom parametr @ = 0,29, pro @ strom parametr a = 0,05 _a jako
(a,b)-strom je pouzit (5,10)-strom. Pro zndzornéni vysledki viz graf §.4.
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Tree sort (vzestupné serazend data)
102

10!

10°

101
0
%]
]
1072
1073
10 A ¢ AAAlt —a—
Splay —a—
(5,10)-strom —s—
Treap
10—5 N M | N M | N M | | N

102 103 104 10° 106 5-10°
Velikost testu (n)

Obréazek 4.4: Test Tazeni vkladanim vzestupné sefazenych dat do stromu

Vzhledem k charakteristice testu jsou vysledky témér totozné s vysledky
testu vkladani n vzestupné sefazenych klict do stromu a ani (5,10)-strom ne-
dosahuje zadného vyrazného zlepseni. Nejlepsim typem v testu je tedy splay
strom, a nejhorsimi nevyvazené @ a o néco lepsi je strom. Druhym nej-
lepsim typem tohoto testu se stal (5,10)-strom nésledovany strukturou treap.
Ostatni typy maji pouze nizké rozdily ve vysledcich.

4.1.3 Operace vyhledavani

V dalsim testu je posloupnost vstupnich dat takova, ze je nejdiive vlozeno n
unikatnich kli¢t do stromu a nasledné je ve vyhledavacim stromu provedeno
n operaci vyhledavani, jejichz tspésnost je priblizné 50%. Test simuluje situ-
aci, kdy nejdrive dojde k sestaveni vyhledavaciho stromu se vSemi klici, které
bude strom obsahovat, a nasledné se ve stromu vyhledava. Vysledky testu lze
také porovnat s vysledky méreni sestaveni stromu pro znazornéni vykonnosti
operace vyhledavani pro ruzné typy.

Nahodnéa data

V tomto pripadu je do stromu vlozeno n ndhodnych unikatnich prvka v na-
hodném poradi a poté se ve stromu vyhleddvd s tspésnosti cca 50%. Nejlep-
$imi parametry pro tento test a data se staly parametry o = 0,19, respektive
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a = 0,35, pro strom, respektive @ strom. Nejlﬁim (a,b)-stromem se

stal (30,60)-strom. Vysledky jsou znézornény v grafu

Operace vyhledavani (ndhodna data)
10!

100

101

103

AA —o—
AAAIt —a— 7
Splay —a— 1
(30,60)-strom —v— 1
TreapI |

10

10»5 " MRS | " Lol " MR | " " "
102 103 104 10° 106  2,5-10°
Velikost testu (n)

Obrazek 4.5: Test vyhledavani ndhodnych dat ve stromu sestaveném z ndhodné
posloupnosti dat

Pro n > 1000 je jednozna¢né nejlepsim typem opét (30,60)-strom. Pro
vSechna n je nejhorsim typem splay strom, ktery na rozdil od ostatnich typu
provadi vyvazovaci operace i pii vyhledavani ve stromu. Rozdily mezi vysledky
ostatnich typt jsou miniméalni. Za zminku vsSak stoji to, ze pro n < 1000
dosahuje struktura treap nejlepsich vysledku a pro vyssi n struktura postupné
v potadi propadéavé a pro n = 2,5 - 109 dosahuje druhého nejhorsiho vysledku.

Vzestupné serazena data

Do stromu je vlozeno n vzestupné serazenych klici a néasledné je ve stromu
provedeno n operaci vyhleddvani s tspéSnosti cca 50%. Parametry stromu
v testu vyhledavani ve stromu, jenz byl sestaven z vzestupné posloupnosti klict,
byly zvoleny o = 0,29 pro strom a a = 0,05 pro @pstrom. Nejlepsim
&b)-s‘cromem se opét stal (30,60)-strom. Vysledky jsou zndzornény v grafu

Oproti prvnimu testu pro vzestupné serazené klice si zde vyrazné polepsil
(a,b)-strom, ktery se stal nejlepsim typem pro témér vSechna n s vyjimkou
velmi nizkych n. Zatimco splay, ktery byl v prvnim testu s totoznym uspora-
dédnim nejlepsim typem, se v tomto testu propadl, a i strom dopadl o po-
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4.1. Vysledky méreni

Operace vyhledavani (vzestupné serazend data)
10! e T —— T ——— Ty

100

101

1073

104

AAAIt —a— T
Splay —a— ]
(30,60)-strom —s— 1

TreapI |

10—5 N M | N M | N M | N N N
102 103 104 10° 10 2,5-10°

Velikost testu (n)

Obrazek 4.6: Test vyhledavani ndhodnych dat ve stromu sestaveném ze vze-
stupné posloupnosti dat

znani hure. Nejhorsimi typy byly opét obé implementace nevyvazeného
a lepsich vysledki dosahl strom, ovsem nedostateénych v porovnani s ostat-
nimi vyvadzenymi vyhledavacimi stromy. Obé implementace @ stromu,
strom, strom a splay strom pak mély velmi podobné vysledky a struktura
treap dosahla o néco lepsich vysledkt nez tento shluk vyhledavacich stromii.

4.1.4 Operace odstranovani

Nasledujici test je podobny testu predchozimu s tim rozdilem, ze po naplnéni
stromu n prvky je ve stromu provedeno m operaci odstranovani, jenz jsou
vSechny tuspésné. Vysledny strom tohoto testu tedy neobsahuje jediny klic.
Test simuluje praci s mnozinou klicd, pri niz se ke kazdému prvku pristupuje
pouze jednou.

Nahodna data

Do stromu je vlozeno n nadhodnych unikatnich kli¢t v ndhodném poradi, né-
sledné jsou klice v ndhodném poradi ze stromu odstranény. Parametrem M
stromu se v tomto testu stal parametr o = 0,19, parametr stromu byl
a = 0,35 a nejlepsim_(a,b)-stromem byl opét (30,60)-strom. Vysledky jsou
zndzornény v grafu Y.7.
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Operace odstranovani (ndhodnéa data)
10!

10°

101

103

AAAIL —a—

Splay —a—
(30,60)-strom —s—

TreapI

10—5 N M | N M | N M | N N N
102 103 104 10° 10 2,5-10°

Velikost testu (n)

Obréazek 4.7: Test odstranovani nahodnych dat ze stromu sestaveného z na-
hodné posloupnosti dat

Vysledek (30,60)-stromu pro n = 100 je velmi $patny a suverénné nejhorsi.
Ovsem pro n = 500 uz jsou jeho vysledky porovnatelné s ostatnimi typy a pro
n > 1000 uz je (30,60)-strom v testu nejlepsi. Pro n < 10000 jsou s vyjimkou
(30,60)-stromu pro n = 100 nejpomalejsimi typy m strom se splay stromem,
ovsem pro vyssi n uz jsou vysledky téchto dvou typt témér totozné s vysledky
vétsiny ostatnich typu. Pro velmi vysoké n si v testu vede nejhire struktura
treap, jejiz implementace operace odstranovani je pomérné jednoducha a pro
velkd n pomala.

Vzestupné serazena data

Vlozeno bylo n vzestupné sefazenych klici, které byly nasledné odstranény
v ndhodném potadi. Nejlepsimi parametry pro tento scénér se staly parametry
a = 0,29 pro m strom a parametr « = 0,05 pro strom. Nejlepsim (a,b)-
stromem je znovu (30,60)-strom. Pro znazornéni vysledku viz graf {1.§.

Jako ve vSech predchozich testech s vzestupné serazenou posloupnosti dat,
i zde jsou nejpomalejsi obé implementace nevyvazeného . Opét je znatelné
rychlejsi EGI] strom nez tyto implementace, ovSem i tak je znatelné pomalejsi
nez ostatni typy, které udrzuji strom vyvazeny. m strom je ze shluku nej-

vvvvvv

n je treap o néco pomalejsi. I jako v minulém scénéfi je struktura treap z to-
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4.1. Vysledky méreni

Operace odstranovani (vzestupné serazenda data)
102 —_— —_—

10!

10°

101
0
%]
]
1072
1073
104 = APAIt —a—
Splay —— 3
(30,60)-strom —s—
10—5 N MR | N M | N MR | N N ..T.r?a.’.)l N
102 103 104 10° 106 2,5-10°

Velikost testu (n)

Obréazek 4.8: Test odstranovani nahodnych dat ze stromu sestaveného ze vze-
stupné posloupnosti dat

hoto shluku typt nejpomalejsi. Splay strom také nedosahuje tak priznivych
vysledkil pro n < 5 - 10° jako shluk , @, obou @ stromu a (30,60)-
stromu. Tento shluk mé pro vétsinu n témér identické vysledky, ovSsem pro
vysokd n se shluk oddaluje od (30,60)-stromu a jeho vysledky se priblizuji
splay stromu.

4.1.5 Nahodné operace

Posledni test simuluje préaci se stromem, kdy jsou klice postupné vkladany,
odstranovany a také vyhledavany. Operace se v testu vyskytuji priblizné v po-
meéru 4:3:3 a nejvice zastoupenou operaci je operace vkladani, vSechny operace
v testu maji pravdépodobnost tispéchu 80%. V poslednim testu se nejlepsimi
parametry staly o = 0,29 pro strom a parametr a = 0,35 pro @ strom.
Nejlep$im_(a,b)-stromem je znovu (30,60)-strom. Vysledky jsou zndzornény
v grafu 4.9

Pro n = 100 je (30,60)-strom nejhorsi, pro vyssi n uz je ovSem nejlepSim
typem a pro n = 10° je rozdil mezi (30,60)-stromem a typu s druhym nej-
lepsim vysledkem vyssi nez rozdil mezi vysledky typu s nejhorsim vysledkem
a typu s druhym nejlepsim vysledkem. Nejhorsim typem pro n > 500 je splay
strom, ktery je o néco malo pomalejsi nez M strom, pro velmi vysoka n
méa podobné vysledky i struktura treap, coz je opét zptsobeno operaci odstra-
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N&hodné operace (ndhodné data)
100

101

102

10

AAAIL —a—
Splay —a—
(30,60)-strom —s—

10—6 " P | " PSR | " PR | .Tr.ea[.)...“

102 103 104 10° 10°
Velikost testu (n)

Obréazek 4.9: Test odstranovani nahodnych dat ze stromu sestaveného ze vze-
stupné posloupnosti dat

novani. Ostatni nejmenované typy, tedy nevyvazené , oba @, @ a @

stromy, maji témér identické vysledky.

4.2 Porovnani se stavajicimi implementacemi

Stejné testy, jejichz vysledky jsou popsany a znazornény vyse, byly provedeny
i pro knihovni implementace jazyku C++, jednalo se o implementace stromu
, ¢erveno-Cerného, splay a struktury treap z knihovny Boost.Intrusive
a B-strom z knihovny cpp-btree. Vysledky a parametry implementovanych
typu jsou totozné s vysledky z minulé ¢asti. Z grafi jsou odstranény imple-
mentace, které nejsou porovnany, a pridany knihovni implementace. Je-li po-
rovnavan (30,60)-strom s knihovnim B-stromem, je parametr B-stromu 64,
tudiz jednd o (32,64)-strom, knihovni B-strom je pro tuto hodnotu lépe opti-
malizovan. Je-li pouzit (5,10)-strom je parametr B-stromu 10, aby se i v této
implementaci jednalo o (5,10)-strom.

4.2.1 Operace vkladani

Prvnim testem, jehoz vysledky budou porovnavany s knihovnimi implementa-
cemi je test sestaveni stromu.
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4.2. Porovnani se stavajicimi implementacemi

Nahodna data

Vysledky testu sestaveni stromu ndhodnymi daty pro porovnani s knihovnimi
implementacemi jsou znazornény v grafu ¢.10.

Sestaveni stromu (ndhodnd data)

1015 N L T N L N T

100 L

10t L

Cas [s]
=
o
T

AVL —— A
RB —¢— |
Splay
(30,60)-strom
Treap |

Boost AVL —e—
Boost RB —e— 3
Boost Splay —— 1
Boost Treap —a— 1
Lib B—sltrom —— ]

103

104 |

10—5! ] R | ] N
102 103 104 10° 106 5-10°

Velikost testu (n)

Obréazek 4.10: Test vkladani ndhodnych dat do stromu s knihovnimi imple-
mentacemi

K vyznamnym rozdilim v grafu dochazi pouze pro vytvorenou implemen-
taci (a,b)-stromu a knihovniho B-stromu a implementace splay stromu. (30,60)
strom je v testu nejlepsi, zatimco B-strom dosahuje primérnych vysledki.
Splay strom implementovany v ramci prace dosahuje pro nizsi n horsich vy-
sledk nez splay strom importovany z knihovny, pro vyssi n uz jsou rozdily
vysledkl velmi nizké.

Vzestupné serazena data

Vysledky porovnani implementaci s knihovnimi implementacemi pro test se-
staveni stromu vkladanim serazené posloupnosti dat jsou zobrazeny v grafu

Rozdily mezi vysledky vytvorenych implementaci a knihovnich implemen-
taci jsou nizké, nejvétsi rozdil je mezi implementacemi splay stromu, které jsou
nejrychlejsi a importovand implementace dosahuje lepsich vysledkti. Ostatni
implementace maji srovnatelné vysledky s jejich knihovnimi implementacemi
a pro nékterd n maji dokonce lepsi vysledky. Ovsem knihovni implementace
dosahuji prevazné lepsich vysledki.
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Sestaveni stromu (vzestupné serazend data)
10!

100

101

102

Cas [s]

1073

AVL —— 1
RB —x— ]
Splay
(5,10)-strom
Treap ]
Boost AVL —e—
Boost RB —e— _|
Boost Splay —a—
Boost Treap —a— ]
Lib B-strom —s— ]

L Lol L IR | L Lol L il L PR
102 103 104 10° 106 5-10°
Velikost testu (n)

104

Obrazek 4.11: Test vkladani vzestupné serazenych dat do stromu s knihovnimi
implementacemi

4.2.2 Razeni vkladanim do stromu

Druhym testem, pro nez budou implementace porovnavany, je test simulujici
algoritmus tree sort.

Nahodna data

Zmazornéni vysledku testu, ktery simuluje algoritmus tree sort, pro nahod-
nou posloupnost dat se nachazi v grafu E

S vyjimkou (30,60)-stromu, ktery dosahuje v testu jednoznacéné nejlepsich
vysledki, jsou vysledky podobné. Ostatni vytvorené implementace si vedou
v testu lépe nebo alespon témér totozné s knihovnimi implementacemi. Vytvo-
fené implementace maji tedy, vzhledem k rozdilu viéi testu vkladéni, rychlejsi
nebo porovnatelné ziskavani sefazenych kli¢t ze stromu.

Vzestupné serazena data

Pro znazornéni vysledkt scénare, ktery simuluje tree sort a v némz jsou do
sledovanych stromu vkladany vzestupné sefazend data, viz graf .
Vysledky jsou podobné vysledktim vkladani serazenych dat, ovsem v tomto
testu se rozdily mezi vytvorenymi a stavajicimi implementacemi zlepsuji ve
prospéch vytvorenych implementaci, coz podporuje tvrzeni z minulého scénare,
ze ziskani sefazenych kli¢i je o néco rychlejsi ve vytvorenych implementacich.
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Tree sort (ndhodnd data)

101E —— —— ——
100 b
10t
0 L
n 102 | 4
© F E
O E
I AVL —— |
103 | RB —¢— |
E Splay 1
(30,60)-strom
L Treap ]
104 Boost AVL —e—
3 Boost RB —e— 3
L Boost Splay —a— ]
Boost Treap —— 1
Lib B-strom —v— |
10-5 " P | " P | " P | " PR | " PR
10? 103 10* 10° 10° 5106

Velikost testu (n)

Obrazek 4.12: Test Tfazeni vkladanim nahodnych dat do stromu s knihovnimi
implementacemi

Tree sort (vzestupné sefazena data)
10!

10°

10!

AVL —— A
RB —¢—
Splay

(5,10)-strom
Treap |
Boost AVL —e—
Boost RB —e—
Boost Splay —a— ]
Boost Treap —— 1
Lib B-sltrom —— ]

103

10

P P | "
102 103 104 105 106 5-10°

Velikost testu (n)

Obrazek 4.13: Test fazeni vkladdnim vzestupné sefazenych dat do stromu
s knihovnimi implementacemi
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4.2.3 Operace vyhledavani

Tretim testem, v kterém budou implementace porovnavany, je test operace
vyhledavani.

Nahodna data

Vysledky testu, kde je strom sestaven z nahodnych dat a v némz se nasledné

vyhledava, jsou znazornény v grafu .

Operace vyhledavani (ndhodné data)
101E ———— —rrr ——rr ——

100 |

101

AVL —— A
RB —x— |
Splay
(30,60)-strom
Treap |

Boost AVL —e—
Boost RB —e—
Boost Splay —a— ]
Boost Treap —— 1
Lib B-stroml—v— )

103

10-5 " " PR | " " PR | " " il
102 103 104 10° 106  2,5-10°

Velikost testu (n)

Obrazek 4.14: Test vyhleddvani ndhodnych dat ve stromu sestaveném z né-
hodné posloupnosti dat s knihovnimi implementacemi

Vyrazné nejlep$im stromem v testu je (30,60)-strom. Ostatni stromy na-
byvaji velmi podobnych vysledki a z vytvorenych typiu je vysledkové znatelné
horsi pouze splay, ostatni typy maji podobné a v nékterych pripadech i o néco
lepsi vysledky.

Vzestupné serazena data

Zmazornéni vysledki scénare, v kterém je strom sestaven z vzestupné sefaze-
nych dat a v némz se nédsledné vyhledava, se nachazi v grafu .

Vysledky vytvorenych implementaci jsou velmi podobné vysledkum kni-
hovnich implementaci. K vyraznéjsim rozdilim dochazi v pripadech splay
stromu a struktury treap, jejichz implementace dosahuji horsich vysledka nez
jejich knihovni verze.
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Operace vyhleddvani (vzestupné serfazend data)
101E —_—— —_— — —_——

100 |

10t |

Cas [s]
=
o
T

AVL —— A
RB ——
Splay

(30,60)-strom
Treap |
Boost AVL —e—
Boost RB —e— '
Boost Splay —— 1
Boost Treap —&— 1
Lib B—stroml—v— )

103

104 L

102 103 104 10° 106 2,5:10°
Velikost testu (n)

Obréazek 4.15: Test vyhleddvani ndhodnych dat ve stromu sestaveném ze vze-
stupné posloupnosti dat s knihovnimi implementacemi

4.2.4 Operace odstranovani

Predposlednim testem, v kterém budou rozebrany rozdily vytvorenych a kni-
hovnich implementaci, je test odstranovani.

Nahodna data

Prvni posloupnosti v testu odstranovani je posloupnost ndhodnych dat, vy-
sledky testu pro tato data se nachazi v grafu @.16.

(30,60)-strom je v testu pro n > 500 znatelné nejlepsi. Rozdily ostatnich
typt mezi vytvorenymi a knihovnimi implementacemi jsou minimalni s vyjim-
kou struktury treap, jejiz knihovni implementace dosahuje lepsich vysledki.

Vzestupné serazena data

Druhou posloupnosti v testu odstranovani je posloupnost vzestupné seraze-
nych dat, vysledky testu pro tato data se nachazi v grafu .

Vysledky implementaci (a,b)-stromu jsou v tomto testu o néco lepsi nez im-
plementace@j, ovsem rozdil mezi nimi je velmi nizky a patrny az pro vysoka
n. Rozdil mezi vytvorenymi a knihovnimi implementacemi je také miniméalni
s vyjimkou vytvorené implementace struktury treap, jejiz vysledky v testu
jsou nejhorsi. Ovsem u ostatnich implementaci si vedou vytvorené im-
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Operace odstranovani (ndhodna data)

10t

100

101

AVL —— A
RB —x—
Splay
(30,60)-strom
Treap |
Boost AVL —e—
Boost RB —e— 7§
Boost Splay —a— ]
Boost Treap —— 1
Lib B—stroml—v— )

1073

10-5 " P " M | " PR | "
102 103 104 105 106  2,5:10°

Velikost testu (n)

Obréazek 4.16: Test odstranovani ndhodnych dat ze stromu sestaveného z na-
hodné posloupnosti dat s knihovnimi implementacemi

Operace odstranovani (vzestupné sefazenéa data)
10!

>

100

101

AVL —— A
RB —x— |
Splay
(30,60)-strom
Treap |
Boost AVL —e—
Boost RB —e—
Boost Splay —a— ]
Boost Treap —— 1
Lib B-stroml—v— )

103

104

10-5 PR 2l " " il "
102 103 104 10° 106 2,5-10°

Velikost testu (n)

Obrazek 4.17: Test odstranovani nahodnych dat ze stromu sestaveného ze
vzestupné posloupnosti dat s knihovnimi implementacemi
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4.2. Porovnani se stavajicimi implementacemi

plementace o néco 1épe nez knihovni implementace, rozdil je s vyjimkou splay
stromu vSak minimalni.

4.2.5 Nahodné operace

Posledni test, v némz dochézi k porovnani implementaci, je test s ndhodnymi
operacemi a ndhodnymi daty. Vysledky testu jsou zobrazeny v grafu .

N&hodné operace (ndhodné data)

100: T AL | T T T T T T
b
4
10t E
102 E
o E
%]
]
-3
107 AVL —— 3
RB —>— ]
Splay
(30,60)-strom
Treap
104 ¢ Boost AVL —e— 3
3 Boost RB —e— ]
Boost Splay —a— ]
Boost Treap —&— |
3 Lib B-strom —s—
10»5 L Lol L MR | L M | N Lo

102 103 10* 10° 10°
Velikost testu (n)

Obréazek 4.18: Test odstranovani ndhodnych dat ze stromu sestaveného ze
vzestupné posloupnosti dat s knihovnimi implementacemi

V testu je pro vétSinu n opét nejlepsi vytvorend implementace (30,60)-
stromu. Vysledky implementaci ¢erveno-cerného stromu a stromu jsou
témeér totozné. Ovsem lepsich vysledkt struktury treap a splay stromu dosa-
huji knihovni implementace.

4.2.6 Souhrn vysledki porovnani

Ve vétsiné testi si vedl nejlépe (a,b)-strom, ktery v mnoha pripadech dosahl
lepsich vysledktu nez knihovni B-strom, toho bylo ovsem docileno neefektiv-
nim vyuzivanim paméti a (a,b)-strom si alokoval rovnou celé bloky podle ma-
ximalniho poc¢tu podstromu. Vysledky také ukazuji, ze pro zajisténi dobrych
vysledku je vhodné pouzit vyvazené vyhledavaci stromy, jenz v zddném testu
nejsou znatelné horsi nez nevyvazené, i kdyz treba jednoduché typy jako je
struktura treap.
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4. POROVNANT

Splay strom se také neukazal jako vhodny typ pro uvedené testy s vyjimkou
testl, v nichz dochézi k jeho nejlepsi vykonnosti. Splay stromy jsou ovSem
vhodné pro jiné vyuziti, nez je popsano v této kapitole, coz je napriklad, jak
jiz bylo v sekci vénujici se splay stromim uvedeno, pro IP adresy a cache
pameéti.

66



Zaver

Cilem prace bylo popsani a implementace nasledujicich typt vyhledavacich
strom: , Cerveno-cerny, @), splay, treap, (a,b), , scapegoat a nevy-
vazeny , pripraveni testovacich dat a porovnani vysledkl stromu pro tato

data.

V praci jsou vsechny uvedené typy, jejich operace a vlastnosti popsany.
V praci jsou také uvedeny jejich casové slozitosti. Vzhledem k narocnosti né-
kterych dukazt nejsou dikazy uvedeny primo v textu, ale v textu je uvedena
alespon odkaz na tyto dukazy.

Implementovany byly vsechny vybrané typy, nevyvazené a @ stromy
byly implementovany dvéma zpusoby. Zajimavou z téchto implementaci je
predevsim alternativni implementace stromu, ktera k vyvazovani stromu
vyuzivd barvu vrcholi, nikoliv jejich troven, jak je ve vétsiné zdroju uvedeno.

V ramci prace byl vytvoren generator dat pro rizné scénére, které mo-
hou pii praci s vyhleddvacimi stromy nastat. Vygenerovana data byla pouzita
ke zméreni vykonnosti jednotlivych implementaci a porovnani jejich vysledki.
Kapitola porovnani pak nabizi ndhled na moznosti a vyhody vyuziti riznych
typl pro rtizné potreby. Kromé porovnani jednotlivych typ mezi sebou do-
chéazi také k porovnani s implementacemi vybranych typt v knihovnach jazyku
C++, vystupy téchto porovnani jsou pro vytvorené implementace pozitivni.
Rozdily mezi vysledky jsou az na nékolik vyjimek minimalni a v nékolika
pripadech dosahuji vytvorené implementace lepsich vysledki.

Na praci lze navazat rozsirenim vystupt prace o dalsi, v praci neuvedené,
typy vyhleddvacich stromu, vytvorenim dalsich scénaia pro porovnani, op-
timalizovanim nékterych operaci, napiiklad operace odstranovani struktury
treap. Dalsim zajimavym rozsifenim by mohlo byt rozsifeni téma o moznosti
paralelni prace s vyhledavacimi stromy a jejich operacemi.
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PRILOHA A

Seznam pouzitych zkratek

A A Vyvazeny bindrni vyhleddvaci strom pojmenovany podle jeho objevitele
Arne Anderssona.

AVL Vyvazeny binarni vyhledavaci strom pojmenovany podle jeho objevitel
Adélson-Velskiiho a Landise.

BB-a a-vihové vyvazeny bindrni vyhledavaci strom.
BVS Binarni vyhledavaci strom.

BVS Implementace bindrniho vyhleddavaciho stromu jednosmérnym spojo-
vym seznameim.

RB Cerveno-cerny strom.

SG Scapegoat strom.
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PRILOHA B

Obsah prilozeného média

readme.tXb..oovvriiii it struény popis obsahu média
thesis...... zdrojové soubory prace ve formatu IATEX a pouzité obrazky
L= v PP text prace
Impl. .. adresar s implementacni ¢asti préace
Makefile Makefile pro kompilaci programu a generovani dokumentace
o o2 zdrojové koédy implementace
data.zip...... vstupni data, jejichz vysledky jsou v praci diskutovany
QOC ettt vygenerovana dokumentace
config.cfg......coovinn... soubor slouzici ke generaci dokumentace
TESULES ittt e e vysledky testt
BraAPRS it e vygenerované grafy
test_resultsS....coviiiiiiiiiiiiiiiien., textové vysledky testii

data..oieei i vysledky testl ve formétu csv
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