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Abstrakt

Kvantov¥ provázané stavy p°edstavují cenný zdroj neklasických kvantových jev·,
které jsou intenzivn¥ vyuºívány v kvantových komunikacích, výpo£tech aj. Umoº¬ují
nap°. implementaci kvantových opakova£· stav¥ných na algoritmu vým¥ny kvanto-
vého provázání, které prost°ednictvím optických vláken mohou na velké vzdálenosti
p°ená²et informa£ní qubity. Odsud vyplývá i motivace studia kvantového prová-
zání se zam¥°ením na optickou doménu. Tato práce se zabývá práv¥ problematikou
kvantového provázání, jak z teoretické, tak v kontextu moºné generace optickými
metodami. V neposlední °ad¥ je v korelaci s vybavením pracovi²t¥ diskutováno nej-
vhodn¥j²í experimentální uspo°ádání pro realizaci a následn¥ je daná experimentální
sestava postavena a charakterizována.

Klí£ová slova: Kvantové provázání, kvantová optika, Bellova nerovnost, parame-
trická sestupná konverze

Abstract

Quantum entangled states represent a valuable resource of non-classical quantum
phenomena that are intensively used in quantum communications, computation,
etc. They allow, for example, the implementation of quantum repeaters based on
the entanglement swap algorithm, which can transmit information qubits over long
distances via optical �bers. Hence the motivation for studying quantum entangle-
ment focusing on the optical domain. This thesis deals speci�cally with the topic of
quantum entanglement, both from a theoretical perspective and in the context of
possible generation by optical means. Finally, the most suitable experimental setup
for realization is discussed in correlation with the equipment of the workplace and
then the given experimental setup is built and characterized.

Key words: Quantum entanglement, quantum optics, Bell's theorem, parametric
down conversion
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1 Úvod

Kvantové provázání tvo°í jeden z nejpozoruhodn¥j²ích d·sledk· kvantové mechaniky.
Nachází-li se totiº dv¥ £ástice (kvantové systémy) v kvantov¥ provázaném stavu, tak
nahlíºíme-li na kaºdý stav jednotliv¥, tak se oba zdají absolutn¥ nep°edvídatelné. Ve
chvíli, kdy je na n¥ nahlíºeno v kontextu celého sloºeného systému, tak lze z test·
(experiment·) vykonaných na jednom z podsystém· dedukovat výsledky test· na
druhém z podsystém·. P°evedením do reálné situace kaºdodenního ºivota si kvan-
tové provázání lze p°edstavit jako situaci, ve které jsme s jistotou schopni na základ¥
výsledku hodu jednou vyváºenou mincí p°esn¥ p°edpokládat výsledek hodu jiné vy-
váºené mince. V tomto p°íkladu by mince byly °e£eny kvantov¥ provázané. Toto
zji²t¥ní vyústilo v roce 1935 k formulaci známého EPR paradoxu, pojmenovaného
po trojici v¥dc· Einstein, Podolsky, Rosen [1]. Zmín¥ný EPR paradox implikuje
nutnou neúplnost kvantové teorie, jelikoº prost°edkem kvantov¥ provázaných stav·
lze zdánliv¥ docílit komunikace rychlej²í neº je rychlost sv¥tla. Pro své nev²ední
vlastnosti nachází kvantové provázání mnoho uplatn¥ní, a to p°edev²ím v kvantové
komunikaci. Velkou motivaci na tomto poli je bez diskuse kvantová distribuce klí£e,
která tvo°í odpov¥¤ na teoretické prolomení dosavadn¥ b¥ºn¥ pouºívaného zabezpe-
£ení pomocí Shorrova faktoriza£ního kvantového algoritmu [2]. Kvantová distribuce
klí£e p°edstavuje neprolomitelné zabezpe£ení, a to do té úrovn¥, ºe jeho prolomení
by znamenalo zbo°ení samotných základ· kvantové mechaniky. Vzhledem k jiº vy-
stav¥né a zvládnuté optické komunika£ní infrastruktu°e, p°edstavují fotony ideální
prost°edek pro p°enos qubit· (kvantových bit·). Stejn¥ jak v klasických optických
sítích, které jsou na velkých vzdálenostech vybaveny opakova£i pro posílení signálu,
tak stejn¥ je toto pot°eba p°i budování kvantových sítí. Vzhledem k teorému zákazu
klonování (anglicky no-cloning theorem) nelze kvantový opakova£ implementovat
jednoduchým kopírováním qubit· ze vstupu na výstup. Je t°eba hledat jiné odpov¥di
na °e²ení této implementa£ní otázky. Odpov¥¤ nabízí kvantová teleportace a kvan-
tová vým¥na provázání (anglicky entanglement swapping) [3], vyuºívající kvantové
provázání. Jak lze tedy usoudit, tak kvantové provázání tvo°í esenciální ingredienci
p°i budování kvantové komunikace a kvantového internetu [4]. Jak je z této úvodní
motivace z°ejmé, jedná se o perspektivní a aktuální problematiku, která za£íná být
intenzivn¥ studována i zde na fakult¥ jaderné a fyzikáln¥ inºenýrské (FJFI) v rámci
kvantových technologií.

Prezentována práce je první prací v této oblasti na kated°e fyzikální elektroniky
FJFI, která si klade za cíl porozum¥t problematice kvantov¥ provázaných stav·, a to
jak z hlediska jejich unikátních vlastností, tak moºností jejich generace a detekce v
rámci optické platformy. Ambicí této práce je probrat moºné optické experimentální
sestavy schopné generovat kvantov¥ provázané stavy, p°i£emº záv¥rem je jedna z
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navrºených sestav sestavena a charakterizována.
Práce je rozd¥lena do n¥kolika £ástí. Po první, úvodní, kapitole následuje ka-

pitola 2., která tvo°í úvod do teorie stojící za kvantovým provázáním a zárove¬ s
ní jsou krátce okomentovány i základní principy kvantové mechaniky. Ve 3. kapi-
tole je rozebrán nelineární proces spontánní parametrické sestupné konverze, který
tvo°í optimální zp·sob generace korelovaných fotonových pár·. V kapitole 4. jsou
p°edstaveny moºné experimentální sestavy umoº¬ující generaci kvantov¥ prováza-
ných pár· pomocí, v p°edchozí kapitole uvedené, spontánní parametrické sestupné
konverze. Na generaci kvantov¥ provázaných pár· navazují v kapitole 5. moºnosti
jejich detekce. Zde jsou p°edstaveny metody, které do r·zné míry detailu umoº¬ují
generovaný stav charakterizovat. 6. kapitola tvo°í experimentální £ást této práce.
V ní je p°edstavena experimentální sestava, prost°ednictvím které jsem se pokusil
kvantov¥ provázaný stav generovat. Sestava je dopln¥na i o výsledky m¥°ení, které
na ní byly provedeny. Práce je formáln¥ uzav°ená záv¥rem, p°ehledem literatury a
dv¥ma p°ílohami.

2 Úvod do kvantového provázání

Klasický systém je deterministicky ur£en svými dynamickými prom¥nnými, sou°ad-
nicemi ve fázovém prostoru tedy polohou x⃗ a hybností p⃗. Jak je ov²em známo z
kvantové mechaniky, nelze s maximální p°esnosti simultánn¥ tyto dv¥ veli£iny ur-
£it. M¥°ením jedné z veli£in, nap°. xi (sloºka vektoru x⃗), vnit°ní stav kvantového
systému zm¥ním a není tak moºné získat p°esnou hodnotu p·vodního systému pro
pi (stejná sloºka vektoru p⃗). Lze si to p°edstavit tak, ºe samotný akt m¥°ení (od-
raºení fotonu od £ástice) zm¥ní stav systému. Oproti klasické mechanice ztrácí tak
kvantová mechanika komutativnost, tedy

AB ̸= BA, (2.0.1)

kdy A a B p°edstavují obecné operace. Pro zapo£tení t¥chto vliv· se jako vhodný
formalismus popisu kvantov¥ mechanických d¥j· jeví funkcionální analýza. Její zá-
kladní vlastností je, ºe je obecn¥ nekomutativní. V tomto formalismu pak fyzikálním
pozorovatelným veli£inám jsou p°idruºeny hermitovské operátory, p°i£emº samotné
kvantové systémy jsou reprezentovány paprsky v Hilbertov¥ prostoru |ψ⟩ ∈ H, které
pak hermitovský operátor Â transformuje

Â : H → H. (2.0.2)

Zmín¥ná hermitovskost pozorovatelných veli£in zaji²´uje reálnost jejich spektra,
které je ve formalismu kvantové mechaniky interpretováno jako moºné výsledky
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m¥°ení pozorovatelných veli£in. V kontextu druhého kvantování elektromagnetic-
kého pole se hned nabízí dva p°íklady kvantových stav·. Fock·v stav1 |n⟩, který
p°edstavuje stav elektromagnetického pole konkrétního po£tu foton· n a koherentní
stav |α⟩ (vlastní stav anihila£ního operátoru â), který p°edstavuje kvantový analog
klasického monochromatického signálu. Kaºdý komplexní vektor, s výjimkou nulo-
vého, v Hilbertov¥ prostoru reprezentuje realizovatelný £istý kvantový stav. Takhle
de�nované stavy v²ak pokrývají pouze ty kvantové stavy, které jsou tzv. £isté. Pro
zapo£tení klasické statistiky je obecný kvantový systém vhodn¥j²í vyjád°it tzv. sta-
tistickým operátorem, tedy stavem smí²eným.

2.1 Smí²ený stav

Smí²ený stav odráºí klasickou statistiku zkoumaného systému (obr. 1). M¥jme sys-
tém, kde s ur£itou klasickou pravd¥podobností Wi existuje £istý kvantový stav |ψi⟩
pro i = 1, 2 . . . n. Tím, ºe tyto kompozi£ní stavy ne nutn¥ musí být vzájemn¥ orto-

W1

1√
2
(|ψ1⟩+ |ψ2⟩)

|ψ1⟩
|ψ2⟩

W2

W3

Obrázek 1: Vyobrazení generátoru smí²eného stavu. Ten s pravd¥podobností W1,
W2 a W3 generuje £isté stavy |ψ1⟩, |ψ2⟩ a 1√

2
(|ψ1⟩+ |ψ2⟩).

gonální, je nutné do celkové pravd¥podobnosti pj nam¥°ení systému ve stavu |ψj⟩
zapo£íst jak Wi, tak kvantovou pravd¥podobnost, tedy p°ekryv stav· | ⟨ψj|ψi⟩ |2.
Celkovou pravd¥podobnost lze tedy vy£íslit jako sumu v²ech pravd¥podobností

pj =
∑
i

Wi| ⟨ψj|ψi⟩ |2 = ⟨ψj|

(∑
i

Wi |ψi⟩⟨ψi|

)
|ψj⟩ . (2.1.1)

Podobný výraz, jako se nachází v poslední rovnosti (2.1.1), je získán i zkoumáním
st°ední hodnoty operátoru Â

⟨Â⟩ =
∑
m

Wm ⟨ψm| Â |ψm⟩ =

=
∑
m

Wm ⟨ψm|
∑
i

ai |ai⟩⟨ai| |ψm⟩ =

=
∑
i

⟨ai|
∑
m

Wm |ψm⟩⟨ψm| Â |ai⟩ = Tr

[(∑
m

Wm |ψm⟩⟨ψm|

)
Â

]
.

(2.1.2)

1Tu se v²ak jiº nejedná o Hilbert·v prostor, nýbrº Fock·v prostor.
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Jak výraz pro pravd¥podobnost (2.1.1), tak st°ední hodnotu (2.1.2) lze zjednodu²it
zavedením nového statistického operátoru ρ̂

ρ̂ =
∑
m

Wm |m⟩⟨m| , (2.1.3)

pj = ⟨ψj| ρ̂ |ψi⟩ , (2.1.4)

⟨Â⟩ = Tr(ρ̂Â). (2.1.5)

Ukazuje se, ºe je velice výhodné charakterizovat daný systém vý²e zmín¥ným ope-
rátorem. Tento stav je nazývám smí²ený a je pln¥ charakterizován práv¥ svým sta-
tistickým operátorem (téº matice hustoty). Mezi jeho základní vlastnosti pat°í jeho
hermitovskost, pozitivní semide�nitnost a

Tr(ρ̂) = 1, (2.1.6)

Tr(ρ̂2) ≤ 1, (2.1.7)

kdy rovnost v rovnici (2.1.7) nastává práv¥ pro stav £istý (proto se Tr(ρ̂2) téº n¥kdy
nazývá £istota stavu).

Pro p°íklad se pokusme de�novat stav termodynamické rovnováhy elektromag-
netického pole. Ze statistické mechaniky je známo, ºe pravd¥podobnostní rozd¥lení
komponent v poli je následující (viz vyza°ování absolutn¥ £erného t¥lesa)

Wm =
1

Z
e
− Em

kBT ,

Z =
∑
i

e
− Ei

kBT ,
(2.1.8)

kde Em je energiem foton·,Wm je pravd¥podobnost nalezení excitovanýchm foton·
v poli, kB je Boltzmanova konstanta a T je termodynamická teplota. Dosazením do
(2.1.3) je získán tvar statistického operátoru

ρ̂ =
∑
n

1

Z
e
− En

kBT |n⟩⟨n| =
exp
(

−Ĥ
kBT

)
Tr
[
exp
(

−Ĥ
kBT

)] , (2.1.9)

kde |n⟩ jsou prvky Fockovy báze a Ĥ je hamiltonián systému.
Významnou aplika£ní oblastí statistického operátoru je popis podsystému sloºe-

ných systému. M¥jme statisticky operátor ρ̂C popisující systém na HC = HA⊗HB.
De�nujme pak redukovaný statistický operátor

ρ̂A = TrB(ρ̂C), (2.1.10)

kde TrB je £áste£ná stopa p°es prostor HB. Redukovaný statistický operátor je
význa£ný pro popis podsystému díky tomu, ºe poskytuje správnou statistiku m¥°ení.
Je-li M̂A pozorovatelnou na subsystému A, pak totiº platí

⟨M̂A⟩ = Tr(ρ̂AM̂A). (2.1.11)
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Puri�kací (vy£i²t¥ním) kvantového stavu se rozumí, ºe máme-li smí²ený stav na
Hilbertov¥ prostoru HA, pak lze nalézt Hilbert·v prostor HB a £istý stav |ψ⟩ ∈
HA ⊗HB tak, ºe

ρ̂ = TrB(|ψ⟩⟨ψ|). (2.1.12)

Jinými slovy pro kaºdý smí²ený stav existuje �nadprostor�, ve kterém se jeví jako
£istý.

Uºite£nou mírou p°i práci se statistickými operátory je jejich v¥rnost (anglicky
�delity). Máme-li nap°. kvantový komunika£ní kanál, tak je p°edm¥t na²eho zájmu,
aby stav na výstupu kanálu, reprezentovaný statistickým operátorem σ̂, co nejlépe
reprezentoval stav na jeho vstupu, reprezentovaný statistickým operátorem ρ̂. Vhod-
nou veli£inou pro vy£íslení v¥rnosti stavu σ̂ ku stavu ρ̂ je �delita F (ρ̂, σ̂)

F (ρ̂, σ̂) =

[
Tr

√√
ρ̂σ̂
√
ρ̂

]2
, (2.1.13)

která vychází z klasické v¥rnosti (blízkosti) dvou pravd¥podobnostních rozloºení. To
lze prohlédnout sledováním �delity dvou £istých stav· |ψ⟩, |ϕ⟩, tedy

F (|ψ⟩ , |ϕ⟩) = |⟨ψ|ϕ⟩|2, (2.1.14)

coº je v konkrétních reprezentacích práv¥ p°ekryv pravd¥podobnostních vlnových
funkcí. Roz²í°ením této fyzikální interpretace �delity na smí²ené stavy nabízí Uhl-
mann·v teorém [5], který v p°ípad¥ smí²ených stav· �delitu interpretuje jako p°e-
kryv jejich vy£i²t¥ných stav·.

2.2 M¥°ení v kvantové mechanice

V porovnání s klasickým m¥°ením, kdy z výsledk· m¥°ení lze usoudit stav pozoro-
vaného objektu neprodlen¥ p°ed m¥°ením, se kvantová mechanika dost odli²uje. Jiº
bylo °e£eno, ºe pozorovatelná veli£ina je reprezentována hermitovským operátorem
Â. Ten je moºné spektráln¥ rozloºit do tvaru

Â =
∑
j

aj |j⟩⟨j| , (2.2.1)

kde aj jsou vlastní £ísla, tedy i moºné m¥°itelné hodnoty pozorovatelné Â, {|j⟩}
p°edstavuje mnoºinu jejich vlastních vektor· (pro jednoduchost tvo°ící úplnou bázi
zvoleného Hilbertova prostoru). Samotný akt m¥°ení pozorovatelné aj lze popsat jako
1D projekci odpovídajícího vlastního vektoru |j⟩ na pozorovaný kvantový systém |ψ⟩
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(ρ̂)

|ϕj⟩ =
P̂j |ψ⟩

||P̂j |ψ⟩ ||
, (2.2.2)

|σj⟩ =
P̂j ρ̂P̂j

Tr(P̂j ρ̂)
, (2.2.3)

kde operátor P̂j p°edstavuje projektor na podprostor konkrétní hodnoty aj, která je
m¥°ena, p°i£emº

P̂i = |i⟩⟨i| , (2.2.4)∑
i

P̂i = Î . (2.2.5)

Výsledný stav po m¥°ení |ϕj⟩ se nachází na paprsku de�novaném stavem |aj⟩, £ímº
efektivn¥ do²lo ke kolapsu stavu p°ed m¥°ením a ztráty informace o n¥m. Pravd¥-
podobnost pj nam¥°ení aj je pak dána

pj = ⟨ψ| P̂ 2
j |ψ⟩ = ⟨ψ| P̂j |ψ⟩ , (2.2.6)

pj = Tr(P̂j ρ̂P̂j) = Tr(P̂j ρ̂), (2.2.7)

kde pro úpravu výraz· byla vyuºita idempotentnost projektor· a invariance stopy
v·£i cyklickým zám¥nám. Lze ukázat, ºe takto de�nované m¥°ení není nejobec-
n¥j²í moºné. Ukazuje se, ºe podmínka na po£et projektor·, shora omezen dimenzí
prostoru, je aº p°íli² restriktivní. Nap°íklad znemoº¬uje provád¥t m¥°ení, která by
dokázala rozpoznat mezi neortogonálními stavy. My²lenka zobecn¥ní t¥chto tzv. von
Neumannových projektivních m¥°ení ústí v zavedení tzv. POVM m¥°ení (angl. po-
sitive operator-valued measure).

2.2.1 POVM a Neumark·v teorém

Pokusme se p·vodní Hilbert·v prostor HA roz²í°it o dal²í, pomocný, Hilbert·v pro-
storHB s ortonormální bází {|m⟩B}. Zkoumaným stavem je |ψ⟩A ∈ HA a pomocným
stavem je |ψ⟩B ∈ HB. Zkoumejme vliv unitárního operátoru ÛAB na sloºený systém
|ψ⟩A ⊗ |ψ⟩B, vyjád°ením pravd¥podobnosti nam¥°ení stavu |m⟩B získáme [6, 7]

pm = ||
(
ÎA ⊗ |m⟩⟨m|B

)
ÛAB |ψ⟩A ⊗ |ψ⟩B ||2. (2.2.8)

Zjednodu²ením výrazu, zavedením nového operátoru Âm, je získán tvar

pm = ⟨ψ|A Â
†
mÂm |ψ⟩A = ⟨ψ|A Π̂m |ψ⟩A , (2.2.9)

pm = Tr(Â†
mÂmρ̂) = Tr(Π̂mρ̂), (2.2.10)

Âm |ψ⟩A = ⟨m|B ÛAB |ψ⟩A ⊗ |ψ⟩B , (2.2.11)
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p°i£emº byl zaveden nový operátor Π̂, který je nazýván jako element POVM

Π̂m = Â†
mÂm (2.2.12)

a platí pro n¥j ∑
i

Π̂i = 1. (2.2.13)

Operátory Â†
m a Âm, obecn¥ nehermitovské a jsou nazývány detek£ní operátory.

Dekompozice (2.2.13) se tedy nazývá POVM a Π̂j jsou pozitivní operátory na-
zývané elementy POVM. Moºné výsledky m¥°ení jsou reprezentovány detek£ními
operátora Âm, jejichº pravd¥podobnosti pro £istý stav |ψ⟩A, resp. statistický ope-
rátor ρ̂A jsou popsány (2.2.10). Pomocí POVM lze obecn¥ získat v¥t²í informa£ní
obsah o stavu kvantového systému neº pomocí klasických projektivních m¥°ení [8].
Jinými slovy. Existuje-li s na²ím zvoleným kvantovým systémem kvantov¥ prová-
zaný (viz dále) pomocný systém [9], pak provedením klasické von Neumanovské
projekce pomocného stavu docílíme transformace celého systému [10]. Zárove¬ lze
dokázat, ºe existuje-li mnoºina operátor· {Âm} na HA taková, ºe

∑
m Â

†
mÂm = Î,

pak existuje pomocný prostor HB s bází {|m⟩m} a operátor ÛAB na HA⊗HB tak, ºe
platí (2.2.11). Tato 2 tvrzení jsou známá jako Neumark·v teorém. P°echod mezi von
Neumannovskou projekcí a POVM je tedy analogický k p°echodu mezi smí²eným
stavem a £istým stavem p°i jeho puri�kaci.

2.3 Kvantové provázání

Na úvod se pokusím, po vzoru my²lenkového experimentu �Schrödingerovy ko£ky�,
provést extrapolaci kvantového jevu, zde konkrétn¥ kvantového provázání, do makro-
skopického sv¥ta. M¥jme dvojici, Alici a Boba. Oba vlastní n¥kolik vyváºených mincí.
Dvojice se na n¥jaký £as odlou£í a v de�novaných £asech provád¥jí hody mincí. Vºdy
první Alice pak Bob. Výsledky hod· si zapisují a kdyº se po £ase op¥t st°etnou, tak
si výsledky porovnají (tab. 1). P°i porovnání výsledk· jsou oba zaraºeni, jelikoº

Tabulka 1: Porovnání výsledk· 10 hod· vyváºenými mincemi Alice a Boba. Panna
(P) nebo orel (O) pro sérii 10 hod·.

Alice P O O P O P P O P O
Bob O P P O P O O P O P

výsledky jsou perfektn¥ anti-korelované. Za p°edpokladu, ºe se skute£n¥ jednalo o
vyváºené mince, tedy 50% pana a 50% orel, je obdobné chování z pohledu klasické
statistiky vylou£eno (nízká pravd¥podobnost). Stejn¥ jako v reálném sv¥t¥ na ulici
nepotkáme ko£ku zárove¬ ºivou a mrtvou, tak ani se v reálném sv¥te nesetkáme s
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takovými mincemi. Ve ²kálách mnohem men²ích je tento jev v²ak realizovatelný a
nazývá se kvantové provázání (entanglement, propletení). Ze z°ejmých d·vod· se v
historii jednalo o kontroverzní jev, proti kterému se ost°e vymezila roku 1935 trojice
Albert Einstein, Boris Podolski a Nathan Rosen v £lánku [1]. Jejich nesouhlas a argu-
menty jsou shrnuty v pojmu EPR paradox. Hovo°í tam o nutné neúplnosti kvantové
teorie a existenci neznámých tzv. skrytých prom¥nných. V opa£ném p°ípad¥ by se
totiº informace p°ená²ela rychleji neº sv¥tlo, coº je v p°ímém kon�iktu s jedním ze
základních axiom· (speciální teorie relativity). Jak se v²ak pozd¥ji ukázalo, tak pro
p°enos informace s vyuºitím kvantového provázání je nutné ji aplikovat v kombinaci
s klasickou komunikací, která jiº je vázaná rychlostí sv¥tla (kvantová teleportace).

Jak se tedy formáln¥ kvantov¥ provázaný stav de�nuje. Pro jednoduchost uva-
ºujme sloºené systémy 2 kvantových podsystém· (v²echny de�nice lze jednodu²e
roz²í°it). M¥jme stav |ψ⟩, náleºící sloºenému prostoru HA ⊗HB. Existuje-li dvojice
stav· |ψA⟩ ∈ HA a |ψB⟩ ∈ HB tak, ºe platí

|ψ⟩ = |ψA⟩ ⊗ |ψB⟩ , (2.3.1)

pak je stav |ψ⟩ nazýván separovatelný. Obdobn¥ lze separabilitu de�novat i pro
smí²ený stav

ρ̂ =
∑
i

piρ̂Ai
⊗ ρ̂Bi

, (2.3.2)

kde stavy ρ̂Ai
, ρ̂Bi

popisují stavy na p°íslu²ných podprostorech a 0 ≤ pi ≤ 1,∑
i pi = 1. Stav, který není separovatelný, je kvantov¥ provázaný. P°íkladem kvan-

tového provázání je rozpad nestabilní £ástice s celkovým spinem 0 na dv¥ £ástice
se spinem 1

2
. Pro zachování celkového spinu je nutné, aby m¥ly jednotlivé £ástice

spin opa£ný. Bu¤ spin 1. £ástice ozn. ↑ a spin 2. £ástice ↓ nebo opa£n¥. Výsledný
kvantový stav je tedy superpozicí práv¥ této kombinace

|ψ⟩ = 1√
2
(|↑A⟩ ⊗ |↓B⟩+ |↓A⟩ ⊗ |↑B⟩). (2.3.3)

Reprezentováním stav· v C2 jako |↑⟩ = ( 1
0 ) a |↓⟩ = ( 0

1 ) je vý²e zmín¥ný popsaný

reprezentován vektorem 1√
2

(
0
1
1
0

)
. Lze najít takové vektory ( αβ ),

(
γ
δ

)
, aby platilo

1√
2


0

1

1

0

 =

(
α

β

)
⊗

(
γ

δ

)
=


αγ

αδ

βγ

βδ

? (2.3.4)

Snadno se lze p°esv¥d£it, ºe ne! Jak lze tedy nahlíºet na jednotlivé podsystémy
kvantov¥ provázaného stavu? Jak bylo d°íve p°edstaveno, tak na n¥ lze nahlíºet
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optikou redukovaného statistického operátoru ρ̂A,

ρ̂A = TrB(|ψ⟩⟨ψ|) =
1

2
(|↑A⟩⟨↑A|+ |↓A⟩⟨↓A|) =

1

2
Î . (2.3.5)

Jak lze ale pozorovat, tak v p°ípad¥ kvantov¥ provázaného stavu není získána ºádná
informace o podsystému HA. Jedná se totiº o statistický operátor, který lze charak-
terizovat jako náhodnou sm¥s. Tedy o stavu podsystému nemáme úplnou informaci,
by´ stav celkového systému je pln¥ známý (£istý stav). Naopak redukovaný statis-
tický operátor pro p°ípad separabilního stavu

ρ̂A = |a⟩⟨a|TrB(|b⟩⟨b|) = |a⟩⟨a| , (2.3.6)

nám dává kompletní informaci o tomto podsystému. Tato skute£nost je vyuºita pro
kvanti�kaci kvantového provázání. Resp. zkoumáme informaci obsaºenou v podsysté-
mech celkového systému. V klasické mechanice p°edstavuje vhodný nástroj entropie.
Uvaºováním statistického rozd¥leníWm statistického operátoru (2.1.3), lze klasickou
Shannonovu entropii S(Wm) = −

∑
mWm lnWm p°evést na tvar

S = −Tr(ρ̂ ln ρ̂), (2.3.7)

který je znám jako von Neumannova entropie. Zkoumáme-li entropii, tedy míru
znalosti podsystému, tak se dostáváme k jedné z m¥r kvantového provázání

E(ψ) = S(ρ̂A) = S(ρ̂B), (2.3.8)

p°i£emº nezáleºí na zvoleném podsystému, protoºe oba podsystémy obsahují stejnou
mnoºinu vlastních £ísel. Aplikací na libovolný separabilní stav (kvantov¥ neprová-
zaný) se lze p°esv¥d£it, ºe von Neumannova entropie je 0. Naopak, von Neumannova
entropie pro p°ípad stavu zmín¥né nestabilní £ástice (2.3.3) je rovna 1. O takových
kvantových stavech hovo°íme jako o maximáln¥ kvantov¥ provázaných. Dopln¥ním
zmín¥ného stavu o 3 dal²í vzniká £tve°ice známých Bellových stav·∣∣Φ+

〉
=

1√
2
(|0⟩ ⊗ |0⟩+ |1⟩ ⊗ |1⟩), (2.3.9)∣∣Φ−〉 = 1√

2
(|0⟩ ⊗ |0⟩ − |1⟩ ⊗ |1⟩), (2.3.10)∣∣Ψ+

〉
=

1√
2
(|0⟩ ⊗ |1⟩+ |1⟩ ⊗ |0⟩), (2.3.11)∣∣Ψ−〉 = 1√

2
(|0⟩ ⊗ |1⟩ − |1⟩ ⊗ |0⟩). (2.3.12)

Dal²í mírou kvantového provázání, op¥t vycházející z podoby redukovaného statis-
tického operátoru (2.3.5) a (2.3.6), je konkurence C(ρ̂). Ta vy£ísluje stopu kvadrátu
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redukovaného operátoru, tedy vyjad°uje £istotu stavu reprezentovaného redukova-
ným statistickým operátorem (viz vlastnost (2.1.7)). Pro £istý stav je konkurence
de�nována

C(|ψ⟩) =
√

2(1− Tr ρ̂2A). (2.3.13)

Pro smí²ený stav ρ̂ je konkurence de�nována jako minimalizace

C(ρ̂) = min
|ψi⟩

∑
i

piC(ψi) (2.3.14)

p°es moºné dekompozice ρ̂ =
∑

i pi |ψi⟩⟨ψi|. Mezi komplikovan¥j²í míry kvantového
provázání pat°í nap°. kvantová destilace a formace, která dává do souvislosti po£et
kvantov¥ provázaných pár· pot°ebných pro vytvo°ení kopie £istého stavu a naopak
[5, 6, 11]. Tím, ºe byl de�nován kompozi£ní stav, který m·ºe být separabilní nebo
kvantov¥ provázaný, vzniká pot°eba de�novat lokální a nelokální operace. Lokální
operace je taková, která ovliv¬uje jen daný podsystém. Je reprezentována unitárním
operátorem Û1 ⊗ 1̂2, kde Û1 je unitární operátor na 1. podsystému a 1̂2 je operá-
tor identity na 2. podsystému (obdobn¥ pro 2. podsystém). D·leºitý záv¥r je, ºe
aplikování lokálních operací na kvantov¥ provázaný stav celkovou míru kvantového
provázání systému nezm¥ní.

2.4 Klasické korelace a Bellova nerovnost

Argument odvolávající se na nutnou neúplnost Koda¬ské interpretace kvantové me-
chaniky je známý EPR paradox [1]. Ten tvrdí, ºe za p°edpokladu nemoºné okamºité
interakce vzdálených systém· (lokalita) existují p°ípady, kdy vzájemn¥ nekompa-
tibilní pozorovatelné jsou p°edem ur£eny (realismus). Zárove¬ je vy°£eno, ºe tedy
musí existovat skryté prom¥nné, které nám nejsou známy, které reprezentují ele-
ment reality za kaºdým fyzikálním m¥°ením. Analogií v klasické mechanice je fakt,
ºe teplota kapaliny je ur£ena jiº p°ed samotným aktem m¥°ením. V této analogii
jako skryté prom¥nné �gurují rychlosti molekul kapaliny.

Pozd¥ji Bell p°ednesl svou odpov¥¤ na EPR paradox [12]. V ní formuluje re-
laci, známou jako Bellovu nerovnost, která za p°edpokladu lokality a realismu musí
vºdy platit. Následn¥ je p°edstaven kvantový systém, který prokazateln¥ tuto nerov-
nost poru²uje. M¥jme dva systémy, které spolu po omezený £as interagují a posléze
jsou odd¥leny. Na kaºdém z systému m¥jme jedno m¥°ení, jehoº výsledkem je hod-
nota ±1. Obecn¥ lze tvrdit, ºe výsledky t¥chto m¥°ení se °ídí pravd¥podobnostní
distribu£ní funkcí ozn. E(α, β), p°i£emº α a β jsou nastavení jednotlivých m¥°ení.
Vzhledem k tomu, ºe oba m¥°ené systémy spolu po omezený £as interagovaly, mo-
hou být výsledky m¥°ení korelované. Je-li ale brán v potaz argument lokality, tak po
odd¥lení systému nemohlo dojít k vytvo°ení dodate£ných závislostí mezi systémy.
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M¥°ení jednotlivého systému je závislé pak uº jen na nastavení daného systému ni-
koliv na nastavení systému druhého. �ekn¥me, ºe n¥jaká mnoºina dat λ, která byla
dostupná ob¥ma systém·m p°i vzájemné interakci, je jediný zdroj závislostí mezi
t¥mito systémy, tedy

EAB(α, β) =

∫
EA(α, λ)EB(β, λ)ρ(λ)dλ, (2.4.1)

kde ρ(λ) je distribu£ní funkce dat λ a EA(α, λ) a EB(β, λ) jsou pravd¥podobnostní
rozd¥lení výsledk· m¥°ení na systémech A a B. Bell ukázal, ºe pro tento vztah platí
nerovnost

|E(α, β)− E(α, β′) + E(α′, β′) + E(α′, β)| ≤ 2, (2.4.2)

kde α, α′ resp. β, β′ jsou libovolná nastavení m¥°ení na systému A resp B. Jeli-
koº lze prokázat, a i experimentáln¥ ov¥°it, existenci takových kvantových stav·,
které tuto nerovnost poru²ují, tak z toho vyplývá nekompatibilita kvantové teorie s
p°edpoklady lokality a realismu, tedy poru²ení platnosti Koda¬ské interpretace.

Poru²ení Bellovy nerovnosti lze ukázat u kvantov¥ provázaného stavu. Za m¥°i-
telnou veli£inu systému A zvolme p°i nastavení α pozorovatelnou Q̂ a p°i nastavení
α′ pozorovatelnou R̂

Q̂ = σ̂z, (2.4.3)

R̂ = σ̂x (2.4.4)

a za m¥°itelnou veli£inu systému B zvolme p°i nastavení β pozorovatelnou Ŝ a p°i
nastavení β′ pozorovatelnou T̂

Ŝ =
−σ̂z − σ̂x√

2
, (2.4.5)

T̂ =
σ̂z − σ̂x√

2
, (2.4.6)

kde σ̂i ozna£uje i-tý Pauliho operátor. Sledováním st°edních hodnot korelací m¥°i-
telných veli£in systému A a B v r·zných nastavení (viz (2.4.2)) se lze dopo£ítat
hodnoty

⟨Q̂Ŝ + R̂Ŝ + R̂T̂ − Q̂T̂ ⟩ = 2
√
2, (2.4.7)

která p°evy²uje horní limit natavený Bellovou nerovností.
Tímto byl p°edstaven teoretický úvod do problematiky kvantov¥ provázaných

stav·. Otázkou jejich realizace se budou zabývat následující kapitoly. Na záv¥r pouze
zmíním, ºe de�nice kvantov¥ provázaného stavu je dost obecná a nediktuje konkrétní
stupn¥ volnosti, ve kterých musí být systém provázán (moºnost provazovat i ve ví-
cero stupních volnosti [13]). Pro £ástice m·ºe být výhodné provazovat jejich spiny,
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zatímco u foton· se z pravidla vyuºívají p°ístupy dva, a to kvantové provázání pola-
rizací a nebo tzv. £asových bin· [14]. �asové biny p°edstavují £as p°íchodu fotonu.
Rozpoznává se tu mezi dv¥ma stavy charakterizované brzkým pop°. pozd¥j²ím p°í-
chodem fotonu. Oproti kvantovému provázání v polariza£ních stupních volnosti tento
p°ístup vyniká men²í dekoherencí, ale za cenu komplikovan¥j²í interakce mezi fotony.
Oproti tomu kvantové provázání v polarizaci trpí dekoherencí zp·sobenou depola-
rizací, ale zas umoº¬uje jednodu²²í interakci mezi fotony. V této práci se zabývám
práv¥ touto realizací kvantového provázání.

3 Parametrická sestupná konverze

Elektromagnetické pole ²í°ící se prost°edím v n¥m p°irozen¥ vyvolává polarizaci
P . Tu lze chápat jako d·sledek kombinace p°eorientování vnit°ních elementárních
dipól·, vzájemným p°esunutím iont· a vychýlení elektron· v elektronovém obalu
v·£i jádru (ve viditelné oblasti av²ak pouze poslední z jmenovaných) v reakci na
p°ítomné elektrické pole E. V konven£ní, lineární optice je závislost polariza£ního
vektoru na vn¥j²ím elektrickém poli vyjád°ena lineárním vztahem

P (t) = ε0χ
(1)E(t), (3.0.1)

kde χ(1) je tensor lineární susceptibility (tensor odráºí anizotropii prost°edí) a ε0
je elektrická permitivita vakua. Pro vysoké intenzity p°ítomného elektromagnetické
pole v²ak lineární popis není dosta£ující a vý²e popsaný vztah se zobecní do tvaru
mocninné °ady

P (t) = ε0χ
(1)E(t) + ε0χ

(2)E2(t) + . . . , (3.0.2)

kde χ(i) p°edstavuje tensor elektrické susceptibility i-tého °ádu. Vy²²í mocniny
vektor· elektrické intenzity zap°í£iní, ºe elektromagnetické vlny r·zných frekvencí
E = E1 +E2 spolu mohou interagovat

P = . . .+ ε0χ
(2)E1E2 + . . . . (3.0.3)

Uvaºováním této interakce se lze dobrat mnoha zajímavých nelineárních jev· jako
je generace 2. harmonické frekvence, optický Kerr·v jev a nebo práv¥ parametrická
sestupná konverze neboli anglicky spontaneous parametric down conversion (SPDC)
[15].

Zmín¥ný £len v (3.0.3) vede na nelineární jev známý jako generace sou£tových
frekvencí. Jsou-li na vstupu nelineárního prost°edí p°ítomná pole o frekvenci ω1 a ω2,
pak na výstupu bude, s ur£itou ú£inností, p°ítomné nové pole odpovídající frekvenci
ω1 + ω2. Prohozením vstupu za výstupy (opa£né vlnové vektory) docházíme k jevu
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práv¥ SPDC. Tedy za p°ítomnosti pole ωp na vstupu vznikají na výstupu pole ωs a
ωi (i z anglického idler, obr. 2), pro která platí

ωp = ωs + ωi. (3.0.4)

Abychom tento jev pln¥ vysv¥tlili, je t°eba k n¥mu p°istupovat kvantov¥. Tedy

ωp ωi

ωs
kp

ki

ks

Obrázek 2: Schématické vyobrazení SPDC. Konverze probíhá p°i £erpání o frekvenci
ωp a vlnovém vektoru kp na signálové pole o frekvenci ωs a vlnovém vektoru ks a
jalové pole o frekvenci ωi a vlnovém vektoru ki.

sledovat rozpad £erpacího fotonu na foton signálový a jalový. Kvantový formalismus
je uplatn¥n prost°edky 2. kvantování a vývojem vakuového stavu |0⟩ pod interak£ním
hamiltoniánem [16]

ĤINT ≈ χ(2)

∫ L
2

−L
2

dzÊ
(+)

p Ê
(−)

s Ê
(−)

i , (3.0.5)

kde Êp,s,i = Ê
(+)

p,s,i + Ê
(−)

p,s,i je operátor elektrické intenzity [17], kde indexy p, s, i

postupn¥ ozna£ují £erpací, signálové a jalové pole. Pro kolineární p°ípad ²í°ení v²ech
vln a homogenní prost°edí (χ(2) ̸= χ(2)(r)) má kvantový stav na výstupu tvar (po-
drobn¥ji viz p°íloha A)

|ψPDC⟩ = konst.χ
(2)
eff

∫∫
dωsdωi α(ωs + ωi)Φ(ωs, ωi)︸ ︷︷ ︸

f(ωs,ωi)

â†ωs
â†ωi

|0⟩ , (3.0.6)

kde α(ω) je spektrum £erpacího pole, â†ωs,i
jsou krea£ní operátory p°íslu²ných mód·

s, i a Φ(ωs, ωi) je synchroniza£ní funkce (obr. 3)

Φ(ωs, ωi) = L sinc

(
∆k

L

2

)
, (3.0.7)

kde L je délka krystalu a∆k = kp−ks−ki je velikost fázového rozlad¥ní interagujících
vln. Pro obecný nekolineární p°ípad hovo°íme o spln¥ní zákonu zachování hybnosti

kp = ks + ki. (3.0.8)
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(a) α(ωs, ωi) (b) Φ(ωs, ωi) (c) f(ωs, ωi)

Obrázek 3: Vyobrazení funkcí α(ωs + ωi), Φ(ωs, ωi) a f(ωs, ωi) (3.0.6). P°evzato z
[16].

Kolineární p°ístup v²ak v reálných optických isotropních krystalech není realizova-
telný z pohledu spln¥ní podmínky

ωpn(ωp) = ωsn(ωs) + ωin(ωi) (3.0.9)

spolu s (3.0.4). �e²ením je vyuºití anizotropie materiálu, konkrétn¥ dvojlomu. V
dvojlomných jednoosých krystalech lze totiº polarizaci rozd¥lit na tzv. ordinární (o)
a extraordinární (e), která se v nich ²í°í s jiným vlnovým vektorem (�vidí� jiný index
lomu, obr. 4). Uvaºujeme-li tedy r·zné polarizace vstupních a výstupních vln, lze

n̄on̄e

ne(θ)

θ

op. osa

Obrázek 4: Vyobrazení indexového elipsoidu pro dvojlomný kladný krystal. ne zna£í
extraordinární index lomu a no zna£í ordinární indexu lomu.

pomocí r·zných sm¥r· ²í°ení (vlnových vektor·) docílit r·zných index· lom· a tak
docílit spln¥ní podmínek zákonu zachování (3.0.4), (3.0.8). Typy rozd¥lení polarizací
na vstup a výstup se d¥lí na tzv. Typ I a Typ II (tab. 2). Z formulí pro indexový

14



Tabulka 2: Rozepsané zákony zachování hybnosti v kladném, záporném krystalu
pro SPDC typu I, typu II. Spln¥ní synchroniza£ní podmínky je docíleno vhodnou
orientací interagujících vlnových vektor·, jelikoº extraordinární index lomu se m¥ní
s úhlem ²í°ení θ (obr. 4).

Kladný krystal (no > ne) Záporný krystal (no < ne)

Typ I ωpno(ωp) = ωsne(ωs, θ) + ωine(ωi, θ) ωpne(ωp, θ) = ωsno(ωs) + ωino(ωi)

Typ II ωpno(ωp) = ωsno(ωs) + ωine(ωi, θ) ωpne(ωp, θ) = ωsne(ωs, θ) + ωino(ωi)

elipsoid lze získat [15] index lomu extraordinární sloºky polarizace vzhledem na uhlu
²í°ení θ

1

ne(θ)2
=

sin2 θ

n̄e2
+

cos2 θ

n̄o2
. (3.0.10)

Pro speciální p°ípad degenerované SPDC, tedy ºe ωs = ωi, nabývají rovnice v klad-
ném krystalu podoby (postupn¥ typ I a typ II)

no(ωp) = ne(
ωp
2
, θ), (3.0.11)

no(ωp) =
1

2
(no(

ωp
2
) + ne(

ωp
2
, θ)), (3.0.12)

coº je i gra�cky znázorn¥né na obr. 5. Vyuºití úhlov¥ lad¥ných sestav, které byly

no

ne
ne(θ)

ωpωs

n

ω

(a) Typ I.

no

ne ne(θ)

ωpωs

n

ω

(b) Typ II.

Obrázek 5: Ukázky spln¥ní synchroniza£ní podmínky úhlovým lad¥ním u degenero-
vané SPDC ωs = ωi =

ωp

2
a) typu I a b) typu II.

vý²e p°edstaveny, v²ak není hned z n¥kolika d·vod· optimální. Prvním a z°ejm¥j²ím
od·vodn¥ním je sloºitost lad¥ní a niº²í ú£innost. Oproti d°íve idealizovanému koli-
neárnímu p°ístupu, kdy ve²keré generované páry se nacházely na jedné p°ímce, tak
p°i nekolineárním uspo°ádání dochází k jejich ²ir²ímu rozprost°ení do prostoru. To
vytvá°í zna£n¥ sloºitou, aº nereálnou, situaci pro jejich sm¥°ování, detekci a následné
zuºitkování v experimentu. Dal²ím d·vodem je, ºe efektivní koe�cient

χ
(2)
eff = χ(2)epetes, (3.0.13)
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kde ep, et, es postupn¥ ozna£ují polarizace £erpacího, signálového a jalového pole,
vyskytující se v rovnici (3.0.6) nem·ºe v¥t²inou v tomto uspo°ádání dosáhnout nej-
v¥t²í moºné hodnoty a tedy dosáhnout efektivn¥j²ích nelineárních jev·2. Pro efek-
tivn¥j²í nelineární jevy a vy²²í ú£innosti je tedy výhodné se poohlíºet po jiných
zp·sobech spln¥ní podmínek neº úhlov¥ lad¥ní. Jako vhodná metoda se ukázalo pe-
riodicky uspo°ádat nelineární krystaly za sebe, p°i£emº v kaºdé domén¥ mí°í vektor
rozlad¥ní opa£ným sm¥rem. Výsledkem je, ºe celkové rozlad¥ní na výstupu krystalu
se blíºí nule. P°ístup jinak znám jako kvazifázový synchronismus.

3.1 Kvazifázové p°izp·sobení

P°i pr·chodu £erpacího pole nelineárním krystalem dochází ke generaci pole signálo-
vého a jalového v celém jeho objemu. P°i nedodrºení fázové podmínky, tedy ∆k ̸= 0,
existuje vzdálenost ²í°ení Lc, ve které jiº vygenerované signálové a jalové pole je v
protifázi s £erpajícím polem. Tato vzdálenost se nazývá koheren£ní vzdálenost

Lc =
π

∆k
. (3.1.1)

Dal²ím ²í°ení v krystalu tak dochází k destruktivnímu skládání polí, které má za
následek vynulování celkové dvoufotonové amplitudy na vzdálenosti 2Lc (jak lze vy-
£íst z rovnice (3.0.6)). Energie se tak p°i ²í°ení krystalem p°elévá mezi £erpacím a
generovaným polem s periodou 4Lc a nedochází tak k efektivní SPDC. �e²ení p°ed-
stavuje takový materiál, který by s periodou 2Lc obracel znaménko hodnoty efektivní
susceptibility 2. °ádu χ(2)

eff , která vybudované fázové zpoºd¥ní doplní o zpoºd¥ní π.
Generované a £erpací pole se tak stávají soufázovými a dochází k efektivnímu budo-
vání dvoufotonové amplitudy (obr. 6). Periodickou zm¥nu znamínka χ(2)

eff lze docílit
periodickým pólováním feroelektrických materiál· (LiNbO3, KTiOPO4 (KTP), aj.).
Feroelektrické látky se vyzna£ují p°ítomností spontánní polarizace (polarizace bez
p°ítomnosti elektrického pole). Jelikoº susceptibilita druhého °ádu t¥chto materiál·
je úm¥rná práv¥ této polarizaci [18], lze jejím p°ekláp¥ním (vlivem silného elektric-
kého pole) docílit zm¥ny znaménka χ(2)

eff (obr. 7). Ozna£íme-li periodu pólování Λ
pak lze fázové rozlad¥ní jeho volbou upravovat

∆k = kp − ks − ki −
2π

Λ
, (3.1.2)

coº pro p°ípad Λ = 2Lc zajistí nulové fázové rozlad¥ní. Tímto byl p°edstaven alter-
nativní zp·sob realizace SPDC. Oproti úhlov¥ lad¥nému p°ípadu lze tímto zp·sobem
docílit vy²²í efektivní nelinearity, jelikoº existuje víc volnosti v orientaci krystalu.

2Pro dosaºení maximálního stupn¥ nelinearity je v¥t²inou nutné uplatnit SPDC typu 0, p°i níº

polarizace v²ech interagujících vln jsou stejné (periodicky pólované krystaly).
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z
Lc

0 1 2 3 4 5 L

dvou-fotonová

amplituda [l.j.]

Obrázek 6: Vizualizace budování dvou-fotonové amplitudy parametrické sestupné
konverze p°i ²í°ení materiálem, který s periodou 2Lc m¥ní znamínko χ(2)

eff (modrá
k°ivka), v porovnání s vývojem dvou-fotonové amplitudy bez p°ítomnosti zmín¥né
periodizace (£ervená k°ivka).

-U

Výsledek

Pólování

(a)

E

P

0

(b)

Obrázek 7: (a) Vizualizace procesu periodického pólování. (b) Vliv vn¥j²ího elektric-
kého pole E na hodnotu spontánní polarizace P feroelektrického materiálu.

Ta m·ºe být zvolená £ist¥ na základ¥ nejv¥t²ích element· tensoru susceptibility 2.
°ádu. Druhým, je²t¥ znateln¥j²ím, bene�tem je kolineární geometrie generovaných
foton·. Ta zna£n¥ uleh£uje jejich sm¥rování a následnou manipulaci.

Z rovnice (3.1.2) tedy plyne, ºe zvolením vhodné periody pólování lze docílit
spln¥ní fázové podmínky tém¥° pro jakékoliv kolineárn¥ se ²í°ící interagující vlny.
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Za�xováním periody v²ak neztrácíme ve²keré stupn¥ volnosti jak dále interakci ovliv-
nit. Dal²í moºnost, jak krystal lehce p°eladit pro jinou t°ívlnou interakci p°edstavuje
zm¥na teploty krystalu. Vlivem termooptického jevu se totiº index lomu m¥ní s tep-
lotou a tyto vztahy lze získat experimentáln¥. Druhým mén¥ významným jevem
spojený s teplotou je prodlouºení periody pólování Λ. Tedy platí

∆k =
ωp
c
np(ωp, T )−

ωs
c
ns(ωs, T )−

ωi
c
ni(ωi, T )−

2π

Λ(T )
. (3.1.3)

Z tvaru Sellmeierových rovnic, termooptické disperze a termální expanze krystalu
lze pak spo£íst závislost generovaných vlnových délek z SPDC na teplot¥.

4 Generace kvantov¥ provázaných stav·

4.1 Generace SPDC II. typu v úhlov¥ lad¥ných krystalech

Parametrická sestupná konverze 2. typu generuje z £erpacího fotonu horizontální
nebo vertikální polarizace 1 foton polarizace vertikální a 1 foton polarizace horizon-
tální. Ty pro zachování hybnosti musí opou²t¥t krystal pod �xními úhly, p°i£emº,
díky symetrii uspo°ádání, jsou polohy foton· centráln¥ symetrické vzhledem k £er-
pacímu svazku. P°i vhodn¥ zvoleném krystalu je pak moºné docílit p°ekrytí jednot-
livých výstupních kuºel· (obr. 8). V ideálním p°ípad¥ nerozli²itelných foton· vzniká

V

H
NK

Obrázek 8: Vyobrazení SPDC typu II v nelineárním krystalu NL. Generované fotony
vertikální (V) resp. horizontální (H) opou²t¥jí krystal na povr²ích kuºel·. V míst¥
p°ekryvu vzniká neur£itost jakému polariza£nímu módu foton náleºí a dochází zde
ke vzniku kvantov¥ provázaného stavu.
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neur£itost polariza£ního stavu fotonu v bodech p°ekryvu a v tomto míst¥ vzniká
polariza£n¥ kvantov¥ provázaný stav |Ψ+⟩∣∣Ψ+

〉
=

1√
2
(|V H⟩+ |HV ⟩), (4.1.1)

který je jedním z Bellových stav· (2.3.12). Pro získání maximálního moºného stupn¥
provázání je v²ak nutné zajistit £asovou a prostorovou nerozli²itelnost |V ⟩ a |H⟩ fo-
tonu. V opa£ném p°ípad¥ by totiº pouze z £asového rozdílu mezi detekcí signálového
a jalového fotonu na p°ípadném detektoru bylo z°ejmé, kterému polariza£nímu módu
foton náleºí (tj. H foton je vºdy nam¥°en p°ed V fotonem). Fotony jiº na výstupu
z krystalu trpí vzájemným podélným £asovým zpoºd¥ním zp·sobeným anizotropií
krystalu (obr. 9), která, jak bylo diskutováno d°íve, je p°i SPDC v klasických neli-
neárních krystalech vºdy p°ítomná. V závislosti na míst¥ generace fotonového páru
v krystalu, £asový rozdíl pak nabývá hodnoty od 0 do D = (nH−nV )

c
L, kde nH resp.

nV zna£í index lomu krystalu odpovídající horizontální resp. vertikální polarizaci.
Pro kompenzaci £asového zpoºd¥ní mezi fotony se do cesty jalovému a signálovému

A

ct

zL D

H
V

Obrázek 9: �asoprostorový vývoj fotonového páru (H a V) generovaného degene-
rovanou spontánní parametrickou sestupnou konverzí v události A. Vlivem anizot-
ropního prost°edí délky L dochází k £asovému zpoºd¥ní na výstupu z krystalu. Ve
vzdálenosti D dochází k detekci.

svazku za°azuje je²t¥ kompenza£ní krystal (kompenzátor). Ten je zhotovený ze stej-
ného materiálu, jako je krystal generující, av²ak v·£i n¥mu oto£ený o 90° (coº od-
povídá oto£ení polarizace vstupních foton· p·lvlnnou desti£kou). Optimální ²í°ka
kompenzátoru ale není zcela zjevná. Jak jiº bylo zmín¥no, tak fotony nabývají v
závislosti na míst¥ generace zpoºd¥ní od 0 do D. Krystal tak m·ºe nanejvý² kom-
penzovat fotonový pár náleºící 1 generujícímu bodu. D·leºité je si ale uv¥domit, ºe
tato generace je kontinuální proces, p°i kterém je na výstupu z krystalu p°ítomno
mnoho vygenerovaných foton· náleºících r·zným generujícím událostem. Nap°íklad
m¥jme generující událost B =

(
0, L

2
− x
)
, kde x ∈ ⟨0, L

2
⟩. Jednoduchým výpo£tem
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se lze p°esv¥d£it, ºe je-li zvolen kompenzátor ²í°ky L
2
, tak existuje generující udá-

lost A =
(
−cT, L

2
− x
)
, kdy T =

(
1
nH

+ 1
nV

)
c
x
, p°i které si s generovaným párem

náleºící události B prohodí horizontální, resp. vertikální fotony a eliminuje mezi
nimi jakýkoliv £asový rozdíl (obr. 10). Rigorózn¥ji, z hlediska kvantové mechaniky,

ct

0 L
L/2

z

A

B

L/2
H

V

Obrázek 10: �asoprostorový vývoj fotonových pár· generovaných v bodech A, B
ve vzdálenosti ±x od st°edu krystalu délky L, ale v r·zných £asech. S vyuºitím
kompenza£ního krystalu délky L/2, ortogonáln¥ orientovaným v·£i krystalu gene-
rujícímu, dochází ke kompenzaci £asových zpoºd¥ní a k £asovému p°ekryvu foton·
náleºících r·zným generujícím událostem.

lze nerozli²itelnost formulovat jako identi£nost vlnových funkcí, konkrétn¥ v tomto
p°ípad¥, invariantnost dvou-fotonové vlnové funkce ψ(tV , tH) [19, 20]

ψ(tH , tV ) = A0e
−
(

tH+tV
τp

)2

Π(tH − tV )e
−iΩstHe−iΩitV ,

Π(tH − tV ) =

1, pro 0 ≤ tH − tV ≤ DL

0, pro ostatní
,

(4.1.2)

vzhledem k zám¥n¥ tH , tV , coº jsou £asy, kdy fotony opustily krystal (rozdíl po-
dílu vzdálenosti a rychlosti sv¥tla a £asu detekce). τp je koheren£ní doba £erpacího
svazku, Ωs je centrální frekvence signálového svazku a Ωi je centrální frekvence ja-
lového svazku. Okamºit¥ lze vydedukovat, ºe kv·li asymetrii funkce Π(tH − tV ) je i
celková funkce ψ(tH , tV ) asymetrická a tedy i výsledné fotony jsou prostorov¥ a £a-
sov¥ rozli²itelné. Snadno se lze ale p°esv¥d£it, ºe posunutím funkce Π o DL

2
lze docílit

tíºené symetrie (obr. 11). Posunutí lze docílit vloºením kompenzátoru práv¥ ²í°ky L
2
.

Tím jsme vytvo°ili generátor kvantov¥ provázaných pár· vyuºívající degenerovanou

20



DL t1-t2

1

0

Π(t1-t2)

Obrázek 11: Funkce Π(t1 − t2) de�novaná v (4.1.2) se zvýrazn¥ným posunem o DL
2
,

kterým lze docílit její symetrie.

spontánní parametrickou konverzí typu II3 (obr. 12) [21].

C0

C1

C2

L

L/2

HWP

Obrázek 12: Schématicky vyobrazené uspo°ádání experimentální sestavy pro gene-
raci kvantov¥ provázaných pár· pomocí degenerované spontánní parametrické kon-
verze 2. typu. Generace probíhá ve vhodn¥ zvoleném nelineárním krystalu C0 délky
L. Fáze generovaných foton· jsou posléze kompenzovány kompenza£ními krystaly
C1, C2 stejného materiálu jako C0, ale polovi£ní délky. P°ed vstupem fotonu do kom-
penza£ního krystalu je je²t¥ oto£ena jeho polarizace o 90° pomocí p·lvlnné desti£ky
HWP (z angl. half wave plate).

3Správn¥ by bylo t°eba zapo£íst i vliv p°í£ného rozejití foton· L tan ρ, kde ρ je úhel mezi

generovanými fotony. Tento vliv je ale t°eba brát v potaz pouze u velmi dlouhých generujících

krystal·.
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4.2 Generace SPDC typu II v PP krystalech

Podobn¥ lze pomocí SPDC typu II kvantov¥ provázané páry generovat i v periodicky
pólovaných (PP) krystalech. Na rozdíl od p°edchozího p°íkladu lze tímto zp·sobem
docílit kolineární generace fotonových pár·, coº zna£n¥ usnad¬uje s nimi spojenou
p°ípadnou manipulaci. Sestava v²ak nutn¥ musí být odli²ná od p°edchozí zmi¬ované.
Fotony je totiº t°eba p°ed samotnou detekcí je²t¥ rozd¥lit do dvou v¥tví, kde bu-
dou detekovány nebo jiným zp·sobem vyuºity. Toho lze docílit vloºením vyváºeného
d¥li£e svazku (pom¥r odrazivosti a propustnosti je 50% ku 50%) [22, 23]. Vygenero-
vané fotony, který sdílí tentýº prostorový mód, mají pak stejnou pravd¥podobnost,
ºe se na d¥li£i odrazí (R) nebo jim projdou (T)

1√
2
(|H⟩R + |H⟩T )⊗

1√
2
(|V ⟩R + |V ⟩T ). (4.2.1)

Ignorováním foton·, které nespadají do zvoleného koinciden£ního okna, tedy nedo²lo
k rozd¥lení foton· na d¥li£i, je op¥t docíleno kvantov¥ provázaného stavu (4.1.1) [24,
25] (obr. 13).

PPK CK BS D1

D2
P

Obrázek 13: Schéma generátoru kvantov¥ provázaných pár· foton· prost°ednictvím
SPDC II. typu v periodicky pólovaném krystalu (PPK). Ke kompenzaci £asového
zpoºd¥ní slouºí kompenza£ní krystal (CK). Posléze jsou fotony vedeny na d¥li£
svazku (BS). Jednotlivým foton·m lze pak, pro detek£ní a vyhodnocovací ú£ely,
upravit polarizaci (P). Vyhodnocovány jsou pouze ty fotony, které dorazily na de-
tektory D1 a D2 ve zvoleném koinciden£ním okn¥.

4.2.1 Generace s dvojím £erpáním

Dal²ím zp·sobem, jak vyuºít PP krystal pro generaci kvantov¥ provázaných pár·,
je vyuºití dvojího £erpání, p°i n¥mº je do krystalu £erpací svazek naveden hned
dvakrát. Výhodou tohoto uspo°ádání je, krom¥ zjevného zvý²ení ú£innosti, také
eliminace pot°eby kompenzace £asového zpoºd¥ní. To je provedeno vhodným zave-
dením p·lvlnných desti£ek do cesty jednomu z £erpacích svazk·. P°íkladem m·ºe

22



D H V,H

H

V

BD

PBSPPKBD BD

2

1

(a)

PBS

HWP

PPKD

V H V,H H V

V

H

BD BD

BD

1

2

(b)

Obrázek 14: Schéma generátoru kvantov¥ provázaných páru s dvojím £erpáním se
zvýrazn¥ným a popsaným (a) prvním £erpacím svazkem, (b) druhým £erpacím svaz-
kem. Písmeny D, V a H jsou popsány postupn¥ diagonální (45°), vertikální a ho-
rizontální polarizace. BD (z angl. beam displacer) je polariza£ní rozd¥lova£ svazku,
PPK je periodicky pólovaný krystal, PBS (z angl. polarizing beamsplitter) je pola-
riza£ní d¥li£ svazku a HWP je p·lvlnná desti£ka.
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být sestava [26] vyobrazená na obr. 14. Zde rozd¥lením £erpacího svazku diagonální
polarizace |D⟩ = 1

2
(|H⟩+ |V ⟩) jsou získány dva £erpací svazky. D·leºité je, ºe fotony

p°ítomné na výstupech 1 a 2 vºdy náleºí fotonu stejné p·vodní polarizace4, tedy
horizontální a vertikální. By´ tedy na výstupech 1 a 2 m·ºe docházet k £asovému
zpoºd¥ní detekce jednotlivých foton·, tak z z n¥j nelze vydedukovat polariza£ní stav
fotonu. Op¥t je tedy získán kvantov¥ provázaný stav (4.1.1).

4.2.2 Generátor Sagnacova typu

Elegantní implementací sestavy s dvojím £erpáním jsou sestavy Sagnacovského typu
[26, 27, 28]. Zde jsou jednotlivé £erpací svazky získány zprvu rozd¥lením p·vodn¥
diagonáln¥ polarizovaného £erpacího svazku na polariza£ním d¥li£i a následným p°e-
klopením polarizace p·lvlnnou desti£kou v jedné z vzniklých v¥tví. V¥tev, do které je
desti£ka umíst¥na, se odvíjí od typu polarizace £erpání, na kterou je krystal lad¥ný.
Svazky v obou v¥tvích jsou vzájemn¥ zrcadly usm¥rn¥ny, £ímº vzniká Sagnac·v
interferometr. Vloºením PPK do cesty ob¥ma svazk·m je docíleno oboustranného
£erpání (obr. 15). P°edpokládejme d¥li£ svazku, kterým prochází horizontáln¥ pola-
rizované fotony a odráºí se vertikáln¥ polarizované fotony. Zárove¬ p°edpokládejme
PPK lad¥ný na horizontální £erpání. P°ipomenu, ºe na vstupu je p°ítomen diago-
náln¥ polarizovaný foton |D⟩ = 1√

2
, který má tedy stejnou pravd¥podobnost jak

na pr·chod, tak na odraz. Projde-li foton d¥li£em svazku, a tedy dál pokra£uje
jako foton horizontáln¥ polarizovaný, tak je na zrcátku odraºen a sm¥rován do krys-
talu (obr. 15(b)). V n¥m je tímto generován fotonový pár polarizace V a H. Oba
fotony tak následn¥ pokra£ují na zrcátko, na n¥mº jsou odraºeny, a prochází p·l-
vlnnou desti£kou. Jelikoº generované fotony náleºí stejné události, a jsou tak jak
prostorov¥, tak £asov¥ nerozli²itelné, tak prohození jejich polarizace s sebou nenese
ºádnou informaci. Fotony se tak vrací zp¥t na polariza£ní d¥li£ svazku, kde op¥t
horizontální polarizace prochází a vertikální se odráºí. Odraºený foton se ²í°í proti
sm¥ru £erpacího svazku, kde je odklon¥n dichroickým zrcátkem. Na výstupu je tak
p°ítomen stav |V H⟩. Pozorujeme-li druhou v¥tev Sagnacova interferometru (obr.
15(c)), tak zde vertikáln¥ polarizovaný foton nejd°ív prochází p·lvlnnou desti£kou,
£ímº se stává horizontáln¥ polarizovaným (to je z d·vodu zaji²t¥ní vhodné £erpací
polarizace). Op¥t je zrcátkem usm¥rn¥n do krystalu, kde generuje fotonový pár. Ten
je druhým zrcátkem usm¥rn¥n na polariza£ní d¥li£ svazku ven z interferometru. Na
n¥m se odráºí vertikální polarizace a prochází horizontální, která se posléze odklání
na dichroickém zrcátku. Na výstupu je tak p°ítomen fotonový pár ve stavu |HV ⟩.
Celkovým výstupem, po zkombinování obou ramen, je Bell·v stav |Ψ+⟩ viz (4.1.1).
Jelikoº v takto navrºené sestav¥ dochází ke sdílení drah mezi £erpacím a generova-

4Zde p·vodní polarizací se myslí polarizace po výstupu z PP krystalu.
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Obrázek 15: (a) Schéma generátoru kvantov¥ provázaných stav· Sagnacovského
typu. Na vstupu je zprvu diagonáln¥ (D) polarizovaný £erpací svazek fokusován
£o£kou L. Ten je polariza£ním d¥li£em svazku (PBS) rozd¥len na (b) horizontální
(H) v¥tev a (c) vertikální (V) v¥tev. V jednotlivých v¥tvích jsou pak prost°edkem
SPDC v periodicky pólovaném krystalu (PPK) generovány fotonové páry. Vhodn¥
vloºenou p·lvlnnou desti£kou (HWP) a odklon¥ním generovaných foton· na dichro-
ickém zrcátku (DM) je vygenerován kvantov¥ provázaný stav.
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ným svazkem, tak i ve²keré optické komponenty tvo°ící Sagnac·v interferometr musí
být zhotoveny, aby fungovaly na t¥chto dvou vlnových délkách. Konkrétn¥ se jedná o
polariza£ní d¥li£ svazku, 2× zrcátko (je t°eba zajistit vysokou odrazivost) a p·lvln-
nou desti£ku. Také je nutné diskutovat prostorovou a £asovou nerozli²itelnost mezi
výstupy z £erpacích ramen (obr. 15(b), 15(c)). Té je docíleno polohováním PPK v
interferometru. Nenachází-li se v jeho p°esném st°edu, pak z pozorování doby p°í-
chod· foton· na výstupy lze okamºit¥ vydedukovat, o jaký stav se jedná. P°íkladem
m·ºe být tato sestava [27, 29].

4.3 Generace SPDC I. typu

Jak jiº bylo °e£eno, parametrická sestupná konverze umoº¬uje generaci fotonového
páru vícero zp·soby. Jeden, jiº v kontextu kvantov¥ provázaných stav· rozebraný,
generuje fotonový pár vzájemn¥ ortogonálních polarizací (op¥t ozna£íme V a H).
Jiný zp·sob generace v²ak umoº¬uje také SPDC typu I, která generuje dva fotony
stejné polarizace, které jsou ortogonální v·£i polarizaci £erpání. V tomto uspo°ádání
je v²ak nutné vyuºít dva vzájemn¥ pooto£ené totoºné krystaly, které jsou lad¥né na
SPDC typu I pomocí polarizace £erpání, °ekn¥me horizontální. Krystaly jsou vzá-
jemn¥ pooto£ené o 90°, p°i£emº £erpací svazek je nastaven na diagonální polarizaci.
P°i pr·chodu krystaly £erpací foton |D⟩ = 1√

2
(|H⟩+ |V ⟩) s totoºnou pravd¥podob-

ností generuje fotonový pár |H⟩ → |V V ⟩ v prvním krystalu jako, vlivem pooto£ení,
generuje fotonový pár |V ⟩ → |HH⟩ v druhém krystalu (obr. 16). Celkov¥ lze tedy

90°

Obrázek 16: Vyobrazení SPDC typu I pro ú£ely generace kvantov¥ provázaného
stavu. Její uplatn¥ní dochází ve dvou v·£i sob¥ ortogonáln¥ orientovaných nelineár-
ních krystalech. V nich dochází k SPDC typu I se stejnou pravd¥podobností (vlivem
diagonáln¥ polarizovaného £erpání). Fotonové páry vystupují ve dvou do sebe vno-
°ených kuºelech.
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výstup z tohoto generátoru popsat jako Bell·v stav |Φ+⟩,∣∣Φ+
〉
=

1√
2
(|V V ⟩+ |HH⟩). (4.3.1)

Toto uspo°ádání lze vyuºít jak u úhlov¥ lad¥ných sestav [30, 31] tak u sestav s PPK
[32, 33]. U SPDC II typu byla £asová i prostorová nerozli²itelnost °e²ena vhodn¥
zvoleným kompenzátorem, který fotony náleºící d°ív¥j²í generující události pomohl
�dohnat� fotony náleºící pozd¥j²í generující události. Kompenzace tohoto typu v²ak
není vhodná pro SPDC typu I. Zde je naopak ºádané dodrºet £asové rozestupy mezi
H a V fotonovými páry, tudíº eliminovat moºné promíchání t¥chto polarizací p°i de-
tekci. K tomu dochází p°i ²í°ení fotonového páru, generovaného v prvním krystalu,
krystalem druhým. D·leºité je, ºe smazání tohoto £asového rozdílu je snahou docílit
pro v²echny moºné výstupní sm¥ry foton· z krystalu (nenulová spektrální ²í°ka £er-
pacího svazku). Toho je docíleno dvojí sadou kompenza£ních krystal·. První sadu
tvo°í jeden kompenza£ní krystal, který je p°ed°azen generujícímu krystalu, zatímco
druhou sadu tvo°í dvojice kompenza£ních krystal·, kaºdý z nich je za°azen za generu-
jící krystal [34, 35] (obr. 17). Tímto dochází k efektivnímu potla£ení dekoheren£ních
vliv· a vzniku kvantov¥ provázaného stavu.

C0 C1C0 C2

C3

C4
DDD

HH

H

V

V

Obrázek 17: Schématicky vyobrazené uspo°ádání experimentální sestavy pro gene-
raci kvantov¥ provázaného stavu pomocí SPDC I. typu. Generace probíhá ve dvojici
zk°íºených stejných nelineárních krystal· (C1, C2). T¥m je p°ed°azen kompenza£ní
krystal C0 a za°azen kompenza£ní krystal C3, C4, které kompenzují dekoheren£ní
vlivy. Na vstupu je p°ítomný diagonáln¥ polarizovaný £erpací svazek (D), které ge-
neruje v prvním krystalu horizontáln¥ polarizované páry (H) a v druhém krystalu
vertikáln¥ polarizované páry (V).
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4.4 Optimalizace ú£innosti SPDC v PPK

Pomineme-li justáº sestavy, tak jako hlavní parametry ovliv¬ující výslednou ú£in-
nost SPDC jsou (i) samotný £erpací svazek a (ii) teplota krystalu. Za £erpací svazek
je povaºován svazek Gaussovského pro�lu. Ten je charakterizován polohou a ²í°kou
kr£ku tohoto svazku. Je-li jako poloha krk£u uvaºován st°ed krystalu, tak pro op-
timální generaci fotonových pár· v krystalu se jako optimální ²í°ka kr£ku jeví [36]

w =

√
L

kξ
, (4.4.1)

kde L je délka krystalu, k je vlnové £íslo svazku, ξ ≈ 2.84 je fokální parametr a w
je práv¥ velikost kr£ku. Tuto hodnotu je v ideálním p°ípad¥ t°eba optimalizovat pro
v²echny 3 interagující vlny. Hodnota ξ ≈ 2.84 byla spo£tena i p°i uvaºování celkového
rozlad¥ní vln ∆k, viz (3.1.2), p°i£emº nejoptimáln¥j²í hodnota fázového rozlad¥ní
vychází ∆k ≈ −1.04π (obr. 18). Zajímavé, ºe tato hodnota se li²í od o£ekávané
hodnoty ∆k ≈ 0, se kterou bylo po£ítáno v rámci rovinných vln. Na hodnotu ∆k

∆k/π

ξ

Obrázek 18: Ú£innost SPDC v PP krystalu fázového rozlad¥ní ∆k a p°i £erpacím
Gaussovském svazku s fokálním parametrem ξ (rovnice (4.4.1)) [36].

má vliv teplota a to prost°ednictvím zm¥ny indexu lomu krystalu a zm¥ny periody
pólování. Jak se experimentální a teoreticky ukazuje [27], tak s malou zm¥nou £erpací
frekvence p°ichází velká teplotní korekce pro zaji²t¥ní degenerované SPDC generace
(obrácen¥ na to lze také nahlíºet jako na nestabilitu degenerované SPDC obr. 19).
Proto je ºádané mít spektráln¥ stabilní laserový zdroj o úzké spektrální £á°e. Úzká
spektrální £ára totiº zajistí, ºe k SPDC dochází na minimu jiných frekvencí, na které
není krystal lad¥ný. To má pak vliv i na kvalitu samotného kvantového provázaní
[37].
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Obrázek 19: Závislost generovaných signálových a jalových vlnových délek v PPKTP
krystalu o délce L = 15mm p°i r·zné teplotní stabilizaci [27].

5 Detekce kvantov¥ provázaných stav·

Po p°ipravení sestavy pro generaci kvantov¥ provázaných pár· je d·leºité se p°esv¥d-
£it, ºe kvantov¥ provázaný stav je skute£n¥ realizován. To m·ºe být nap°. provedeno
testem Bellovy nerovnosti, respektive jednou z navrºených metod níºe. Zajímá-li
nás pouze existence kvantového provázání, tak m¥°ení pomocí Hong-Ou-Mandelova
experimentu je adekvátní. O kvalit¥ entanglementu pak lze vyvozovat záv¥ry na
základ¥ viditelnosti, téº visibility, Mandelova minima (anglicky dip) resp. maxima
(anglicky anti dip). Druhou z nabízených moºností je kompletní kvantová tomogra�e
vzniklého stavu. P°i ní dochází ke kompletní rekonstrukci statistického operátoru,
který je experimentální sestavou generován. Z n¥j pak lze vyvodit v²e d·leºité a
aplikovat metriky, které byly rozebrány d°íve.

5.1 Hong-Ou-Mandel·v experiment

Hong-Ou-Mandel·v [38] experiment vychází z kvantového popisu d¥li£e svazku. Ten
na základ¥ svých koe�cient· re�exe r a transmise t (obecn¥ komplexních) superpo-
nuje vstupní vlny, které lze kvantov¥ popsat krea£ními operátory â0, â1 a výstupní
vlny â2, â3 (obr. 20). Transforma£ní vztah mezi vstupními a výstupními poli je dán(

â2

â3

)
=

(
r t

t −r

)(
â0

â1

)
. (5.1.1)
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Obrázek 20: D¥li£ svazku s o£íslovanými vstupy (0,1) a výstupy (2,3).

Tvar transforma£ní matice není jednozna£n¥ ur£ený, záleºí na zvolené fázové kon-
venci [39]. Oproti klasickým amplitudám pole v p°ípad¥ klasického d¥li£e svazku
jsou v kvantovém p°ípad¥ p°íslu²né krea£ní a anihila£ní operátory spolu vázány ko-
muta£ními relacemi [

âi, â
†
j

]
= δij, i, j = 0, 1, 2, 3. (5.1.2)

Lze se p°esv¥d£it, ºe tyto komuta£ní relace nelze splnit v p°ípad¥ zapo£tení pouze
jednoho vstupního pole. Vysv¥tlením je vºdy p°ítomné vakuové pole |0⟩i na volných
vstupech d¥li£e svazku i. Po zapo£tení vlivu vakuového pole jiº komuta£ní relace
platí. �í°ení pole d¥li£em svazku je °ízeno evolu£ním operátorem Û , takºe platí(

â2

â3

)
= Û

(
â0

â1

)
Û †. (5.1.3)

Zkoumejme nyní vyváºený p°ípad d¥li£e svazku (r = t = 1√
2
), kdy na kaºdém z jeho

vstup· se nachází jeden foton |1⟩ (jednofotonový Fock·v stav). Vývoj zmín¥ným
evolu£ním operátorem Û vede na

Û â†0â
†
1 |0⟩0 |0⟩1 =

1

2
(â†2 + â†3)(â

†
2 − â†3) |0⟩2 |0⟩3 =

=
(
â†2â

†
2 −�

��â†2â
†
3 +�

��â†3â
†
2 − â†3â

†
3

)
|0⟩2 |0⟩3 =

=
1√
2
(|2⟩2 |0⟩3 − |0⟩2 |2⟩3).

(5.1.4)

Vzájemné anulování £len· â†2â
†
3 je známé jako destruktivní kvantová interference

(obr. 21) a má za d·sledek, ºe fotony opou²t¥jí d¥li£ svazku vºdy v párech. Sledová-
ním koincidencí foton· na výstupech v závislosti na poloze d¥li£e svazku docházíme
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Obrázek 21: Vizualizace kvantové destruktivní interference jako výsledek interakce
dvou foton· na vyrovnaném d¥li£i svazku, viz (5.1.4).

k tzv. Mandelovu minimu (dipu, obr. 22(a)). Vy£íslením jeho visibility Vdip5

Vdip =
Cmax − Cmin

Cmax
, (5.1.5)

kde Cmax, resp. Cmin zna£í maximální, resp. minimální koincidenci, lze interpretovat
jako míru nerozli²itelnosti fotonu. Tedy visibilita Vdip = 1, zna£í absolutn¥ nerozli²i-
telný pár foton·. Tento jev lze také chápat jako destruktivní kvantovou interferenci.
Provedeme-li Hong-Ou-Mandelovo m¥°ení na Bellov¥ stavu |Φ−⟩,

z [µm]

C

(a)

50:50
KDP

D1

D2

(b)

Obrázek 22: (a) Po£et koincidencí za 10min C v závislosti na poloze d¥li£e svazku
z [38]. (b) Schéma sestavení Hong-Ou-Mandelova experimentu.

∣∣Ψ−〉 = 1√
2
(|01⟩ − |10⟩), (5.1.6)

tak vlivem jeho antisymetrie dochází k p°esn¥ opa£nému efektu, a tedy ke koinciden£-
nímu maximu (anglicky anti dip) [41]. Jeho visibilita lze podobn¥ spo£íst vztahem

5Odli²ná de�nice oproti klasické interferen£ní visibilit¥ Cmax−Cmin

Cmax+Cmin
je z d·vodu platného vztahu

mezi takto de�novanou visibilitou a £istotou Tr(ρ̂2) vstupních foton· [40].
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Vantidip =
Cmax
Cmin

. (5.1.7)

Tímto lze tedy dokázat p°ítomnost kvantov¥ provázaného stavu |Φ−⟩ a jelikoº trans-
formace mezi jednotlivými Bellovými stavy lze jednodu²e provád¥t vhodn¥ vloºe-
nými fázovými desti£kami, tak tímto zp·sobem lze dokázat p°ítomnost v²ech Bello-
vých stav·.

5.2 M¥°ení koincidencí pro r·zné polarizace

Nejjednodu²²ím zp·sobem, jak kvantov¥ provázání 2 foton· �odhalit�, je pomocí £í-
tání (angl. counting) koincidencí foton·, £ímº se myslí simultánní detekce jednoho
nebo více foton· na r·zných detektorech v de�novaném £asovém okn¥. Sledujme
nejd°ív obecný p°ípad, kdy v jednotlivých v¥tvích, ve kterých sledované fotony pozo-
rujeme (obr. 23) se fotony nachází ve stavu ρ̂A a ρ̂B, tedy celkový stav systému je ρ̂ =
ρ̂A⊗ρ̂B. V obou v¥tvích jsou za°azeny p·lvlnné desti£ky, p°i£emº ve v¥tvi A je nasta-

PBSHWP

D2

D3

D1

D4

A

B

α

β

Obrázek 23: Schéma m¥°ení koincidencí mezi dv¥ma fotony v závislosti na jejich
polarizaci. Pro úpravu polarizace jednotlivých foton· slouºí kombinace p·lvlnné
desti£ky (HWP) a polariza£ního d¥li£e svazku (PBS), které jsou nastaveny na hod-
notu α, resp. β (úhel sto£ení polarizace). Na kaºdém výstupu z PBS je pak p°ítomen
detektor slouºící k vyhodnocení koincidencí.

vena na úhel θA a ve v¥tvi B na úhel θB. Ozna£íme p·sobení t¥chto desti£ek na fotony
operátory ÛHWP (θA), ÛHWP (θB) resp. ÛHWP (θA, θB) = ÛHWP (θA)⊗ ÛHWP (θB). Je-
li za p·lvlnnou desti£ku umíst¥n polariza£ní d¥li£ svazku, který odráºí vertikální a
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propou²tí horizontální polarizaci, tak celková kombinace v dané v¥tvi se chová jako
polarizátor nastavený na úhel α = 2θA, resp. β = 2θB. �ekn¥me, ºe chceme pozoro-
vat koincidence pro²lých foton·, tedy za d¥li£e svazku umístíme detektory. Pak lze
pravd¥podobnost pHH(α, β), ºe pro dané nastavení p·lvlnných desti£ek oba fotony
projdou, vy£íslit pomocí vztahu (2.1.4)

pHH(α, β) = ⟨HH| Û †
HWP ρ̂ÛHWP |HH⟩ . (5.2.1)

Jsou-li detektory umíst¥ny na v²ech výstupech z polariza£ního d¥li£e svazku (ve
v¥tvi A i B) a ozn. p°i zvoleném nastavení p·lvlnných desti£ek α, β koincidence mezi
detektory D2 a D3 jako CHH(α, β), detektory D1 a D3 jako CV H(α, β), detektory
D2 a D4 jako CHV (α, β) a detektory D1 a D4 jako CV V (α, β), pak platí

pHH(α, β) =
CHH(α, β)

CHH(α, β) + CV H(α, β) + CHV (α, β) + CV V (α, β)
. (5.2.2)

Obdobn¥ lze vypo£íst i ostatní pravd¥podobnosti odpovídající sledování koincidencí
na jiné dvojici detektor·, tedy pHH(α, β), pHV (α, β), pV H(α, β) a pV V (α, β). Zabý-
vejme se nyní otázkou, jak se výsledná podoba vztahu (5.2.1) li²í pro fotonové páry
generované ve smí²eném stavu ρ̂ = 1

2
|HV ⟩⟨HV | + 1

2
|V H⟩⟨V H| oproti t¥m gene-

rovaným v £istém kvantov¥ provázaném stavu |ψ⟩ = 1√
2
(|V H⟩ + |HV ⟩). Výpo£ty

jsou provád¥ny v C4, kdy smí²ený stav ρ̂ je reprezentován maticí 4 × 4 a kvantov¥
provázaný stav |ψ⟩ vektorem z C4

ρ̂ =


0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 , |ψ⟩ = 1

2


0

1

1

0

 . (5.2.3)

P·lvlnná desti£ka je v maticovém formalismu popsána unitární maticí P (α)

P (α) =

(
cosα sinα

sinα − cosα

)
, (5.2.4)

a tedy tensorový sou£in matic pro dv¥ r·zn¥ nastavené p·lvlnné desti£ky P (α, β) je

P (α, β) =


cosα cos β cosα sin β cos β sinα sinα sin β

cosα sin β − cosα cos β sinα sin β − cos β sinα

cos β sinα sinα sin β − cosα cos β − cosα sin β

sinα sin β − cos β sinα − cosα sin β cosα cos β

 . (5.2.5)

Upravení výrazu (5.2.1) jiº p°edstavují £ist¥ algebraické operace s maticemi a vek-
tory, jejichº výsledkem je pravd¥podobnost (obr. 24)
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Obrázek 24: Pravd¥podobnost koincidence na detektorech D2 a D3 (obr. 23) p°i
systému ve smí²eném stavu ρ̂ = 1

2
|V H⟩⟨V H| + 1

2
|HV ⟩⟨HV | pro r·zn¥ nastavené

polariza£ní úhly α, β.

pHH = cosα2 sin β2 + cos β2 sinα2. (5.2.6)

Jako druhý p°íklad uve¤me kvantov¥ provázaný stav |ψ⟩, který je popsán maticí
hustoty ρ̂Bell = |ψ⟩⟨ψ|,

ρ̂Bell =


0 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0

 (5.2.7)

a pro kterou výsledná pravd¥podobnost pHH vychází (obr. 25)

pHH =
1

2
sin2(α + β). (5.2.8)

Jako poslední uve¤me statistický mix obou p°íklad·, tedy zkoumejme statistický
operátor ρ̂mix = W1 |ψ⟩⟨ψ|+ (1−W1)ρ̂, který v lze op¥t popsat maticí 4× 4

ρ̂mix =


0 0 0 0

0 0.5W1 + 0.5 W1 0

0 W1 0.5W1 + 0.5 0

0 0 0 0

 . (5.2.9)

Pravd¥podobnost pHH pak vychází (obr. 26)

pHH = cos(α) sin(β)(W1 cos(β) sin(α) + cos(α) sin(β)(0.5W1 + 0.5))+

+ cos(β) sin(α)(W1 cos(α) sin(β) + cos(β) sin(α)(0.5W1 + 0.5)). (5.2.10)
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Obrázek 25: Pravd¥podobnost koincidence na detektorech D2 a D3 (obr. 23) p°i
systému ve smí²eném stavu ρ̂Bell pro r·zn¥ nastavené polariza£ní úhly α, β.

Obrázek 26: Pravd¥podobnost koincidence na detektorech D2 a D3 (obr. 23) p°i
systému ve smí²eném stavu ρ̂mix = 1

2
ρ̂Bell+

1
2
ρ̂ pro r·zn¥ nastavené polariza£ní úhly

α, β.
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Jak lze vypozorovat z obr. 24, 25 a 26, tak by´ pro kaºdý stav platí, ºe ve v¥tvích A
a B jsou zárove¬ fotony H,V a nebo V, H, tak v závislosti na konkrétním kvantovém
stavu se pozorované závislosti dost li²í. De�nujme visibilitu koinciden£ního m¥°ení
VC po vzoru klasické visibility interference

VC =
Cmax − Cmin
Cmax + Cmin

, (5.2.11)

kde Cmax, resp. Cmin je maximální, resp. minimální koincidence p°i zvoleném nasta-
vení. U smí²eného stavu (obr. 24) lze pozorovat, ºe pro r·zné �xní úhly 2. p·lvlnné
desti£ky dostáváme p°i sledování pr·b¥hu pHH(α) r·zné visibility, a p°i hodnot¥
β = 45° není pozorována ºádná závislost na úhlu α. Naopak u kvantov¥ prováza-
ného stavu z·stává visibilita maximální a to nap°í£ r·znými nastavenými úhly β.
Co se m¥ní je pr·b¥h funkce (5.2.8), která získává dodate£nou fázi odpovídající na-
stavenému úhlu β. P°i statistickém promíchání obou zmín¥ných stav· dostáváme
kombinaci obou jev·. Tedy s m¥nícím se úhlem β dochází jak ke zm¥n¥ visibility,
tak k posouvání celé k°ivky.

D°íve byla p°edstavena Bellova nerovnost (2.4.2), která je, za p°edpokladu loka-
lity a realismu, shora omezena £íslem 2

|E(α, β)− E(α, β′)|+ |E(α′, β) + E(α′, β′)| ≤ 2. (5.2.12)

Jsou-li zkombinována ve²kerá koinciden£ní m¥°ení ze v²ech výstup·, tedy jsou zís-
kány hodnoty pHH(α, β), pV H(α, β), pHV (α, β) a pV V (α, β), pak lze zvolením

E(α, β) = pHH(α, β) + pV V (α, β)− pV H(α, β)− pHV (α, β)

=
CHH(α, β)− CV H(α, β)− CHB(α, β) + CV V (α, β)

CHH(α, β) + CV H(α, β) + CHV (α, β) + CV V (α, β)

(5.2.13)

docílit poru²ení Bellovy nerovnosti pro kvantov¥ provázané stavy. Nap°. pro Bell·v
stav |ψ⟩ = 1√

2
(|V H⟩+ |HV ⟩) vychází

pHH =
1

2
sin2(α + β),

pV H =
1

2
cos2(α + β),

pHV =
1

2
cos2(α + β),

pV V =
1

2
sin2(α + β),

(5.2.14)

S = | − cos(2(α + β)) + cos(2(α + β′))|+ | cos(2(α′ + β)) + cos(2(α′ + β′))|,
(5.2.15)

a tedy p°i zvolení úhl· α = 0°, α′ = 45°, β = 22.5°, β′ = 67.5° a dosazením do
rovnice (5.2.15) získáváme hodnotu 2.83, tedy hodnotu v¥t²í neº 2, a docházíme k
poru²ení Bellovy nerovnosti.
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6 Experimentální £ást

Cílem této £ásti je stav¥t na teorii p°edstavené v p°edchozích kapitolách a navrh-
nout a sestavit vhodnou experimentální sestavu pro generaci kvantov¥ provázaných
stav·. Hlavním omezujícím faktorem p°i návrhu vhodné sestavy je aktuální vý-
bava laborato°e na kated°e fyzikální elektroniky a také skute£nost, ºe se jedná o
novou problematiku a nový výzkum. Pro generaci bude vyuºita SPDC v neline-
árním krystalu, který tak tvo°í jádro samotné sestavy. Je tedy optimální uvaºovat
vhodnou experimentální sestavu práv¥ v kontextu dostupných nelineárních krystal·.
V laborato°i jsou k dispozici BBO krystaly schopny SPDC typu II, BBO krystaly
schopné SPDC typu I a 2 cm periodicky pólovaný KTP krystal (PPKTP), lad¥ný
na kolineární SPDC pro vlnovou délku £erpání 405 nm. Vzhledem k problematic-
kému lad¥ní úhlov¥ lad¥ných sestav a jejich nízké ú£innosti je preferována sestava
zaloºena na PPKTP krystalu. Optimální by bylo pokusit se sestavit uspo°ádání s
dvojím £erpáním. Taková sestava je v²ak bohuºel náro£ná na vybavení. Konkrétn¥
sestava Sagnacovského typu by pro svou realizaci pot°ebovala mít zna£ný po£et
optických komponent fungujících na dvou vlnových délkách. Pro experiment proto
navrhuji sestavu jednodu²²í, a to konkrétn¥ sestavu s PPKTP generující na jeden
pr·chod, p°i£emº provázané fotony jsou prostorov¥ rozli²eny na d¥li£i svazku (obr.
13). První nevýhodou sestavy je její nízká ú£innost, vyv¥rající z rovnom¥rné prav-
d¥podobnosti rozd¥lení, resp. projití obou fotonových pár· na d¥li£i (a tedy ztrát¥
p·lky generovaných fotonových pár·). Dal²í nevýhodou této navrºené sestavy je, ºe
pro optimální generování kvantov¥ provázaného stavu je nutný kompenza£ní krystal
polovi£ní délky v·£i genera£nímu krystalu. By´ samotný kompenza£ní krystal ne-
musí být pólovaný a sta£í oby£ejný KTP krystal (teplotn¥ stabilizovaný na stejnou
teplotu jako krystal genera£ní), tak bohuºel KTP krystal poºadované délky (1 cm)
není v sou£asné dob¥ v laborato°i k dispozici. I p°esto je v²ak volena tato sestava
(obr. 27) oproti jiným, nekolineárním, a to zejména kv·li budoucím pracím, které
by mohly z charakterizace tohoto krystalu t¥ºit.

6.1 P°íprava £erpacího svazku

Tato £ást celkové sestavy (obr. 28) slouºí k p°íprav¥ vhodného £erpacího zá°ení, které
je v v dal²í £ásti sestavy navedeno do nelineárního krystalu, který £erpá. Krystal
PPKTP dodaný �rmou Raicol délky L = 20mm je od výroby lad¥ný na degene-
rovanou SPDC horizontálního £erpání (tedy pro zá°ení s horizontáln¥ orientovanou
polarizací) o vlnové délce 405 nm a generuje na vlnové délce 810 nm. Jako zdroj
zá°ení byl tedy pouºit laser TopMode od �rmy TOPTICA (viz tab. 4). Ten se vy-
zna£uje úzkou ²í°kou spektra a velice stabilní generací na vlnové délce 405 nm v
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L1

405nm

HWP
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M

NF

L2 PPKTP DM F
BS PBS

FHWP D1
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F
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Obrázek 27: Navrºená experimentální sestava pro generaci kvantov¥ provázaných
stav·. Laserové zá°ení 405 nm je vyvázáno z jednomódového vlákna a kolimováno
kolima£ní £o£kou L1. Dále prochází p·lvlnnou desti£kou (HWP), polariza£ním d¥-
li£em svazku (PBS) a op¥t p·lvlnnou desti£kou, která upravuje výstupní polarizaci
£erpání. Intenzita je omezena na neutrálním �ltru (NF) na£eº je £erpací svazek fo-
kusován fokusa£ní £o£kou L2 do krystalu PPKTP, kde jsou metodou degenerované
SPDC generovány fotonové páry o vlnové délce 810 nm. �erpací svazek je posléze
z v¥t²iny (∼ 99%) odklon¥n dichroickým zrcátkem (DM) a vy�ltrován úzkopásmo-
vým �ltrem (F). Zde jiº generované fotonové páry jsou rozd¥leny rovnom¥rným (tedy
50:50) d¥li£em svazku (BS). V kaºdé v¥tvi jsou pak pro²lé fotony analyzovány p·lvln-
nou desti£kou, polariza£ním d¥li£em svazku a detektorem (D1 resp.D2). Detektor·m
jsem je²t¥ p°edsazeny úzkopásmové �ltry s pásmem propustnosti (810± 10) nm.
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L1

405nm
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M

M

NF
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Obrázek 28: �ást experimentální sestavy (obr. 27) zodpov¥dná za p°ípravu £erpa-
cího svazku. Laserové zá°ení o vlnové délce 405 nm je vyvedeno z jednomódového
optického vlákna. Výstup je kolimován kolima£ní £o£kou L1. Kombinací p·lvlnné
desti£ky (HWP) a polariza£ního d¥li£e svazku (PBS) je docílen bezabsorp£ní polari-
zátor. Druhou HWP je docíleno sto£ení polarizace do horizontální polohy. Následn¥
je výkon sníºen neutrálním �ltrem (ND) a svazek je posléze fokusován fokusa£ní
£o£kou L2.

39



£ase. Vlastnost stability je velice ºádaná, vzhledem k tomu, ºe s mírnou zm¥nou
£erpací frekvence p°ichází relativn¥ velká zm¥na pot°ebné teploty krystalu, tudíº
dochází k nespln¥ní fázové podmínky. �erpací laserové zá°ení je hned na výstupu z
laseru navedeno do jednomódového polarizace zachovávajícího vlákna dodávaného
spole£n¥ s laserem (viz tab. 4). Díky ²í°ení svazku vláknem, lze výstupní svazek
povaºovat za Gaussovský (M2 < 1.2). Vzhledem k úzkému jádru jednomódového
vlákna je výstupní svazek siln¥ divergentní a je nutná jeho kolimace. Té je dosaºeno

(a) (b)

Obrázek 29: Za uvaºování Gaussovského výstupu z jednomódového vlákna speci�kací
tab. 4 vypo£tená ²í°ka svazku (W ) v závislosti na vzdálenosti a) bez kolima£ní £o£ky,
b) s kolima£ní £o£kou ohniskové vzdálenosti 2.5 cm (na obrázku vyzna£ena dv¥ma
vertikálními £árami v míst¥ zalomení svazku). Prezentované grafy jsou výstupem z
mnou vyvinuté softwarové knihovny [42].

vloºením £o£ky s ohniskem 2.5 cm (obr. 29). Po kolimaci prochází svazek dvojicí
p·lvlnné desti£ky a polariza£ního d¥li£e svazku. Tato kombinace v sestav¥ bude �-
gurovat vícekrát a jedná se o implementaci bezabsorp£ního polarizátoru, který zde
konkrétn¥ slouºí v kombinaci s dal²í p·lvlnnou desti£kou jako variabilní neutrální
�ltr. Druhá p·lvlnná desti£ka je nastavená na �xní hodnotu, která de�nuje výstupní
polarizaci, v tomto p°ípad¥, horizontální (tedy p·lvlnná desti£ka nastavena na 45°).
Dále je svazek veden dvojicí zrcátek, které slouºí pro upravení sm¥ru ²í°ení svazku,
mezi kterými se nachází neutrální �ltr. O ten byla sestava dopln¥na po zji²t¥ní, ºe
necht¥ná polarizace, která je ve vláknu v malém mnoºství indukována, je velmi ná-
chylná na zm¥nu teploty a mechanickou manipulaci s vláknem. P°i sníºení výkonu
první p·lvlnnou desti£kou pak dochází k zv¥t²ování podílu této polariza£ní sloºky
ve výstupním svazku a k dramatické nestabilit¥ výstupního výkonu. Situaci °e²í
práv¥ sníºení podílu této necht¥né polarizace a to dopln¥ním 1. p·lvlnou desti£ku o
neutrální �ltr, tedy pro stejné sníºení výkonu jiº není t°eba tak velké sto£ení pola-
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rizace. Maximální výstupní výkon laserového zá°ení s za°azeným neutrálním �ltrem
je ∼ 3mW. Fokusa£ní £o£ka s ohniskovou vzdálenosti 250mm v optimálním p°ípad¥
transformuje Gaussovský svazek tak, aby poloha jeho kr£ku spadla p°ímo doprost°ed
krystalu, a zárove¬ aby jeho polom¥r byl roven 18 µm (viz (4.4.1)). Poloha fokusa£ní
£o£ky byla za�xovaná maxmimalizováním po£tu generovaných SPDC foton· (viz
detek£ní £ást).

6.2 Genera£ní £ást

V této £ásti je jiº p°ipravené £erpací zá°ení z p°edchozí £ásti navedeno do neli-
neárního krystalu, v kterém metodou SPDC dochází ke generaci fotonových pár·
(obr. 30). Samotný PPKTP krystal, dimenzí 1 × 1 × 20mm (viz tab. 4), je za-

PPKTP DM F

Obrázek 30: �ást experimentální sestavy (obr. 27) zodpov¥dná za generaci degene-
rovaných fotonových pár· 810 nm. Vhodn¥ zafokusovaný horizontáln¥ polarizovaný
£erpací svazek je naveden do PPKTP krystalu. V n¥m jsou procesem SPDC gene-
rovány fotonové páry ortogonálních polarizací. Zbylé £erpací zá°ení je od�ltrováno
dichroickým zrcátkem (DM) a následn¥ vloºeným �ltrem (F) s pásmem propustnosti
(810± 10) nm.

�xovaný na rota£ním drºáku a je umíst¥n v pícce. Rota£ní drºák je vybavený 2
posuny a rotací v rovin¥ optického stolu. V ideálním p°ípad¥ by bylo mít drºák
dopln¥n o moºnosti dal²ího stupn¥ volnosti, tedy náklonu krystalu. Tento chyb¥jící
stupe¬ volnosti byl kompenzován mírnou zm¥nou chodu paprsku (výchozí stav je
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rovnob¥ºný s optickým stolem) na fokusa£ní £o£ce. M¥n¥ním t¥chto nastavení bylo
docíleno optimální polohy krystalu op¥t na základ¥ maximalizace výstupních SPDC
foton·. Po pr·chodu svazku krystalem je zprvu v¥t²ina £erpacího zá°ení odklon¥ná
dichroickým zrcátkem (∼ 99%), na£eº se zbylé zá°ení ²í°í �ltrem s pásmem pro-
pustnosti (810± 10) nm. Teplotní stabilizace byla docílena pomocí pícky, která byla
dodána spole£n¥ s krystalem �rmou Raicol. Byla zm¥°ena závislost mezi po£tem
generovaných foton· a teplotou pícky (obr. 31). M¥°ení probíhalo £asovým sb¥rem

Obrázek 31: Závislost po£tu generovaných koincidencí (K) na teplot¥ t v experimen-
tálním uspo°ádání z obr. 27.

(300 s) koincidencí foton· na detektorech D1 a D2 (obr. 27). Z nam¥°ené závislosti
je patrné, ºe k optimální SPDC dochází mezi hodnotami 39 °C a 42 °C. Zplo²t¥lý
vrchol grafu, lze vysv¥tlit relativn¥ ²irokým pásmem propustnosti úzkopásmového
�ltru F (810± 10) nm. Tím tak prochází i nedegenerované SPDC páry spadající do
intervalu 805 nm aº 815 nm, které ale produkují podobné po£ty detekovaných foton·
na detektorech. Pro bliº²í prozkoumání tvaru ú£innosti konverze na teplot¥ by byl
pot°eba jednofotonový spektrometr, kterým bohuºel není laborato° vybavena. Kaº-
dopádn¥ ve²kerá m¥°ení, která budou zmi¬ována v dal²í £ásti, jsou m¥°ena s �xn¥
nastavenou teplotou t = 40 °C.

6.3 Vyhodnocovací (detek£ní) £ást

Posledním krokem p°ípravy kvantov¥ provázaných stav· je jednotlivé fotony pro-
storov¥ rozli²it a posléze, na základ¥ koinciden£ních m¥°ení, fotony charakterizovat.
Z toho d·vodu jsou generované fotony z p°edchozí £ásti navedeny na rovnom¥rný
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d¥li£ svazku (50:50), na kterém se rozd¥lí do dvou ramen (obr. 32). V obou ra-
menech �gurují stejné optické komponenty, a to p·lvlnná desti£ka v kombinaci s
polariza£ním d¥li£em svazku, jakoºto bezabsorp£ní polarizátor, úzkopásmový �ltr s
pásmem propustnosti (810± 10) nm. Ob¥ ramena jsou zakon£ena jednofotonovými
detektory od �rmy Laser Components s ozna£ením COUNT-100N-FC (viz tab. 4).
Ty p°i detekci generují TTL (tranzistorov¥-tranzistorová logika) pulzy, které jsou
v £ítací jednotce zna£ky Swabian Instrument (viz tab. 4) sbírány, a v programu,
který jsem vyvinul speci�cky pro pot°eby této práce, vyhodnoceny. V tomto uspo-

BS PBS
FHWP D1

HWP

F

PBS

D2

Obrázek 32: �ást experimentální sestavy (obr. 27) zodpov¥dná za detekci a vyhod-
nocení generovaného stavu. Signálový a jalový svazek je rozd¥len na rovnom¥rném
d¥li£i svazku (BS), který detek£ní £ást rozd¥lí na dv¥ totoºné v¥tve. V nich rozd¥-
lené svazky nejd°íve prochází kombinací p·lvlnné desti£ky (HWP) a polariza£ního
d¥li£e svazku (PBS), která slouºí jako bezabsorp£ní polarizátor a následn¥ je je²t¥
zbytkové £erpací zá°ení od�ltrováno úzkopásmovým �ltrem (F).

°ádání bylo provedeno m¥°ení po£tu koincidencí na detektorech, vzhledem k nasta-
vení úhlu polarizátor· (úhlem polarizátoru rozumíme dvojnásobný úhel nastavené
p·lvlnné desti£ky, p°i£emº udávaný úhel bude vºdy výsledný úhel sto£ení polari-
zace). Za koincidence budou ozna£ovány detekce na jednotlivých detektorech, které
spadají do koinciden£ního okna 1 ns. Zvolená integra£ní doba 300 s spojená s nízko
nastaveným výkonem laseru 3mW má zaru£it niº²í pom¥r náhodných koincidencí
vzhledem k SPDC koincidencím. První m¥°ení prob¥hlo na za�xované hodnot¥ dru-
hého z polarizátor· β = 0°. Nam¥°ená data, jak se lze snadno proloºením k°ivky
p°esv¥d£it, kopírují funkci kvadrátu sinu s visibilitou V0 = 0.83 (viz (5.2.11)). Pro
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Obrázek 33: Výsledky m¥°ení závislosti po£tu koincidencí za 300 s pro p°ípad �xn¥
nastaveného 2. polarizátoru (β) na nastavení 1. polarizátoru (α). Prezentováno je
porovnání výsledk· pro β = 0° (mod°e) a β = −45° (£erven¥). Oba výsledky jsou
proloºeny sinusoidálními �ty, které jsou v obrázku uvedeny.

ov¥°ení p°ítomnosti kvantov¥ provázaného stavu je t°eba ukázat, ºe nam¥°ená data
pro libovolný �xní úhel polarizátoru sledují k°ivku sin2(α + β) (viz (5.2.8), obr. 25
a výsledky [21, 43]). Proto p°i dal²ím m¥°ení je 2. polarizátor za�xován na hod-
not¥ β = −45°. Nam¥°ená data op¥t sledují vývoj kvadrátu funkce sinus, av²ak
není pozorován ºádný posun na ose x, jak vychází z teorie (obr. 25). Visibilita se
ale sníºila na V−45 = 0.14. Jelikoº zmín¥ný posun je charakteristický pro kvantov¥
provázaný stav, tak se lze domnívat, ºe výsledný generovaný stav je pouze smí-
²ený stav stav· |V H⟩ a |HV ⟩, p°i£emº vzhledem ke generování horizontálních a
vertikálních foton· v párech je o£ekáváno jejich rovnom¥rné rozd¥lení, tedy popsáno
statistickým operátorem, ρ̂ = 1

2
|V H⟩⟨V H|+ 1

2
|HV ⟩⟨HV |. P°i porovnání s teoretic-

kým modelem (obr. 24), který pro nastavený úhel β = −45° p°edpokládá konstantní
pr·b¥h nam¥°ených koincidencí vzhledem k nastavení α, a tedy nulovou visibilitu,
tak v na²em p°ípad¥ jsme nam¥°ili visibilitu nenulovou. To lze vysv¥tlit nep°esn¥
nastavenou hodnotou β. Je t°eba brát v potaz, ºe odkazovaný polarizátor je ve sku-
te£nosti kombinace p·lvlnné desti£ky a polariza£ního d¥li£e svazku, tedy chyba p°i
nastavení p·lvlnné desti£ky se v kone£ném sto£ení polarizace projeví dvojnásobn¥.
Tedy lze p°edpokládat chybu v nastaveních polarizátor· ±1° v závislosti na pouºi-
tém optomechanickém drºá£ku. Zárove¬ mohlo dojít k situaci, kdy krystal není v
sestav¥ ideáln¥ umíst¥ný, tedy generované horizontáln¥, resp. vertikáln¥ polarizované
fotony se nejeví horizontáln¥, resp. vertikáln¥ polarizované ve vztaºné soustav¥ de�-
nované rovinou optického stolu. To se odráºí v nastavených hodnotách polarizátor·,
jelikoº se p°edpokládalo, ºe nastavení 0° odpovídá vertikální polarizaci a nastavení
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90° odpovídá horizontální polarizaci. Domn¥nka, ºe skute£n¥ nedochází ke gene-
raci kvantov¥ provázaného stavu, m·ºe být posílena vy£íslením Bellovy nerovnosti
prost°ednictvím CHSH nerovnosti (viz (5.2.13)) pro úhly α = −22.5°, α′ = 22.5°,
β = −45° a β′ = 45°. V ideálním p°ípad¥ by bylo za vhodno doplnit sestavu na obr.
32 o dal²í dva detektory na kaºdý ze 2 zbylých výstup· polariza£ního d¥li£e svazku
a m¥°it koincidence mezi detektory v r·zných v¥tvích (obr. 23). Za p°edpokladu,
ºe generovaný stav není závislý na nastavení polarizátoru, m·ºou tato koinciden£ní
m¥°ení být nahrazena vhodným oto£ením polarizátoru o 90°, coº vede na 16 koin-
ciden£ních m¥°ení (tab. 3). Výsledkem po zapo£tení Poissonovské statistiky po£tu

Tabulka 3: Nam¥°ené hodnoty koincidencí pro kombinace nastavených úhl· 1. polari-
zátoru (α) a 2. polarizátoru (β). C1, resp. C2 p°edstavuje celkový po£et detekovaných
foton· za 300 s na 1., resp. 2. detektoru.

α [°] β [°] C1 C2 Koincidence

−22.5 −45 10845248 5932973 2586

−22.5 0 10858471 6128728 1126

−22.5 45 10847068 5890611 3296

−22.5 90 10806117 5610225 4613

22.5 −45 10852113 5871676 2610

22.5 0 10804133 6057189 1172

22.5 45 10845442 5881236 3191

22.5 90 10786019 5565085 4562

67.5 −45 10289717 5957949 3088

67.5 0 10266566 6089506 4704

67.5 45 10283037 5890848 2582

67.5 90 10337367 5693455 1078

112.5 −45 10175004 5899443 2970

112.5 0 10159197 6116795 4474

112.5 45 10197513 5877983 2721

112.5 90 10137859 5575853 1135

foton· je hodnota S = 1.178 ± 0.096 (viz (5.2.12)), která je men²í jak dva, tedy k
poru²ení Bellovy nerovnosti nedochází. Vysv¥tlení se nabízí mnoho. Prvním, z°ej-
mým, je ºe není pouºit kompenza£ní krystal, £ímº dochází k £asové rozli²itelnosti
foton·. Vedlej²ími vlivy pak m·ºe být neoptimální nastavení optických komponent,
nastavená teplotní stabilizace nebo poloha krystalu nebo neoptimáln¥ p°ipravený
£erpací svazek, který pro optimální generaci by se m¥l fokusovat do st°edu krystalu
a mít polom¥r kr£ku ∼ 18 µm.

V této £ásti byla p°edstavena experimentální sestava pro generaci kvantov¥ pro-
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vázaných stav·. Postupn¥ byly p°edstaveny v²echny díl£í £ásti a na záv¥r byla sestava
experimentáln¥ otestována. Poda°il se nam¥°it sinusoidální pr·b¥h po£tu detekova-
ných koincidencí p°i �xn¥ nastaveném jednom z polarizátor· (β = 0°) a s m¥nícím
se nastavením druhého polarizátoru (obr. 33). Z této závislosti se lze domnívat, ºe v
krystalu skute£n¥ dochází ke generaci korelovaných fotonových pár·. Pro ov¥°ení ge-
nerace kvantov¥ provázaných pár· bylo provedeno totoºné m¥°ení koincidencí, ale s
jinou �xní hodnotou jednoho z polarizátor· (β = −45°). Z výsledk· m¥°ení se ov²em
zdá, ºe ke generaci kvantov¥ provázaných stav· nedochází. Pozorováno je sníºení vi-
sibility stejného sinusoidálního pr·b¥hu, jako u prvního m¥°ení, coº spí²e odpovídá
predikcím pro smí²ený stav 1

2
|V H⟩⟨V H| + 1

2
|HV ⟩⟨HV | (obr. 24). Zásadní vliv na

tento výsledek se domnívám, ºe má absence kompenza£ního krystalu v sestav¥. Jeho
p°idání do sestavy by p°ineslo av²ak dal²í komplikace v podob¥ nutné teplotní sta-
bilizace te¤ jiº dvou krystal·. Proto spí²e bych navrhoval od této sestavy upustit a
zam¥°it se na sestavy s dvojím £erpáním, jako je nap°. sestava Sagnacovského typu
(obr. 15). P°i ní lze dosáhnout vysokých ú£innosti a to bez nutnosti kompenza£ního
krystalu.

7 Záv¥r

Cílem této práce bylo seznámení s kvantov¥ provázanými stavy a moºnostmi jejich
realizace za vyuºití optických metod. Po úvodní motivaci v 1. kapitole, byl v kapitole
2. p°edstaven úvod do teorie pot°ebné pro zavedení samotného termínu kvantového
provázání, který obsahoval základní poznatky kvantové mechaniky, jako je de�nice
smí²eného stavu a m¥°ení v kvantové mechanice, na£eº bylo de�nováno samotné
kvantové provázání. Byly shrnuty základní metriky kvantového provázání, jako je
�delita a konkurence, p°i£emº byla kapitola uzav°ena otázkou lokality, realismu a
konstatováním Bellovy nerovnosti. V kapitole 3. byl popsán proces spontánní para-
metrické sestupné konverze (SPDC), která byla v pozd¥j²ích kapitolách uplatn¥na
pro generaci korelovaných a p°ípadn¥ i kvantov¥ provázaných fotonových pár·. Byl
komentován p°ístup jak s vyuºitím klasických nelineárních krystal·, tak i p°ístup,
který je schopen kolineární generace za vyuºití periodický pólovaných nelineárních
prost°edí. Kapitola 4. navazovala na p°edcházející kapitoly posouzením a posléze
navrºením vhodných experimentálních schémat schopných kvantov¥ provázaný stav
generovat. Jednotlivé sestavy byly spole£n¥ porovnávány. 5. kapitola popisovala moº-
nosti charakterizace vygenerovaného stavu. Kapitola 6. p°edstavuje experimentální
sekci této práce. S p°ihlédnutím na stávající vybavení laborato°e na kated°e fyzikální
elektroniky (KFE) byla vybrána nejvhodn¥j²í sestava pro experimentální realizaci
kvantov¥ provázaných stav·. Sekce byla rozd¥lena do 3. £ástí, p°i£emº kaºdá byla
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v¥nována jiné £ásti experimentální sestavy. Sou£ásti poslední podkapitoly, Vyhod-
nocovací (detek£ní) £ásti, je p°ehled nam¥°ených výsledk· a jejich vyhodnocení.

Výstupem této práce jsou shrnující poznatky o generaci kvantov¥ provázaných
stav· spole£n¥ s komentováním moºných provedení experimentálních generujících
sestav. Diskuse je dopln¥na o pokus jednoduchou genera£ní sestavu realizovat. Jako
vhodná sestava, vzhledem k vybavení laborato°e a £asovým moºnostem, se jeví
kolineární sestava s periodicky pólovaným KTP krystalem (PPKTP), bez pouºití
kompenza£ního krystalu (obr. 27). Sou£ásti provedení sestavy byla i teplotní cha-
rakterizace PPKTP krystalu (obr. 31) a vývoj dvou softwarových program· [42].
Charakterizace generovaného stavu byla provedena m¥°ením koincidencí pro r·zné
polarizace foton·. Jak je patrné z výsledk· m¥°ení (obr. 33), tak generovaný stav
se nejeví být kvantov¥ provázaný, nýbrº se zdá být oby£ejným smí²eným stavem
ρ̂ = 1

2
|V H⟩ + 1

2
|HV ⟩. Tato dedukce byla vyslovena na základ¥ porovnání nam¥°e-

ných dat s teoretickým modelem (obr. 24 a 25). Podporuje jí i výsledek provedeného
Bellova testu (tab. 3). Nam¥°ené výsledné hodnoty jsou zcela ur£it¥ ovlivn¥ny ab-
sencí chyb¥jícího kompenza£ního krystalu, jehoº vliv byl komentován v kapitole 4.
Výsledná m¥°ení mohly rovn¥º ovlivnit neoptimální teplotní stabilizace PPKTP
krystalu nebo ²patn¥ najustované optické elementy v sestav¥.
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P°íloha A Kvantov¥ mechanické odvození SPDC

P°edpokládejme, ºe interak£ní hamiltonián ĤINT pro SPDC je dán rovnicí [16]

ĤINT ≈ χ(2)

∫ L
2

−L
2

dzÊ
(+)

p Ê
(−)

s Ê
(−)

i , (A.0.1)

kde pro operátory polí Ê
(+)

p a Ê
(+)

s,i , kde indexy p, s a i postupn¥ ozna£ují £erpací,
signálové a jalové pole,

Ê
(+)

p → E(+)
p =

∫
dωpepα(ωp)e

i(kpz−ωpt), (A.0.2)

Ê
(−)

s,i = A

∫
dωs,ies,ie

i(ks,iz−ωs,it)â†ωs,i
, (A.0.3)

p°i£emº ep,s,i ozna£ují jednotkové vektory stavu polarizace jednotlivých interagu-
jících polí a konstanta A je spole£ná amplituda signálové a jalové vlny. Je-li inter-
ak£ním hamiltoniánem vyvíjeno vakuové pole |0⟩, je získán výsledný stav pole po
interakci |ψ⟩SPDC

|ψ⟩SPDC ≈ −1

ℏ

∫ ∞

−∞
dt′ĤINT (t

′) |0⟩ , (A.0.4)

kde meze £asového integrálu −∞ do∞ p°edstavují dobrou aproximaci reality, vzhle-
dem k tomu, ºe stav sledujeme dlouze p°ed a dlouze po samotné interakci. Dosazením
se získá tvar∫ ∞

−∞
dt′Ĥ(t′) = konst.χ(2)epesei︸ ︷︷ ︸

χ
(2)
eff

∫ ∞

−∞
dt′
∫ L

2

−L
2

dz

∫∫∫
dωpdωsdωiα(ωp)

× e−i(ωp−ωs−ωi)t
′
ei∆kzâ†ωs

â†ωi
+ h.c., (A.0.5)

kde h.c p°edstavuje hermitovsky sdruºenou první £ást výrazu. Derivováním podle
£asu se £asový integrál redukuje na 2πδ(ωp − ωs − ωi) a op¥tovným integrováním
p°es ωp získáváme∫ ∞

−∞
dt′Ĥ(t′) = konst.χ(2)

eff

∫ L
2

−L
2

dz

∫∫
dωsdωie

i∆kzα(ωs + ωi)â
†
ωs
â†ωi

+ h.c. (A.0.6)

Derivováním podle z získáme∫ ∞

−∞
dt′Ĥ(t′) = konst.χ

(2)
eff

∫∫
dωsdωiα(ωs + ωi)L sinc

[
∆k

L

2

]
â†ωs

â†ωi
+ h.c.

= konst.χ
(2)
eff

∫∫
dωsdωiα(ωs + ωi)Φ(ωs, ωi)â

†
ωs
â†ωi

+ h.c.,

(A.0.7)
kde Φ(ωs, ωi) je synchroniza£ní funkce. Pak dosazením do (A.0.4) je získán výsledný
tvar stavu |ψ⟩PDC

|ψPDC⟩ = konst.χ
(2)
eff

∫∫
dωsdωiα(ωs + ωi)Φ(ωs, ωi)â

†
ωs
â†ωi

|0⟩ . (A.0.8)
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P°íloha B Technické parametry experimentální se-

stavy

Tabulka 4: Technické parametry vybraných komponent z experimentální sestavy
(obr. 27).

Laserový zdroj od �rmy TOPTICA (TOPMODE-405-HP)

Vlnová délka 405 nm

�í°ka spektrální £áry < 0.01 pm

Stabilita <1 pmh−1

Výkon bez navázání do vlákna 50mW

Výkon s navázáním do vlákna 25mW

Jednomódové vlákno od �rmy Toptica (OE-000592)

Délka 2m

Vedená vlnová délka 405 nm

Výstupní apertura (NA) 0.07

Pr·m¥r generovaného módu (MFD) 3.5 µm

Zachovává polarizaci ano
M2 parametr výstupního módu < 1.2

Jednofotonový detektor od �rmy Laser Components (COUNT-100N-FC)

Ú£innost detekce na vlnové délce 810 nm min. 50%
Temný ²um max. 100 cps
Pr·m¥r aktivní oblasti min. 100 µm
Pravd¥podobnost afer pulsu max. 0.3%

�ítací jednotka od �rmy Swabian Institute

Minimální po£et nezávislých vstupních kanál· 8

�asové rozli²ení 80 ps

Kapacita kontinuálního p°enosu dat 8.5× 106 tag/s

PPKTP krystal od �rmy Raicol

Pr·°ez 1× 1mm

Délka 20mm

�erpací vlnová délka 405 nm

Generovaná vlnová délka 810 nm

Perioda pólování 10 µm
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