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Abstrakt

Tato práce popisuje, jakým zp̊usobem lze navrhnout digitálńı reproduktoro-
vou výhybku, která implementuje zadané přenosové funkce. Dále porovnává
implementaci výhybky Eulerovou metodou, metodou Runge Kutta a imple-
mentaci pomoćı rekurzivńıho filtru.

Kĺıčová slova reproduktorová výhybka, Euler, Runge Kutta, rekurzivńı
filtr, filtr, audio, reproduktor

Abstract

This thesis describes a design of digital speaker crossover circuit, that im-
plements given transfer function. It compares implementation using Euler
method, Runge Kutta method and implementation by a recursive filter.

Keywords speaker crossover, Euler, Runge Kutta, recursive filter, filter,
audio, speaker
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Úvod 1
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2.4 Přenos a diferenciálńı rovnice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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2.4.2 Převod obyčejné diferenciálńı rovnice na soustavu obyčejných
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3.2 Srovnáńı prvńıho filtru, 44.1kHz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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3.6 Odchylka od reference prvńıho filtru, 96kHz . . . . . . . . . . . . . 36
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3.15 Odchylka od reference druhého filtru, 96kHz . . . . . . . . . . . . . 40
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Úvod

Jednou ze součást́ı reproduktorové soustavy jsou tzv. reproduktorové výhybky.
Jedná se o elektrické obvody, které vstupńı signál rozděĺı na několik frek-
venčńıch pásem. Každé pásmo je poté vedeno do jiného reproduktoru.

Běžně se jedná o analogový obvod. Analogové obvody jsou ovšem přesné
jen tak, jak přesné vlastnosti maj́ı komponenty, ze kterých je stvořen. Mým
úkolem bylo navrhnout digitálńı protěǰsek tohoto zař́ızeńı. V této práci popi-
suji návrh takového zař́ızeńı a srovnávám r̊uzné metody výpočt̊u.
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Kapitola 1
Ćıl práce

Tato práce si klade za ćıl navrhnout digitálńı reproduktorovou výhybku, která
implementuje zadanou přenosovou funkci. Prozkoumat r̊uzné metody výpočt̊u
a porovnat je navzájem. Dále popsat, jak tyto metody funguj́ı a jakým zp̊usobem
se dosáhne toho, aby implementovali zadanou přenosovou funkci.
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Kapitola 2
Analýza

2.1 Zvuk a zvukové signály

Zvuk je mechanické vlněńı, které jsme schopni vńımat našimi sluchovými
orgány. Š́ı̌rit se může nejenom vzduchem, ale i daľśım libovolným materiálem
(vodou, konstrukćı budovy atd.). Zdravý člověk je schopen slyšet zvuk o frek-
venćıch 20Hz až 20kHz. Se zvyšuj́ıćım se věkem horńı hranice klesá, takže
starš́ı lidé h̊uře slyš́ı vysoké frekvence. Lidé jsou poměrně citliv́ı na fázový po-
sun zvuku mezi levým a pravým uchem. Hlasitost člověk nevńımá lineárně s
amplitudou vlněńı, ale logaritmicky. Proto se hlasitost měř́ı v decibelech, což
je logaritmická jednotka.

Chceme-li pracovat se zvukem digitálně, je třeba jej nějak digitálně re-
prezentovat. Digitálńı př́ıstroje by měly problém pracovat se zvukem jako se
spojitou veličinou, proto je zvuk v digitálńı podobě reprezentován jako po-
sloupnost jednotlivých vzork̊u.

Každý vzorek udává amplitudu v daném čase. U takovéto posloupnosti
vzork̊u sledujeme předevš́ım dvě vlastnosti.

Prvńı vlastnost́ı je vzorkovaćı frekvence. Ta udává, kolik vzork̊u bylo za
jednu vteřinu poř́ızeno. Pokud je vzorkovaćı frekvence př́ılǐs ńızká, začnou se
ze záznamu ztrácet vyšš́ı frekvence. Nav́ıc se začne objevovat aliasing, který
zp̊usob́ı, že se v záznamu naopak začnou objevovat nižš́ı frekvence, které v
p̊uvodńım nahrávaném zvuku nebyly. Vı́ce o aliasingu budu psát dále. Př́ılǐs
vysoká vzorkovaćı frekvence zase zvyšuje velikost záznamu, zvyšuje výpočetńı
náročnost zpracováváńı takového signálu a klade vyšš́ı technické nároky na
aparaturu zajǐst’uj́ıćı převod zvuku na digitálńı signál, která takovou vzorko-
vaćı frekvenci muśı podporovat.

Typická frekvence, se kterou se setkáváme u většiny zař́ızeńı běžných
uživatel̊u je 44.1kHz. Tato frekvence byla použ́ıvána u audio CD. Mezi daľśı
už́ıvané frekvence patř́ı např. 48kHz, 96kHz, nebo 1192kHz.

Druhou d̊uležitou vlastnost́ı je bitová hloubka. Ta udává, v kolika bitech
je uložena hodnota jednoho vzorku. Nı́zké hodnoty vnášej́ı do nahrávky šum.
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2. Analýza

Jev́ı se ”v́ıce nekonkrétńı“ a ztrácej́ı se v ńı detaily. Zbytečně vysoká bitová
hloubka opět zvětšuje velikost záznamu a stejně jako vysoká vzorkovaćı frek-
vence muśı být podporovaná nahrávaćı aparaturou. Typickými hodnotami
jsou 16b, nebo 24b.

Vzorky lze ukládat jako celá č́ısla, nebo jako č́ısla s plavoućı desetinnou
čárkou, tvz. ”floating point“ č́ısla. Oba tyto př́ıstupy maj́ı svoje výhody a
nevýhody. Celá č́ısla jsou v celém rozsahu, který lze do daného počtu bit̊u
uložit, distribuována rovnoměrně. Naopak možné hodnoty č́ısel s desetinnou
čárkou jsou nejv́ıce koncentrované kolem nuly a s vyšš́ımi hodnotami jejich
hustota exponencielně klesá. Použit́ı č́ısel s plavoućı desetinnou čárkou nemá
př́ılǐs smysl u vstupńıch a výstupńıch signál̊u systému, ovšem jistý smysl může
mı́t uvnitř, kde prob́ıhaj́ı mezivýpočty. Při výpočtech s floating point hodno-
tami neńı tak vysoké riziko přetečeńı a hlavně se zeslabeńım signálu tolik
neztráćı jeho přesnost. U celoč́ıselných signál̊u je ten problém, že č́ım zesla-
beněǰśı jsou, t́ım menš́ı část bitového rozsahu se použ́ıvá, a t́ım nižš́ı bitovou
hloubku reálně má. Mezivýpočty ve floating point hodnotách tedy nemuśı být
normalizované, a i přesto nutně neztrácej́ı v takové mı́̌re svou kvalitu. Na dru-
hou stranu je aritmetika s floating point hodnotami výpočetně náročněǰśı a
zároveň bude mı́t signál v základu teoreticky za použit́ı stejného počtu bit̊u
horš́ı kvalitu, protože se některé bity použij́ı pro uložeńı exponentu. V praxi
to ale pravděpodobně nebude mı́t reálný efekt, protože se na běžných archi-
tekturách typicky použ́ıvaj́ı 32bit floating pointy, které maj́ı přesnost 23bit̊u,
což je dostačuj́ıćı pro drtivou většinu aplikaćı. Pokud by se ovšem použila tzv.
polovičńı přesnost, tedy 16bit floating point, tak bude přesnost každé hodnoty
jen 10bit. To nelze př́ımo srovnávat s 10bit signálem použ́ıvaj́ıćım celoč́ıselné
vzorkováńı, ovšem lze předpokládat, že kvalita bude horš́ı, než kdyby se jed-
nalo o celoč́ıselný 16bit signál, který je řádně normalizován.

Je tedy zřejmé, že bitová hloubka a vzorkovaćı frekvence jsou dvě kĺıčové
vlastnosti, které velmi ovlivňuj́ı výslednou kvalitu zpracovávaného zvuku.

2.1.1 Latence

Navrhujeme-li audio systém, hraje d̊uležitou roli i latence daného systému.
Latence je časový údaj, který nám ř́ıká, jak dlouhá doba uplyne mezi t́ım, kdy
signál do systému vstouṕı a t́ım, kdy ho (resp. jeho zpracovaná podoba) opust́ı.
Nároky na latenci se mohou značně lǐsit dle toho, k čemu dané zař́ızeńı slouž́ı.
Pokud se jedná o CD přehrávač, nehraje latence téměř žádnou roli. V př́ıpadě
videopřehrávače už je potřeba dbát na to, aby latence audia a videa byla
shodná a byly přehrávány synchronně. V tomto př́ıpadě lze ovšem očekávat,
že latence dekódováńı videa bude patrně větš́ı, než latence v ”audio části“
zař́ızeńı, tud́ıž v tomto př́ıpadě budeme latenci zvuku pravděpodobně naopak
přidávat. Zcela jiná je ovšem situace u jiných zař́ızeńı. Jakmile má být zař́ızeńı
v́ıce interaktivńı, zač́ıná být latence velice d̊uležitým faktorem. U zvukového
výstupu osobńıho poč́ıtače latence typicky neńı úplně kritická, ovšem např. u
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2.1. Zvuk a zvukové signály

hrańı stř́ıleček může být nepř́ıjemné, pokud má třeba zvuk výstřelu zpožděńı
za obrazem (obrazová latence je zejména u akčńıch her minimalizovaná, jak
jen to prostředky dovoluj́ı), jedná se již o poměrně obtěžuj́ıćı jev, který kaźı
herńı zážitek. Nejkritičtěǰśı je ovšem latence u hudebńıch nástroj̊u a apara-
tury pro živé hrańı. Růzńı lidé jsou na latenci r̊uzně citliv́ı, ale odhaduje se
[1], že u elektronických kláves (u syntezátor̊u) lze tolerovat maximálně 23ms,
u piána kolem 10ms, u kytary zhruba 6ms, u bićıch 6ms a u vokál̊u pouze 3ms.
Bav́ıme se zde o celkové latenci celého řetězce zař́ızeńı, tedy od zdroje (zvuku
vstupuj́ıćıho do mikrofonu, nebo stisknut́ı klávesy) až na konec (zvuk z repro-
duktor̊u přicházej́ıćı k uchu hudebńıka). Pokud by tedy např. reproduktorová
výhybka přidávala jakoukoli signifikantńı latenci, jednalo by se u reproduktor̊u
pro obecné využit́ı o velice špatnou reproduktorovou výhybku. T́ım sṕı̌s, že
klasické analogové reproduktorové výhybky prakticky žádnou latenci nemaj́ı.

Jak latence vzniká? V prvńı řadě, pokud je na vstupu i na výstupu analo-
gový signál, tak nějaký čas trvá převést ho do digitálńı podoby a poté zpět.
Dále je potřeba ho předat z konvertoru do výpočetńı jednotky, s každým vzor-
kem provést veškeré výpočty a poté jej přenést dále do výstupńıho konvertoru.
Toto ovšem typicky nebývá největš́ım zdrojem latence.

Největš́ım zdrojem latence je typicky to, že zvuk obvykle neńı zpracováván
po jednotlivých vzorćıch, ale mı́sto toho zpracovává vždy v́ıce vzork̊u najed-
nou. To se dělá proto, aby se ušetřilo na režii a zvýšilo se t́ım množstv́ı vzork̊u,
které je systém schopen za jednu vteřinu zpracovat (tedy umožnila se vyšš́ı
vzorkovaćı frekvence). Pokud se např. výpočet skládá ze tř́ı část́ı A, B a C,
kdy přechod z jedné části do druhé znamená jistou režii, je často výhodněǰśı
naakumulovat několik vzork̊u, a na všech hromadně nejdř́ıv provést část A,
poté část B, a poté teprve část C, než aplikovat A, B i C pro každý vzorek
zvlášt’. Dále pokud máme v zař́ızeńı procesor, které dělá stř́ıdavě i jiné věci, než
jen zpracováváńı zvuku, poté změna kontextu z jiné činnosti na zpracováńı
zvuku představuje tak značnou režii, že je zcela určitě mnohem výhodněǰśı
zpracovávat vzorky po skupinách.

Při vzorkovaćı frekvenci 44.1kHz znamená 44 vzork̊u necelou 1ms zvuku.
Při frekvenci 48kHz je 1ms záznamu reprezentovaná 48 vzorky. 128 vzork̊u při
frekvenci 44.1kHz se rovná zhruba 2.9ms. 256 vzork̊u 5.8ms.

Představme si tedy, že máme systém, který má na vstupu převodńık vstupńıho
analogového signálu na digitálńı signál. Ten je následně zpracován a nakonec
převodńıkem převeden na analogový výstup. Zař́ızeńı pracuje se vzorkovaćı
frekvenćı 44.1kHz a využ́ıvá uvnitř buffery o velikosti 128 vzork̊u. Buffer tedy
pojme zhruba 2.9ms zvuku. Pokud procesor provád́ı i jiné činnosti, muśı vždy
každých 2.9ms přepnout kontext, zpracovat přijaté vzorky, a poté se může
vrátit k daľśı činnosti. Jaký ale bude mı́t takový systém latenci? Nab́ızelo
by se ř́ıci, že 2.9ms, ale takhle jednoduché to bohužel neńı. Celé to záviśı na
tom, jak je zař́ızeńı navrženo. Obecně lze ovšem předpokládat, že je nejdř́ıv
nutné buffer naplnit. To bude trvat 2.9ms. Poté je potřeba signál zpracovat.
To muśı nutně trvat kratš́ı dobu, protože kdyby tomu tak nebylo, tak by
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2. Analýza

Obrázek 2.1: Vzorkováńı s dostatečnou frekvenćı, bez aliasingu

po 2.9ms přǐsel daľśı naplněný buffer a výpočetńı jednotka by tedy nest́ıhala
signál zpracovávat. Teoreticky je možné, že by měla výpočetńı jednotka v́ıce
jader a prováděla výpočet v́ıce buffer̊u paralelně, ovšem to je možné pouze
tehdy, pokud nejsou výsledky výpočt̊u jednoho bufferu nutné pro poč́ıtáńı
následuj́ıćıho bufferu. Nakonec je signál odeslán na výstup, což může nějakou
obt́ıžněji specifikovanou dobu trvat. Celková latence tedy bude patrně vyšš́ı,
než délka zpracovávaných buffer̊u. Pro přesněǰśı odhad je třeba podrobná zna-
lost navrhovaného zař́ızeńı. Důležité je také následné empirické měřeńı.

2.1.2 Aliasing

Při převodu analogového signálu na digitálńı může docházet k tvz. aliasingu.
Aliasing je jev, kdy u zdiskretizovaného signálu přestane být možné odlǐsit od
sebe jinak p̊uvodně r̊uzné signály.

Je to vidět na tomto př́ıkladu. Vid́ıme zde několik graf̊u stejné sinusoidy,
která je pokaždé navzorkovaná s jinou frekvenćı. Prvńı sńımek dobře reprezen-
tuje skutečný tvar p̊uvodńıho signálu. Druhý již obsahuje sinusoidu nižš́ı frek-
vence, která se ovšem v p̊uvodńım signálu nevyskytovala. Na třet́ım obrázku
již signál vypadá úplně jinak, než signál p̊uvodńı.

Pokud je vzorkovaćı frekvence alespoň dvojnásobná oproti nejvyšš́ı frek-
venci vyskytuj́ıćı se ve vzorkovaném signálu, k aliasingu nedocháźı. [2, str.
82]

To, že se frekvence vyšš́ı než je vzorkovaćı frekvence v zdiskretizovaném
signálu ztrat́ı, by se dalo snadno očekávat. Záludnost aliasingu je ovšem v tom,
že do zdiskretizovaného signálu přidává frekvence, které v p̊uvodńım signálu
v̊ubec nebyly.
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2.1. Zvuk a zvukové signály

Obrázek 2.2: Mı́rný aliasing

Obrázek 2.3: Významný aliasing

2.1.3 Reproduktorové výhybky

Protože je obt́ıžné vytvořit reproduktor, který dostatečně reprodukuje celé
slyšitelné spektrum, konstruuj́ı se reprobedny obvykle z v́ıcero reproduktor̊u.
Každý reproduktor poté pokrývá určitou část spektra. Je tedy nutné vstupńı
signál nějak rozdělit mezi jednotlivé reproduktory, aby např. reproduktor
zaměřený na výšky nedostával na vstupu basovou část spektra. K tomuto
rozděleńı slouž́ı tzv. reproduktorová výhybka. Reproduktorová výhybka je
tedy elektrický obvod, který vstupńı signál rozděluje na několik frekvenčńıch
pásem.
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2.2 Lineárńı systémy

Lineárńı systém je takový systém, který splňuje následuj́ıćı vlastnosti: aditivita
a homogenita.

Aditivita znamená, že je výsledek stejný, pokud do systému pošleme součet
dvou signál̊u, nebo pokud každý signál pošleme do systému zvlášt’ a sečteme
výstupy.

f(x1) + f(x2) = f(x1 + x2)
Homogenita znamená, že vynásob́ıme-li vstup nějakou konstantou k, výstup

se také změńı k-krát.
k · f(x) = f(k · x)

Daľśı vlastnost, která s linearitou př́ımo nesouviśı, ale u systémů, se kterými
budeme pracovat, je velmi častá, je časová invariance. Ta znamená, že systém
neměńı své chováńı v čase. Jinými slovy, pokud vstupńı signál posuneme v
čase, výstup se posune stejně, ale jinak z̊ustane stejný.

2.2.1 Jednotkový skok a jednotkový impulz

Jednotkový skok je takový signál, který má zprvu hodnotu 0 a od nějaké chv́ıle
dál hodnotu 1. Jednotkový impulz je takový signál, který má nultou hodnotu
rovnu jedné, a všechny daľśı hodnoty má nulové. Takový signál označujeme
jako δ.

Na těchto signálech je zaj́ımavé to, že lze velmi snadno libovolný signál
rozložit na součet jednotkových skok̊u přenásobených konstantami, nebo jed-
notkových impulz̊u přenásobených konstantami.

Rozložeńı na jednotkové impulzy je velmi př́ımočaré. Signál x dlouhý n
vzork̊u rozděĺıme na n signál̊u stejné délky a0 až an−1. Každý signál poté bude
obsahovat samé nuly, pouze na n-té pozici bude mı́t hodnotu x[n]. Jedná se
tedy vždy o posunutý jednotkový impulz přenásobený konstantou.

an[i] = x[n] · δ[i + n]

Převod na součet jednotkových skok̊u je jen o trochu složitěǰśı. Stejně jako
u předchoźıho př́ıpadu budeme signál dlouhý n vzork̊u rozkládat na n signál̊u,
které budou v čase posunuté jednotkové skoky přenásobené konstantou. Tato
konstanta ale nebude rovna odpov́ıdaj́ıćımu vzorku p̊uvodńıho signálu, ale
rozd́ılu v̊uči předchoźımu vzorku.

an[i] = (x[n] − x[n − 1]) · 1[i + n]

2.2.2 Impulzńı odezva a konvoluce

Pokud přivedeme jednotkový impulz jako vstup do lineárńıho systému, od-
pov́ıdaj́ıćı výstup označujeme jako impulzńı odevzu daného systému. Označujeme
ji h.

10



2.2. Lineárńı systémy

Impulzńı odezva je velice užitečná, protože z ńı lze odvodit, jak se daný
systém bude chovat k libovolnému signálu.

Dı́ky homogenitě lineárńıho systému v́ıme, že přenásob́ıme-li jednotkový
impulz konstantou, výsledkem bude impulzńı odezva přenásobená tou samou
konstantou. Stejně tak d́ıky časové invarianci v́ıme, že posuneme-li jednotkový
impulz v čase, źıskáme impulzńı odezvu stejně posunutou. Jsme tedy pouhým
přenásobeńım konstantou a posunem v čase schopni źıskat odezvu na libovolný
impulz.

Pokud jsme rozložili vstupńı signál na jednotlivé impulzy, můžeme tedy
snadno źıskat výstup ze systému pro každý jednotlivý impulz.

Dı́ky aditivitě lineárńıch systému v́ıme, že sečteme-li takto vzniklé odezvy,
źıskáme stejný signál, jaký bychom źıskali, kdyby do systému vstoupil p̊uvodńı
vstupńı signál. Nemuśıme tedy znát vnitřńı mechanismy lineárńıho systému,
abychom pro vstupńı signál źıskali odpov́ıdaj́ıćı výstup. Stač́ı nám na to jeho
impulzńı odezva, která plně popisuje chováńı lineárńıho systému.

Toho využ́ıvá tzv. konvoluce. Jedná se o zp̊usob, jak za pomoci impulzńı
odezvy libovolného lineárńıho systému vytvořit ze vstupńıho signálu signál
výstupńı. Tato metoda je založená právě na rozkládáńı vstupńıho signálu na
jednotlivé impulzy a následné sč́ıtáńı odezvy každého impulzu do výsledného
signálu.

Obvyklá implementace tohoto algoritmu se ovšem na problém d́ıvá z druhé
strany. Každý výsledný vzorek poč́ıtá jako součet vzork̊u ze vstupńıho signálu
vážených podle jednotlivých vzork̊u impulzńı odezvy.

y[i] =
n−1∑
j=0

h[j] · x[i − j]

Tento zp̊usob je velice př́ımočarý, ale pro dlouhé impulzńı odezvy může
být poměrně náročný na výpočetńı výkon.

2.2.3 Frekvenčńı odezva

Jednou z vlastnost́ı lineárńıch systému je to, že pokud na vstup přivedeme
signál ve tvaru sinusoidy, výstupem bude opět sinusoida. Ta může být fázově
posunutá a může mı́t jinou amplitudu než vstup, ovšem bude mı́t vždy stejnou
frekvenci. Sinusoida je jediný tvar signálu, který tuto vlastnost má.

Daľśı zp̊usob, jak popsat lineárńı systém je tedy tzv. frekvenčńı odezva.
Ta nám právě ř́ıká, jakým zp̊usobem daný lineárńı systém reaguje na sinu-
soidy. Každé frekvenci přǐrazuje fázor, který vyjadřuje změnu amplitudy, a
fázový posun, který systém dané frekvenci zp̊usob́ı. Zaj́ımavé je, že pokud
provedeme Fourierovu transformaci nad impulzńı odezvou systému, źıskáme
t́ım jeho frekvenčńı odezvu. Stejně tak lze inverzńı Fourierovou transformaćı
převést frekvenčńı odezvu na impulzńı odezvu. Z toho vyplývá, že stejně jako
impulzńı odezva, i frekvenčńı odezva zcela popisuje daný lineárńı systém.
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2.3 Transformace signál̊u

2.3.1 Fourierova transformace

Nejpřirozeněǰśı zp̊usob, jak se na signály obvykle d́ıváme, je ten, že zachyt́ıme,
jak se jeho hodnota měńı v čase. To ale neńı zdaleka jediný zp̊usob, jak se na
signál d́ıvat. Jedńım z daľśıch zp̊usob̊u je převedeńı signálu do tzv. ”frekvenčńı
domény“. To znamená, že se ned́ıváme na to, jak se signál měńı v čase, ale
mı́sto toho se d́ıváme na to, jak lze tento signál vyjádřit jako součet sinusoid.

Sinusoidy maj́ı tu vlastnost, že součet dvou sinusoid o stejné frekvenci je
opět sinusoida o stejné frekvenci. Jediné, v čem se mohou lǐsit, jsou jejich
amplitudy a fázový posun. Z toho plyne, že se na signál můžeme d́ıvat tak, že
je v něm každá frekvence obsažena právě jednou. U každé frekvence nás tedy
zaj́ımá pouze jej́ı amplituda a fázový posun.

S amplitudou budu pracovat jako s bezrozměrnou veličinou a fázový posun
budu vyjadřovat jako úhel v radiánech. Tyto dvě informace si lze představit
jako vektor, kdy amplituda A vyjadřuje délku tohoto vektoru a fázový posun
P vyjadřuje úhel s osou X. Takovému vektoru ř́ıkáme fázor.

v⃗ = (A · cos(P ), A · sin(P ))

Fázor můžeme obdobným zp̊usobem vyjádřit i jako komplexńı č́ıslo.

v = A · cos(P ) + j · A sin(P )

Toto vyjádřeńı budu použ́ıvat nejčastěji.
Fourierova transformace je transformace, která převád́ı signál mezi časovou

a frekvenčńı doménou. Je definovaná následovně:

F (ω) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−jωtdt

Jako f označujeme signál v časové doméně. Jako F označujeme signál ve
frekvenčńı doméně. Podoba tohoto vzorce na prvńı pohled nevypadá př́ılǐs
intuitivně, proto se pokuśım jej́ı podobu mı́rně rozkĺıčovat.

Parametr ω je frekvence přenásobená 2 · π. Tato substituce se použ́ıvá
pouze pro zkráceńı matematických zápis̊u.

ω = 2 · π · freq

Dále vid́ıme, že integrujeme podle proměnné t v rozsahu od −∞ do +∞.
V tomto integrálu vid́ıme, že p̊uvodńı signál f násob́ıme e−jωt. Ač se to může
zdát zvláštńı, tak tato exponenciela je ve skutečnosti sinusoidou. To nám ř́ıká
Euler̊uv vzorec:

ejx = cos(x) + j sin(x)

Fourierova transformace nám tedy zjǐst’uje korelaci p̊uvodńıho signálu se
sinusoidou o dané frekvenci. Výsledkem je nav́ıc komplexńı č́ıslo, takže se
nedozv́ıme pouze amplitudu, ale také fázor takové sinusoidy.
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2.3.2 Laplaceova transformace

Laplaceova transformace je zobecněńı Fourierovy transformace. Z Fourierovy
transformace vznikne pouhým přidáńım e−jωte−σt a přidáńım σ jako druhého
argumentu.

F (σ, ω) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−jωte−σtdt

Vid́ıme, že pro σ = 0 je e−σt rovno jedné a je pro tuto hodnotu Laplaceova
transformace ekvivalentem Fourierovy transformace.

Pro kompaktněǰśı zápis je dvojice argument̊u σ a ω nahrazena jedńım
komplexńım č́ıslem s:

s = σ + jω

T́ım dostáváme výslednou podobu Laplaceovy transformace.

F (s) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−stdt

Jaká je ovšem motivace za t́ım, použ́ıvat takovou transformaci? Vágně
řečeno, Fourierova transformace se snaž́ı vstupńı signál korelovat se sinusoi-
dami. Laplaceova transformace se jej snaž́ı korelovat se sinusoidou přenásobenou
exponencielou (tedy komplexńı exponencielou, jak jsme se dozvěděli z Eu-
lerova vzorce). Laplaceova transformace nám tedy umožňuje lépe pochopit
signály, které jsou tvořeny součtem komplexńıch exponenciel. To může zńıt,
jako zvláštně specifická skupina signál̊u, ovšem skutečnost je taková, že im-
pulzńı odezva systémů, které jsou popsány soustavou diferenciálńıch rovnic
maj́ı právě takovou odezvu. A diferenciálńımi rovnicemi lze popsat většinu
systémů, které lze v př́ırodě a elektrotechnice potkat.[3, Str. 581]

Ř́ıkáme, že Laplaceova transformace převád́ı signál z časové domény, do
tzv. s-domény.

2.3.3 Přenosová funkce

Daľśı ze zp̊usob̊u, jak popsat lineárńı systém je pomoćı tzv. přenosové funkce.
Přenosová funkce je definovaná jako pod́ıl Laplaceovy transformace výstupu
a Laplaceovy transformace vstupu systému.[3, Str. 594]

H(s) = L(Y )
L(X)

Přenosovou funkci lze nav́ıc źıskat jako Laplaceovu transformaci impulzńı
odezvy systému. Obdobně jako lze Fourierovou transformaćı impulzńı odezvy
źıskat frekvenčńı odezvu.

Typická podoba přenosové funkce, se kterou se v tomto textu setkáme, je
pod́ıl dvou polynomů.
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2.3.4 Kombinováńı přenosových funkćı

Je užitečné vědět, jak z v́ıce propojených systémů udělat jeden. Máme-li dva
lineárńı systémy, u kterých známe jejich přenosové funkce, je velmi snadné
źıskat přenosovou funkci systému, který vznikne sériovým, nebo paralelńım
zřetězeńım takovýchto systémů.[4]

Pokud chceme několik systémů zřetězit za sebe tak, že výstup jednoho je
vstupem následuj́ıćıho, stač́ı mezi sebou jejich přenosové funkce vynásobit.

H(s) = H1(s) · H2(s) · H3(s) . . . Hn =
n∏

i=1
Hi(s)

Pro paralelńı zapojeńı, kde je vstupńı signál poslán jako vstup v́ıce systémům
a jejich výstupy jsou následně sečteny (odečteny), stač́ı jednotlivé přenosové
funkce seč́ıst (odeč́ıst).

H(s) = H1(s) + H2(s) + H3(s) + Hn =
n∑

i=1
Hi(s)

H(s) = H1(s) − H2(s)

Když se na tento postup pod́ıváme z opačné strany, vid́ıme, že lze jeden
lineárńı systém podle stejných pravidel rozdělit na v́ıce systémů. To může být
velice užitečné, protože tyto ”podsystémy“ mohou mı́t vhodněǰśı vlastnosti
pro jejich implementaci. Častým postupem je tedy to, že se jeden filtr rozděĺı
na kaskádu několika jednodušš́ıch filtr̊u.

2.3.5 Póly, nuly a stabilita systému

Představme si, že máme přenosovou funkci ve tvaru pod́ılu dvou polynomů:

H(s) = a0 + a1s + a2s2 . . .

b0 + b1s + b2s2 . . .

Na takovéto přenosové funkci je zaj́ımavé, že polynom v čitateli i jmeno-
vateli bude mı́t kořeny. Tedy komplexńı č́ısla, při kterých je hodnota tohoto
polynomu rovna nule. Takovýmto hodnotám se ř́ıká ”póly a nuly“. Protože
se jedná o komplexńı č́ısla, mluv́ıme o těchto hodnotách často tak, jako by
to byly body v R2. Kořen̊um polynomu čitatele ř́ıkáme nuly, protože v těchto
bodech má přenosová funkce hodnotu 0. Kořen̊um ve jmenovateli ř́ıkáme póly,
protože se hodnota přenosové funkce v jejich okoĺı limitně bĺıž́ı nekonečnu.[3,
Str. 596] Samozřejmě při těchto tvrzeńıch neuvažuji př́ıpady, kdy se nějaká
nula s nějakým pólem rovnaj́ı.

Proto se často setkáváme také s přenosovou funkćı v následuj́ıćım tvaru:
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2.3. Transformace signál̊u

H(s) (s − z0)(s − z1)(s − z2) . . .

(s − p0)(s − p0)(s − p0) . . .

V tomto tvaru jsou všechny póly a nuly na prvńı pohled hezky viditelné.
Protože v takové přenosové funkci neńı nic jiného, než tyto součiny obsa-

huj́ıćı polohy nul a pól̊u, je zjevné, že pozice všech pól̊u a nul plně popisuj́ı
přenosovou funkci jako celek. Z tohoto d̊uvodu jsou často přenosové funkce
znázorňovány diagramem ve formě komplexńı roviny, ve které jsou pomoćı
kroužk̊u vyznačeny nuly a pomoćı kř́ıžk̊u vyznačeny póly.

Poloha pól̊u a nul v s-doméně nám dává jistý kontext pro tvar přenosové
funkce. Protože je přenosová funkce podél imaginárńı osy rovna frekvenčńı
odezvě (viz to, jak Laplaceova transformace vycháźı z frekvenčńı odezvy),
pomáhaj́ı nám polohy pól̊u a nul pochopit i tvar frekvenčńı odezvy.

Jak jsem již zmı́nil, Laplaceova transformace impulzńı odezvy systému je
rovna přenosové funkci systému. Když jsem popisoval, jakým zp̊usobem vzniká
Laplaceova transformace z Fourierovy transformace, mluvil jsem o tom, že se
u signálu zkoumá exponenciálńı pokles (popř. vzestup) jednotlivých sinusoid
obsažených v signálu. Lajcky řečeno, signál, který má exponenciálně zvyšuj́ıćı
se amplitudu, bude mı́t v s-doméně zvýšené hodnoty v té polovině komplexńı
roviny, kde jsou reálné části kladné. Naopak signál, jehož amplituda expo-
nencielně klesá bude mı́t zvýšené hodnoty v opačné, tedy záporné, polovině
komplexńı roviny. Pokud jsou v signálu obsaženy sinusoidy s konstantńı am-
plitudou, ”ukážou“ se v s-doméně na imaginárńı ose v mı́stě, kde je reálná
část rovna nule.

Z této představy lze intuitivně vytušit, že je-li pól přenosové funkce v pravé
polovině komplexńı roviny (tedy s kladým reálnými částmi), odpov́ıdaj́ıćı im-
pulzńı odezva bude mı́t s časem exponenciálně se zvyšuj́ıćı amplitudu.[3, Str.
609] Systém s takovouto impulzńı odezvou pro libovolný nenulový vstupńı
signál vygeneruje exponenciálně se zvětšuj́ıćı výstupńı signál. O takových
systémech ř́ıkáme, že jsou nestabilńı. Při konstrukci filtr̊u je třeba dávat si
na nestability pozor, protože v opačném př́ıpadě může být výsledek značně
ohlušuj́ıćı.

2.3.6 Z-transformace

Z-transformace je transformace vycházej́ıćı z Laplaceovy transformace. Tak,
jako se Laplaceova transformace použ́ıvá k návrhu analogových filtr̊u, z-transformace
se použ́ıvá k návrhu digitálńıch filtr̊u. Zat́ımco Laplaceova transformace se
použ́ıvá při práci se spojitými signály, z-transformace se použ́ıvá při práci se
zdiskretizovanými signály.

Začněme s touto podobou Laplaceovy transformace, která mı́sto kom-
plexńıho parametru s použ́ıvá dva reálné parametry σ a ω.
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X(σ, ω) =
∫ ∞

−∞
f(t)e−jωte−σtdt

Pro úpravu této rovnice na z-transformaci učińıme několik změn. Protože
pracujeme se zdiskretizovanými signály, změńıme integrál na sumu. Dále na-
hrad́ıme e−σt proměnnou r. T́ım dostáváme následuj́ıćı rovnici:

X(r, ω) =
∞∑

n=−∞
x[n] · rn · e−jωn

Nakonec oba dva parametry r a ω nahrad́ıme jediným komplexńım para-
metrem z:

z = re−jω

Č́ımž dostáváme finálńı podobu z-transformace:

X(z) =
∞∑

n=−∞
x[n] · z−n

Stejně jako jsme u Laplaceovy transformace mluvili o s-doméně, budeme
u z-transformace mluvit o z-doméně.

Efektivně jsme provedli tři věci. Přešli jsme ze spojitých signál̊u na diskrétńı.
Rychlost útlumu již neměńıme lineárně, ale mı́sto toho měńıme základ této ex-
ponenciály. A do třetice jsme v jistém smyslu přešli z kartézských souřadnic
do polárńıch souřadnic. Co t́ım mysĺım bude v́ıce jasné, když se pod́ıváme
na to, jakým zp̊usobem se pozice pól̊u a nul v s-doméně mapuj́ı na pozice v
z-doméně.

Jak je vidět na této stránce [3, Str. 609], namapuje se imaginárńı osa s-
domény na jednotkový kruh v z-doméně.

2.3.7 Bilinerárńı transformace

Popsali jsme si Laplaceovu transformaci a Z-transformaci. Ukázali jsme si, že
jsou si velmi podobné. Dı́ky tomu je možné mezi nimi přecházet. To se hod́ı
např́ıklad tehdy, chceme-li převést analogový filtr na digitálńı filtr. Jedńım ze
zp̊usob̊u, jak tento převod provést, je tzv. Bilineárńı transformace. Jej́ı použit́ı
je velmi snadné. Stač́ı na přenosovou funkci použ́ıt následuj́ıćı substituci:[5]

s = c · 1 − z−1

1 + z−1 , c > 0, c = 2/T

z = 1 + s/c

1 − s/c
, c > 0, c = 2/T

Kde T je vzorkovaćı perioda.
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2.4. Přenos a diferenciálńı rovnice

2.4 Přenos a diferenciálńı rovnice

2.4.1 Převod přenosové funkce na diferenciálńı rovnici

Odvozeńı diferenciálńı rovnice z přenosové funkce je v př́ıpadě přenosových
funkćı, se kterými budeme pracovat, naštěst́ı velmi př́ımočaré. Jak se můžeme
doč́ıst v těchto výukových materiálech[6], přenosová funkce odpov́ıdá

H(s) = b0 + b1s + b2s2 . . .

a0 + a1s + a2s2 . . .

diferenciálńı rovnici

a0y(t) + a1y′(t) + a2y′′(t) . . . = b0x(t) + b1x′(t) + b2x′′(t) . . .

2.4.2 Převod obyčejné diferenciálńı rovnice na soustavu
obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

Protože budeme potřebovat řešit diferenciálńı rovnice numericky, potřebujeme
zp̊usob, jak rovnice vyšš́ıch řád̊u převést na soustavu rovnic prvńıho řádu.
Metodu, kterou zvoĺıme, je tzv. metoda postupné integrace.

Postup této metody je naznačen zde [7]. Vždy nejdř́ıve osamostatńıme
nejvyšš́ı řád rovnice, který poté nahrad́ıme novou proměnnou. Celý postup je
nejlepš́ı vysvětlit na př́ıkladu. Proto ho předvedu na př́ıkladu z výše uvedeného
zdroje.

Mějme následuj́ıćı rovnici:

y′′ + 2y′ + y = x′′ + 3x′ + 2x

Derivaci nahrad́ıme za násobeńı proměnnou p:

p2y + 2py + y = p2x + 3px + 2x

Algebraickými úpravami dostaneme:

p2y = p2x + p(3x − 2y) + (2x − y)

Když tuto rovnici vyděĺıme p (což v kontextu p̊uvodńı diferenciálńı rovnice
znamená integraci), dostaneme:

py = px + (3x − 2y) + 1
p

(2x − y)

Vid́ıme, že jedna závorka je násobená 1
p . Z tohoto sč́ıtance si uděláme

novou proměnnou w1. T́ım źıskáme soustavu rovnic:

w1 = 1
p

(2x − y)
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py = px + (3x − 2y) + w1

Prvńı rovnici opět vyděĺıme p, č́ımž źıskáme soustavu rovnic:

w1 = 1
p

(2x − y)

y = x + 1
p

(3x − 2y + w1)

Ze sč́ıtance, který obsahuje 1
p uděláme opět novou proměnnou, kterou po-

jmenujeme w2. T́ım źıskáme soustavu:

w1 = 1
p

(2x − y)

w2 = 1
p

(3x − 2y + w1)

y = x + w2

Když nyńı pro změnu prvńı dvě rovnice vynásob́ıme p, źıskáme tuto sou-
stavu rovnic ve tvaru, který je vhodný pro numerické výpočty pomoćı metod
Runde-Kutta, nebo pomoćı Eulerovy metody popsané dále v této práci.

pw1 = (2x − y)

pw2 = (3x − 2y + w1)

y = x + w2

Máme vyjádřené derivace pomocných proměnných. Nikde se nevyskytuje
derivace vstupu x. Máme vyjádřen výstup y. Nikde, krom levých stran prvńıch
dvou rovnic se nevyskytuj́ı derivace (násobeńı proměnnou p).

2.5 Filtry

Základńım nástrojem při zpracováváńı signál̊u je filtr. V tomto textu bu-
deme mluvit o lineárńıch filtrech. To jsou filtry, které jsou zároveň lineárńımi
systémy. Filtry se použ́ıvaj́ı pro dva základńı úkony. Jedńım úkonem je rozděleńı
signálu na v́ıce signál̊u. Druhým možným úkolem je zrekonstruováńı signálu.

Co si pod t́ım představit? Rekonstrukci signálu si můžeme představit tak,
že máme nějaký p̊uvodńı signál, který prošel nějakou změnou. My se poté
snaž́ıme z takto pozměněného signálu źıskat signál p̊uvodńı. Pokud změnu
zp̊usobil nějaký lineárńı systém, stač́ı nám znát jeho impulzńı odezvu. S jej́ı
pomoćı lze snadno odvodit inverzńı systém, který tuto změnu vrát́ı zpět. Po-
kud impulzńı odezvu neznáme, nebo se nejedná o lineárńı systém, můžeme
stále navrhnout takový filtr, který má vlastnosti, že lze p̊uvodńı signál ale-
spoň částečně obnovit.
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Co se rozdělováńı signál̊u dle frekvence týče, snaž́ıme se ze signálu filtrovat
nějakou část frekvenčńıho spektra. Hezkým př́ıkladem jsou právě reproduk-
torové výhybky, kdy chceme do jednoho reproduktoru poslat pouze basy, do
druhého pouze středy a do třet́ıho pouze výšky.

2.5.1 Typy filtr̊u

Jedno ze základńıch děleńı filtr̊u je podle tvaru jejich frekvenčńı odezvy[3,
Str. 268]. Ta může být samozřejmě teoreticky téměř libovolná, ovšem několik
základńıch tvar̊u označujeme následovně:

• Low pass / High cut
• High pass / Low cut
• Band pass
• Band reject

Každý z těchto tvar̊u má celou řadu využit́ı. Pro reproduktorovu výhybku
potřebujeme low pass, hight pass a band pass filtry. Band reject se zase hod́ı
např́ıklad na potlačováńı r̊uzných rezonančńıch frekvenćı, nebo třeba frekvenćı
zp̊usobuj́ıćıch zpětnou vazbu při ozvučováńı živého koncertu.

Dále můžeme rozdělovat filtry na ty, které jsou optimalizované v časové
doméně, frekvenčńı doméně, př́ıpadně na nějakou kombinaci oboj́ıho. Co to
znamená?

Tady zálež́ı na tom, jaký typ informace je v signálu uložen. Jestli nás na
něm zaj́ımaj́ı hodnoty v jednotlivých mı́stech, nebo to, jak se měńı. Jinými
slovy to, jestli je zaj́ımavá informace obsažená v časové nebo frekvenčńı doméně.
Pokud např́ıklad budeme v pravidelných intervalech měřit teplotu v mı́stnosti,
je tou zaj́ımavou informaćı sṕı̌se konkrétńı hodnota teploty v konkrétńı dobu,
tedy informace v časové doméně. Naopak pokud bychom zaznamenali třeba
vlněńı struny na kytaře, tak nám jej́ı konkrétńı pozice v danou chv́ıli nic moc
zaj́ımavého neřekne. Daleko zaj́ımavěǰśı je zjistit, jakou frekvenćı kmitá a jak
moc jsou ve vlněńı zastoupené r̊uzné harmonické frekvence. V tomto př́ıpadě
nás tedy v́ıce zaj́ımaj́ı informace obsažené ve frekvenčńı doméně. Určitě se
ovšem najdou př́ıklady, kdy je zaj́ımavá informace obsažená v obou doménách.
Od toho, jaká informace nás zaj́ımá v́ıce, se odv́ıj́ı to, jaké vlastnosti filtru se
budeme snažit optimalizovat.

Pokud nás zaj́ımaj́ı informace ve frekvenčńı doméně a snaž́ıme se oddělit
jeden pás frekvenćı od druhého, očekáváme, že filtr neovlivńı frekvence, které
má nechat proj́ıt. Frekvenčńı odezva v tomto pásmu frekvenćı by tedy měla být
co nejv́ıce plochá. Dále chceme, aby frekvence, které maj́ı být potlačené, byly
potlačené co možná nejv́ıce. Do třetice nás zaj́ımá, jak vypadá přechod mezi
těmito dvěma pásmy. Typicky chceme, aby tento přechod byl co nejrychleǰśı,
aby pásmo frekvenćı, které je ”utlumeno jen tak trochu“, mělo co nejmenš́ı
š́ı̌rku.
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Pokud nás naopak zaj́ımaj́ı v́ıce informace v časové doméně, tak je naš́ım
ćılem primárně to, aby jednotlivé hodnoty byly co nejbĺıže p̊uvodńımu signálu,
ze kterého se např. snaž́ıme odfiltrovat rušeńı. To znamená, že nás u filtru
nezaj́ımá ani tak to, jak se chová ve frekvenčńı doméně, jako sṕı̌s to, aby
zp̊usoboval pokud možná co nejmenš́ı překmity v časové doméně.

Problém je, že tyto dva požadavky jdou při návrhu filtru proti sobě, takže
je nutné optimalizovat daný filtr na to, na co bude použit.

Pokud navrhujeme filtr pro filtrováńı audia, zaj́ımaj́ı nás informace ve
frekvenčńım spektru a podle toho jej muśıme optimalizovat.

Daľśım faktorem, který může hrát v určitých aplikaćıch roli, je to, jak filtr
měńı fázi jednotlivých frekvenćı.

2.5.2 Digitálńı filtry

Digitálńı filtry rozdělujeme na FIR filtry a IIR filtry. FIR filtry, tedy ”finite
impulse response“ maj́ı konečně dlouhou impulzńı odezvu. Oproti tomu IIR
filtry, tedy ”infinite impulse response“ maj́ı impulzńı odezvu nekonečně dlou-
hou. V kontextu digitálńıch filtr̊u vždy mluv́ıme o zdiskretizovaných signálech.

2.5.3 FIR filtry

Jak takový filtr implementovat? Nejpř́ımočařeǰśı zp̊usob, jak implementovat
FIR filtr, je konvoluce, kterou jsem již popisoval dř́ıve. Stač́ı mi impulzńı ode-
zva filtru, který chci uplatnit. Impulzńı odezvu mohu odvodit z frekvenčńı
odezvy pomoćı fourierovy transformace. T́ımto postupem lze implementovat
libovolný FIR filtr, ovšem výpočetńı náročnost konvoluce je závislá na délce
impulzńı odezvy, a takový filtr tedy může být dosti výpočetně náročný. Pro
spočteńı jednoho vzorku výstupńıho signálu je třeba vźıt každý vzorek z im-
pulzńı odezvy, vynásobit jej vzorkem ze vstupńıho signálu a tyto součiny seč́ıst.
Pro n vzork̊u výstupńıho signálu a m vzork̊u impulzńı odezvy to je n·m operaćı
násobeńı a sč́ıtáńı, neboli n · m operaćı ”multiply-accumulate“. Implementace
pomoćı konvoluce je tedy jednoduchá a flexibilńı, ovšem výpočetně náročná.

Speciálńım př́ıpadem konvolučńıho FIR filtru je tzv. ”moving averge“, tedy
klouzavý pr̊uměr[3, Str. 277]. Ten každý vzorek vypočte jako pr̊uměr několika
sousedńıch vstupńıch vzork̊u.

y[i] = 1
M

M−1∑
j=0

x[i + j]

Alternativně lze vstupńı vzorky pro pr̊uměrováńı brát symetricky kolem výstupńıho
vzorku, což eliminuje posun, který by tento filtr jinak zp̊usobil:

y[i] = 1
M

M−1∑
j=0

x[i + j − M

2 ]
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Výhodou tohoto filtru oproti obecným konvolučńım FIR filtr̊um je jeho
výpočetńı nenáročnost. I když je samozřejmě možné implementovat jej konvo-
lućı jako jakýkoli jiný FIR filtr, tento konkrétńı filtr lze implementovat efek-
tivněji.

Ve skutečnosti už implementace konvolućı může být značne optimalizována.
Impulzńı odezva tohoto filtru se skládá pouze z hodnot 0 a z M hodnot 1

M .
Když tedy poč́ıtáme výstupńı vzorek, nemuśıme každý vstupńı vzorek násobit
vzorkem z impulzńı odezvy. Vybrané vzorky ze vstupńıho signálu se jednoduše
sečtou a následně se součet vyděĺı M , což ušetř́ı spoustu násobeńı.

Optimalizaćı lze ovšem odstranit i sč́ıtáńı všech vstupńıch vzork̊u. Všimněme
si, že když poč́ıtáme klouzavý pr̊uměr, tak většina vzork̊u aktuálně zahrnuta
do pr̊uměrováńı je stejná, jako při výpočtu minulého výstupńıho vzorku. Ve
skutečnosti se ”okno pr̊uměrováńı“ vždy posune o jeden vzorek dále. Tedy
všechny vzorky z̊ustanou stejné, jen jeden ubyde a jeden přibyde. Pokud si tedy
budeme pamatovat sumu vstupńıch vzork̊u v pr̊uměrovaném okně z minulého
výpočtu, stač́ı pouze jeden vzorek odeč́ıst, nový vzorek přič́ıst a źıskáme sumu
pro výpočet následuj́ıćıho vzorku. Když pomineme výpočet prvńıho vzorku,
tak výpočet každého daľśıho vzorku znamená jedno sč́ıtáńı, jedno odč́ıtáńı a
jedno děleńı.

Tento filtr je ovšem optimalizovaný na výkon v časové oblasti, nikoli frek-
venčńı. Proto pro využit́ı v manipulaci se zvukovými signály typicky neńı
př́ılǐs vhodný. Daľśım problémem je, že výše popsaná optimalizace může mı́t
problémy, pokud je implementována pomoćı č́ısel s plavoućı desetinnou čárkou.
Floating point výpočty totiž maj́ı při výpočtech nepřesnosti. Jinými slovy
nutně neplat́ı, že x + y − x = y. To znamená, že pokud je vzorek přidán
do celkové sumy a následně je později ze sumy zase odečten, může se stát,
že vlivem nepřesnost́ı v sumě, laicky řečeno ”trocha z toho vzorku z̊ustane“.
Pokud se tyto nepřesnosti začnou ve filtru kumulovat, projev́ı se to ve formě
artefakt̊u na výstupńım signálu. Např́ıklad ve formě tzv. ”DC offsetu“, neboli
t́ım, že bude k výstupńımu signálu přičtena nějaká konstanta. Tento jev se
nav́ıc může postupně zhoršovat. Pokud jsou ovšem použity pro výpočty celá
č́ısla, tak nejen, že jsou výpočty obecně rychleǰśı, ale k podobným problémem
s nepřesnostmi nedocháźı, protože aritmetika s celými č́ısly na nepřesnosti
netrṕı.

Mezi daľśı druhy filtr̊u patř́ı např. tzv. Windowed-sync filtry, nebo filtry
založené na algoritmu FFT, tedy rychlé Fourierově transformaci.

2.5.4 IIR filtry

V této části budu mluvit o filtrech, které maj́ı nekonečně dlouhou impulzńı
odezvu, konkrétně tzv. rekurzivńıch filtrech.[3, Str. 219]

Rekurzivńı filtry jsou v úplném základu založeny také na kovoluci. Každý
nový vzorek se ovšem neskládá pouze z váženého součtu jiných vstupńıch
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vzork̊u, ale i váženého součtu několika již spočtených výstupńıch vzork̊u. Tedy
pro spočteńı vzorku y[n] použijeme třeba následuj́ıćı výpočet:

y[n] = a0x[n] + a1x[n − 1] + a2x[n − 2] + . . . + b1y[n − 1] + b2y[n − 2] + . . .

Rekurzivńı filtr je tedy určen několika parametry a0, a1, a2. . . a několika
parametry b1, b2. . . Všimněme si, že zde neńı žádný parametr b0, protože to
by znamenalo, že se k výpočtu hodnoty y[n] použ́ıvá samotná hodnota y[n],
což je pochopitelně nesmysl.

Jak jsem již naznačil, tak pokud jsou všechny parametry b1, b2. . . rovny 0,
stanese z filtru obyčejný FIR filtr implementovaný konvolućı. Jinak má ovšem
typicky impulzńı odezvu v podobě součtu komplexńıch exponenciel. Jinými
slovy je to součet sinusoid, které s časem exponenciálně snižuj́ı (nebo zvyšuj́ı,
př́ıpadně maj́ı konstantńı) amplitudu.

Všimněme si, že rekurzivńı filtr je stejně výpočetně náročný, jako konvoluce
s impulzńı odezvou o délce pouhých ńızkých jednotek vzork̊u. Přesto se chová
jako filtr s mnohem deľśı impulzńı odezvou.

Teoreticky by tedy šlo ř́ıci, že IIR filtry mohou implementovat impulzńı
odezvy, které pomoćı FIR filtr̊u implementovat nelze. Ovšem pokud se im-
pulzńı odezva skládá ze součtu komplexńıch exponenciel, tak jsou tři možnosti.
Bud’ amplituda takovéto odezvy exponenciálně roste, z̊ustává konstantńı do
nekonečna, nebo exponenciálně klesá. Prvńı př́ıpad znamená nestabilńı filtr,
druhý př́ıpad v praxi kv̊uli nepřesnostem výpočt̊u stěž́ı nastane a těžko by
se pro něj hledalo praktické využit́ı. Ve třet́ım př́ıpadě amplituda impulzńı
odezvy dř́ıve nebo později klesne natolik, že se ztrat́ı v šumu zp̊usobeným
výpočetńımi nepřesnostmi, takže ji lze od určité doby zaokrouhlit na nulu,
a t́ım z ńı efektivně udělat konečnou impulzńı odezvu. Jinými slovy v praxi
je i ”nekonečná impulzńı odezva“ v jistém smyslu bud’ konečná, nebo nemá
praktické využit́ı. Ovšem implementace konvolućı by byla nesrovnatelně v́ıce
náročná.

Jak ovšem źıskat vhodné parametry a a b? Zde nám bude užitečná z-
transformace. Jak se dočteme v [3, 610], tak přenosová funkce takového filtru
má podobu

H[z] = a0 + a1z−1 + a2z−2 + a3z−3 + . . .

1 − b1z−1 − b2z−2 − b3z−3 − . . .

Přenos v této formě tedy koeficienty rekurzivńıho filtru př́ımo obsahuje.
Mějme ovšem na paměti, že zde neńı použita Laplaceova transformace a s-
doména, ale Z-transformace a z-doména. Typickým zp̊usobem, jak přenos v
této podobě źıskáme, je ten, že nadesignujeme filtr v podobě pozic pól̊u na
nul.

H[z] = (z − z1)(z − z2)(z − z3) . . .

(z − p1)(z − p2)(z − p3) . . .
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2.6. Numerické metody řešeńı diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

Z této formy poté pomoćı algebry lze převést přenos do formy výše, která v
sobě obsahuje př́ımo parametry rekurzivńıho filtru. Opačný postup je obt́ıžněǰśı,
protože vyžaduje faktorizaci polynomů, což je obecně obt́ıžný problém.

2.6 Numerické metody řešeńı diferenciálńıch
rovnic prvńıho řádu

Jedńım ze zp̊usob̊u, jak řešit diferenciálńı rovnice, je řešit je numericky. Tyto
metody představuj́ı pouze přibližné řešeńı, nikoli matematicky exaktńı řešeńı.
Lze je ovšem relativně snadno a předevš́ım rychle provádět na procesorech.
Metod numerického řešeńı je několik. Maj́ı r̊uznou přesnost, r̊uznou výpočetńı
náročnost, př́ıpadně daľśı vlastnosti. Je tedy vždy nutné naj́ıt nějaký vyho-
vuj́ıćı kompromis.

2.6.1 Eulerova metoda

Eulerova metoda je nejjednodušš́ı metodou numerického řešeńı diferenciálńıch
rovnic jedné proměnné. Snaž́ı se z funkčńı hodnoty a derivace v daném bodě
pomoćı lineárńı extrapolace odhadnout funkčńı hodnotu následuj́ıćıho bodu.

Konkrétně:

y(t + h) = y(t) + h · f(t, y(t))

Kde h je délka časového kroku, t je aktuálńı čas, f(t.y(t)) je derivace funkce
y v čase t při funkčńı hodnotě y(t). Tato metoda má tu nevýhodu, že bere
v potaz pouze prvńı derivaci v každém bodě, což zvyšuje jej́ı nepřesnost. Na
druhou stranu je velmi př́ımočará (doslova) a výpočetně nenáročná.

2.6.2 Metoda Runge-Kutta

Tato metoda vycháźı z Eulerovy metody, ovšem s t́ım rozd́ılem, že se snaž́ı
aplikovat určité korekce, které do jisté mı́ry napravuj́ı to, že v každém bodě
známe pouze prvńı derivaci funkce. Korekce jsou založeny na tom, že nevycháźı
pouze z derivace v jednom bodě, ale vycháźı z derivaćı ve v́ıce bodech.

Ve skutečnosti se nejedná o jednu konkrétńı metodu, ale o celou skupinu
metod, který maj́ı stejný základ. Já budu použ́ıvat obvyklou variantu pojme-
novanou RK4, která funguje následuj́ıćım zp̊usobem. [8]

Mějme funkci f , která nám vraćı derivaci y v čase t a za nějaké hodnoty
y.

dy

dt
= f(t, y)

y(t0) = y0

Potom každou následuj́ıćı hodnotu y s krokem velikosti h vypočteme následovně:

23



2. Analýza

yn+1 = yn + 1
6h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = f(tn, yn)

k2 = f(tn + h

2 , yn + k1
h

2 )

k3 = f(tn + h

2 , yn + k2
h

2 )

k4 = f(tn + h, yn + hk3)

Hodnoty k1 až k4 jsou derivacemi v r̊uzných bodech. Tyto body jsou časově
vzdálené h nebo h

2 , a hodnotu y odhaduj́ı pomoćı Eulerovy metody, ovšem
využ́ıvaj́ı r̊uzné hodnoty derivace.

k1 je tedy derivace v bodě, který byl źıskán obyčenou eulerovou metodou.
k2 již použ́ıvá polovičńı krok a pro lineárńı extrapolaci nepouž́ıvá derivaci v
bodě yn, ale hodnotu derivace v bodě źıskaným v předchoźım kroku, tedy
hodnotu k1. k3 použ́ıvá opět polovičńı krok a použ́ıvá derivaci k2. A konečně
k4 použ́ıvá celý krok a lineárně extrapoluje pomoćı k3.

Výsledek se spočte vlastně stejně, jako u Eulerovy metody. Pro extrapolaci
se ovšem nevyužije pouze derivace v bodě y, ovšem vážený pr̊uměr hodnot
k1,k2, k3 a k4.

Tato metoda poskytuje se stejnou velikost́ı krok̊u h přesněǰśı odhady,
ovšem oproti Eulerově metodě, kde každý krok znamená jeden výpočet funkce
f a jednu lineárńı extrapolaci, v př́ıpadě RK4 je potřeba pro každý krok
provést čtyři výpočty funkce f , čtyři lineárńı extrapolace a jeden vážený
pr̊uměr.

2.7 Hardware

2.8 A/D převodńıky

A/D převodńık je zař́ızeńı, které převád́ı analogovou úroveň napět́ı na di-
gitálńı hodnotu.[9] Mezi jejich základńı parametry patř́ı bitová hloubka, která
definuje rozlǐseńı každého jednotlivého naměřeného vzorku a maximálńı vzor-
kovaćı frekvenci. Často maj́ı v́ıce vstup̊u, ze kterých vyb́ıraj́ı analogovým mul-
tiplexorem. Dı́ky tomu mohou převádět v́ıce vstup̊u, na úkor vzorkovaćı frek-
venci.

Měřeńı jednoho vzorku nějaký čas trvá. Po dobu měřeńı vzorku se však
typicky vstup nesmı́ měnit, proto je součást́ı převodńıku tzv. ”sample and
hold“ obvod, který si analogově (např. nabit́ım kondenzátoru) ”zapamatuje“
aktuálńı hodnotu vstupu, a tu následně drž́ı konstantńı po celou dobu měřeńı.
Celý cyklus převodu se tedy skládá ze dvou část́ı. Nejdř́ıve si ”sample and
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2.9. D/A převodńıky

hold“ obvod muśı zapamatovat aktuálńı úroveň vstupu a následně proběhne
samotné měřeńı.

Převodńık má typicky schopnost vyvolat na konci měřeńı přerušeńı, takže
si výpočetńı jednotka může výsledek rovnou převźıt.

Pro převod je nutné znát nejmenš́ı a nejvyšš́ı napět́ı, mezi kterými se bude
napět́ı vstupu pohybovat. Tato dvě napět́ı určuj́ı, na jaká digitálńı č́ısla se
budou vstupńı napět́ı mapovat. Ř́ıkáme jim proto ”referenčńı napět́ı“ a jsou
daľśımi dvěma vstupy převodńıku. Máme-li např. převodńık s 10bit rozlǐseńım,
bude nižš́ı referenčńı napět́ı odpov́ıdat hodnotě 0, zat́ımco vyšš́ı referenčńı
napět́ı bude odpov́ıdat hodnotě 210 − 1.

Převodńık může s výpočetńı jednotkou komunikovat několika zp̊usoby.
Bud’ může být připojen pomoćı sběrnice (UART, I2C atd.), nebo může být
do výpočetńı jednotky př́ımo integrovaný a být ovládaný pomoćı speciálńıch
registr̊u. Některé modely mohou pomoćı DMA (direct memory access) př́ımo
ukládat naměřené hodnoty do paměti, odkud si je výpočetńı jednotka bude
brát ve větš́ıch dávkách.

Převodńıky mohou použ́ıvat vněǰśı nebo vnitřńı hodiny.

2.9 D/A převodńıky

D/A převodńık je opak A/D převodńıku. Převád́ı digitálńı hodnoty a ana-
logový výstup. Stejně jako u A/D převodńıku, mezi jeho základńı vlastnosti
patř́ı bitová hloubka a maximálńı vzorkovaćı frekvence. Jeho obsluha je však
typicky méně náročná než u A/D převodńık̊u.

Některé převodńıky obsahuj́ı FIFO frontu, do které lze vzorky vkládat.
Převodńık poté podle pravidelných hodin postupně hodnoty odeb́ırá a promı́tá
je na analogový výstup. Dı́ky tomu lze digitálńı signál pośılat na výstup hro-
madně v dávkách několika vzork̊u a o správné rozprostřeńı hodnot v čase se
už postará převodńık sám. Jiné převodńıky frontu mı́t nemuśı a tak je potřeba
nastavovat každou hodnotu zvlášt’.

25





Kapitola 3
Návrh a Realizace

3.1 Implementace

Zař́ızeńı lze implementovat několika r̊uznými zp̊usoby, ale základńı blokové
schéma bude vždy prakticky stejné.

Na obrázku je vyobrazen pouze jeden vstupńı kanál. Protože je ale re-
produktorová soustava stereofonńı, je potřeba mı́t vstupy dva a výstup̊u šest.
Toho můžeme teoreticky dosáhnout dvěma zp̊usoby. Bud’ bude každá repro-
bedna samostatný systém postavený tak, jak je naznačeno na obrázku, a
každá reprobedna tedy bude mı́t sv̊uj vlastńı rozbočovač. Nebo bude veškerá
výpočetńı technika jen v jedné reprobedně a t́ım pádem je potřeba, aby
filtr měl skutečně dva vstupy a šest výstup̊u. Dva vstupy lze zajistit dvěma
zp̊usoby. Bud’ zde budou skutečně dva D/A převodńıky, nebo pouze jeden s
dvojnásobnou vzorkovaćı frekvenćı, který bude multiplexorem přeṕınat mezi
jedńım a druhým kanálem.

Vzhledem k tomu, že pokud by veškeré filtrováńı prob́ıhalo v jedné z repro-
beden, musely by se do druhé bedny přivést všechny tři kanály každý zvlášt’.
To je samozřejmě možné, ale považuji to za poněkud nepraktické. Mnohem
praktičtěǰśı se mi zdá možnost, kdy je každá bedna samostatnou jednotkou.
Celý problém stereofonńı tř́ıpásmové soustavy tedy zjednoduš́ım na dvě in-

AD převodník

DA převodník

DA převodník

DA převodník

Řídící 
a výpočetní 

jednotka

IR

DATA
CTRL

Obrázek 3.1: Blokové schéma zař́ızeńı
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3. Návrh a Realizace

stance monofonńı tř́ıpásmové soustavy.
Jádrem celého systému bude ř́ıd́ıćı a výpočetńı jednotka. Může se jednat

o CPU, DSP čip, př́ıpadně třeba i FPGA, nebo dokonce ASIC.
A/D převodńık a D/A převodńıky mohou být součást́ı čipu ř́ıd́ıćı a výpočetńı

jednotky, nebo mohou být připojeny exterńı sběrnićı.
Jak jsem již zmı́nil dř́ıve, častým zp̊usobem, jak se s audio signálem pra-

cuje, je po skupinách vzork̊u. Obvykle se nezpracovává každý vzorek zvlášt’.
Znamená to totiž typicky zvýšenou režii, což snižuje efektivitu celého systému.
Je-li zpracováváno v́ıce vzork̊u zároveň, znamená to ovšem zvýšenou latenci.
V př́ıpadě reproduktorové výhybky je latence kriticky d̊uležitá. Zpracováváńı
zvuku po deľśıch úsećıch je obzvlášt’ výhodné, pokud výpočetńı jednotka
provád́ı i jiné činnosti. Zde je určitá režie prameńıćı z toho, že zař́ızeńı muśı
přeṕınat kontext. To zde ovšem neńı náš př́ıpad. Daľśım faktorem často bývá
to, když je mezi fyzickými převodńıky a kódem prováděj́ıćım výpočty v́ıce vrs-
tev, jako např. v př́ıpadě PC audio subsystém operačńıho systému. V našem
př́ıpadě ovšem na výpočetńı jednotce žádný jiný kód neběž́ı, tud́ıž je režie
značně minimalizovaná. Dı́ky tomu jsou hlavńı d̊uvody, proč se zvuk typicky
zpracovává po deľśıch úsećıch v př́ıpadě tohoto zař́ızeńı bud’ nevalidńı, nebo
minimalizované. Proto jsem se rozhodl, že bude zař́ızeńı zpracovávat každý
vzorek zvlášt’.

Komunikace s D/A převodńıkem je poměrně př́ımočará. Z ř́ıd́ıćı jednotky
do D/A převodńık̊u jsou pośılány spočtené výsledky a převodńık je převád́ı
na analogový výstup. Komunikace s A/D převodńıkem je již složitěǰśı. Ř́ıd́ıćı
jednotka do něj odešle instrukci k tomu, že má zač́ıt měřeńı. Po dokončeńı
měřeńı dostane od převodńıku přerušeńı. Ř́ıd́ıćı jednotka si v přerušeńı vy-
zvedne naměřenou hodnotu a poté přikáže převodńıku zač́ıt následuj́ıćı měřeńı.
V mezičase provede potřebné výpočty nad právě obdrženým vzorkem a vyfil-
trované vzorky pošle do výstupńıch D/A převodńık̊u. Následně se výpočetńı
jednotka usṕı do doby, než dostane daľśı přerušeńı od A/D převodńıku.

Je kriticky d̊uležité, aby výpočet digitálńıho filtru a následné odesláńı
výsledk̊u na výstupńı převodńıky proběhl rychleji, než je perioda vstupńıho
A/D převodńıku. V opačném př́ıpadě by přerušeńı od A/D převodńıku přǐslo
dř́ıv, než došlo k dokončeńı výpočtu předchoźıho vzorku, a celé zař́ızeńı by
tedy nest́ıhalo signál filtrovat. Takový př́ıpad by se musel řešit bud’ výkonněǰśı
výpočetńı jednotkou, nebo sńıžeńım vzorkovaćı frekvence. Prvńı řešeńı zvyšuje
cenu výsledného zař́ızeńı, druhé potenciálně snižuje kvalitu zvuku. Sńıžeńı
vzorkovaćı frekvence lze dosáhnout snadno např́ıklad tak, že měřeńı daľśıho
vzorku nezačneme okamžitě po obdržeńı posledńı hodnoty, ale nastartujeme
A/D převod až v pr̊uběhu výpočt̊u. Protože poč́ıtáme tři r̊uzné výstupńı hod-
noty a každou z nich poč́ıtáme zvlášt’, můžeme př́ıkaz k měřeńı daľśıho vzorku
umı́stit mezi prvńı a druhý, nebo druhý a třet́ı výpočet. V horš́ım př́ıpadě
můžeme př́ıkaz vtěsnat až někam doprostřed posledńıho výpočtu. V nejhorš́ım
př́ıpadě až úplně na konec.

Je nespornou výhodou, že nehledě na to, jakou hodnotu vzorek má, s ńım

28



3.1. Implementace

budou vždy prováděny stejné operace, které budou trvat vždy stejně dlouho.
Nemůže se stát, že by najednou zpracováváńı jednoho vzorku trvalo mno-
hem déle, než ostatńı. To může u takto jednoduchého zař́ızeńı zńıt jako sa-
mozřejmost, ale u jiných zař́ızeńı tuto záruku často mı́t nemuśıme, nebo ji
budeme vynucovat za cenu značných komplikaćı v návrhu takového zař́ızeńı.
Tato vlastnost je d̊uležitá, protože nám zaručuje, že pokud zař́ızeńı navrhneme
tak, aby výpočty st́ıhalo, máme jistotu, že je bude st́ıhat vždy. U systémů
reálného času, jako je tento, bohužel amortizovaná složitost algoritmů nestač́ı.
Mnohem d̊uležitěǰśı, než amortizovaná složitost, je totiž složitost maximálńı.
U všech tř́ı výpočetńıch metod, které uvažujeme, je však amortizovaná i ma-
ximálńı složitost totožná.

3.1.1 Nepravidelné vzorkováńı

Jakým zp̊usobem do výhybky implementovat nepravidelné vzorkováńı? Tuto
otázku lze rozdělit na dvě podotázky. Jak nepravidelné vzorkováńı implemen-
tovat v kontextu ř́ızeńı běhu celého zař́ızeńı, a jakým zp̊usobem jej zohlednit
v rámci samotného výpočtu.

Co se výpočtu týče, zálež́ı na tom, kterou výpočetńı metodu zvoĺıme.
U rekurzivńıho filtru řešeńı neńı úplně př́ımočaré. Je popsáno v tomto [10]
vědeckém článku.

U Eulerovy a Runge-Kutta metody je ovšem celá implementace mnohem
př́ımočařeǰśı. Jednou z konstant v těchto výpočtech je totiž tzv. delta, neboli
čas, který uběhl od posledńıho vzorku. Všechny ostatńı konstanty z̊ustávaj́ı
stejné nehledě na to, jak dlouhý tento čas byl. Stač́ı nám zde tedy tuto hodnotu
měnit pro každý výpočet podle toho, jaká prodleva zrovna nastala.

To nás přivád́ı k tomu, jak zajistit, aby vzorkováńı bylo nepravidelné, a jak
pro každý vzorek zjǐst’ovat časový údaj delta. Zde nám poněkud zjednodušuje
návrh to, že každý vzorek zpracováváme zvlášt’. Jediné, co je potřeba udělat,
je odložit čas, ve kterém se započne měřeńı následuj́ıćıho vstupńıho vzorku.
Toho dosáhneme pomoćı časovače, který je součást́ı spousty mikroprocesor̊u.
Časovač si lze představit jako takový ”bud́ık“, který lze nař́ıdit na určitý čas,
a který po uběhnut́ı tohoto času vyvolá přerušeńı.

Celý proces tedy bude vypadat tak, že jakmile přijde přerušeńı od vstupńıho
A/D převodńıku, výpočetńı jednotka si přečte naměřenou hodnotu, nastav́ı
časovač a začne výpočty. Někdy během výpočt̊u přijde přerušeńı od časovače.
V tomto přerušeńı výpočetńı jednotka zašle A/D převodńıku instrukci, že má
zač́ıt měřit následuj́ıćı vzorek, a poté bude pokračovat ve výpočtu. Nakonec
výsledky odešle do výstupńıch D/A převodńık̊u a usṕı se do doby, než opět
přijde přerušeńı od vstupńıho A/D převodńıku.

Všimněme si, že nyńı máme snadnou kontrolu nad vzorkovaćı periodou,
kterou můžeme snadno měnit t́ım, že změńıme čas, který budeme nastavovat v
časovači. K nepravidelnému vzorkováńı nám už chyb́ı jen nastavovat tuto dobu
na hodnotu źıskanou z generátoru pseudonáhodných č́ısel. Protože nestoj́ıme
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o kryptografickou úroveň generováńı pseudonáhodných č́ısel, postač́ı pro tento
účel bohatě lineárńı kongurentńı generátor.

Známe tedy zpožděńı, které jsme nastavili na časovači. Čas, který uběhne
mezi spuštěńı měřeńı v A/D převodńıku a přerušeńım ohlašuj́ıćım naměřený
výsledek známe z dokumentace tohoto převodńıku. Dobu strávenou v ob-
sluhách přerušeńı můžeme odvodit od délky tohoto kódu a taktovaćı frek-
vence výpočetńı jednotky. Př́ıpadně lze tyto hodnoty naměřit osciloskopem.
Prvńı prodlevu si tedy program určuje sám a zbylé dvě jsou konstantńı. Jejich
součtem źıskáme časový údaj delta, který použijeme ve výpočtech.

Rozmeźı, ve kterém se budou pohybovat hodnoty nastavené na časovači,
je daľśım z podstatných parametr̊u, který ovlivňuje zvukovou kvalitu. Př́ılǐs
ńızké hodnoty by nemusely mı́t požadovaný efekt potlačeńı aliasingu. Č́ım
jsou ovšem hodnoty vyšš́ı, t́ım v́ıce se degraduje vzorkovaćı frekvence.

3.1.2 Výpočet

At’ už bude mı́t výpočetńı jednotka jakoukoli formu, bude provádět výpočty,
kterými bude převádět jeden vstupńı signál na tři r̊uzné výstupńı signály.
Každý výsledkem filtrováńı skrz jiný filtr. Výpočet těchto tř́ı signál̊u bude
prakticky totožný, pouze přenosové funkce filtr̊u se od sebe budou lǐsit.

Na úplném počátku tedy budou tři přenosové funkce. Jedna pro každý
výstup. Jej́ı přesná podoba bude odvozena od specifikaćı konkrétńıch repro-
duk̊u v soustavě. Pokud budeme výpočet provádět jako rekurzivńı filtr, potřebujeme
přenosovou funkci v z-doméně. Pokud budeme poč́ıtat diferenciálńı rovnice za
pomoćı Eulerovy nebo Runge-Kutta metody, potřebujeme přenosovou funkci
v s-doméně. Pro př́ıpadný převod mezi těmito dvěma doménami použijeme
Bilineárńı transformaci.

Pro rekurzivńı filtr odvod́ıme konstanty př́ımo z přenosové funkce v z-
doméně, jak jsem již popsal dř́ıve. Pro Eulerovu a Runge-Kutta metodu muśıme
nejdř́ıve převést přenosovou funkci v s-doméně na diferenciálńı rovnici. Tu poté
pomoćı metody postupné integrace převedeme do požadované formy, kterou
lze již př́ımo použ́ıt v těchto metodách. Oba tyto postupy jsem popsal dř́ıve.

Převod přenos̊u filtr̊u druhého řádu na soustavu obyčejných diferenciálńıch
rovnic prvńıho řádu jsem si pomoćı metody postupné integrace předpoč́ıtal
obecně. Přenos ve tvaru

A + Bs + Cs2

D + Es + Fs2

odpov́ıdá soustavě

y = Cx + w2
F

w′
2 = Bx − Ey + w1

w′
1 = Ax − Dy
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Nyńı již známe všechno, co je nutné pro to, abychom mohli vložit požadovanou
výpočetńı metodu do ř́ıd́ıćıho software.

3.2 Srovnáńı metod

3.3 Srovnáńı výpočetńıch metod

3.3.1 Výpočetńı náročnost

V této kapitole budu porovnávat výpočetńı náročnost jednotlivých metod.
Uvažuji zde implementaci filtru druhého řádu. Rekurzivńı filtry vyšš́ıch řád̊u
bývaj́ı často nestabilńı a je lepš́ı takový filtr složit jako kaskádu filtr̊u ma-
ximálně druhého řádu. [3, str. 339]

3.3.1.1 Rekurzivńı filtr

Rekurzivńı filtry jsou výpočetně zdaleka nejrychleǰśı. Rekurzivńı filtr druhého
řádu provád́ı následuj́ıćı výpočet:

y[n] = a0 · x[n] + a1 · x[n − 1] + a2 · x[n − 2] + b1 · y[n − 1] + b2 · y[n − 2]

Pro výpočet jednoho vzorku je tedy potřeba 5 násobeńı a 4 sč́ıtáńı. K tomu lze
ještě připoč́ıst 5 přesun̊u historických záznamů x[n−1], x[n−2], y[n−1], y[n−2]
mezi registry.

Alternativně některé architektury (obzvlášt’ DSP procesory) podporuj́ı tzv.

”Multiply accumulate“ instrukci, někdy také zvanou ”Multiply and add“,
která provede násobeńı dvou hodnot a výsledek přičte do daľśıho registru.
Rekurzivńı filtr druhého řádu lze tedy implementovat pouhými 5 instrukcemi
Multiply Accumulate. V př́ıpadě některých přenos̊u mohou být některé kon-
stanty rekurzivńıho filtru nulové, takže to může být dokonce méně.

3.3.1.2 Eulerova metoda

Eulerova metoda nejdř́ıv spočte hodnoty derivaćı jednotlivých stavových proměnných
a poté stavové proměnné lineárně extrapoluje. V každém kroku tedy potřebujeme
spoč́ıst hodnoty derivaćı stavových proměnných:

w′
2 = Bx − Ey + w1

w′
1 = Ax − Dy

Zde je 5 násobeńı a 3 sč́ıtáńı. Nebo 5 instrukćı Multiply accumulate.
Následně je každá z takto spočtených derivaćı vynásobena časem, který uběhl
od posledńıho vzorku, tedy hodnotou delta. To jsou dvě násobeńı. Dále je
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potřeba přič́ıst k aktuálńım hodnotám w1 a w2, což jsou dvě sč́ıtáńı. Nakonec
je potřeba spoč́ıst výstupńı hodnotu:

y = Cx + w2
F

Což jsou (pokud děleńı F změńıme na násobeńı inverzńı hodnotou) dvě násobeńı
a jedno sč́ıtáńı. Př́ıpadně jedno násobeńı a jednu instrukci Multiply accumu-
late.

Dohromady je tedy na spočteńı jednoho vzorku 9 násobeńı a 6 sč́ıtáńı. To
je téměř dvojnásobný počet násobeńı oproti rekurzivńımu filtru.

3.3.1.3 Runge Kutta

Když se pod́ıváme na tuto metodu, zjist́ıme, že se v ńı skrývaj́ı dohromady
čtyři výpočty Eulerovou metodou. K tomu se zde poč́ıtaj́ı dva vážené pr̊uměry,
každý se poč́ıtá ze čtyř hodnot, což znamená 6 násobeńı a 6 sč́ıtáńı. Dohro-
mady dostáváme 42 násobeńı a 30 sč́ıtáńı. To je daleko v́ıce než u rekurzivńıho
filtru - v́ıce než 8x větš́ı počet násobeńı a v́ıce než 7x větš́ı počet sč́ıtáńı. Oproti
Eulerově mětodě je tato metoda v́ıce než 4x pomaleǰśı. Nav́ıc tato metoda
pracuje při výpočtu s v́ıce hodnotami, takže se při výpočtu bude muset v́ıce
hodnot ukládat dočasně z registr̊u do operačńı paměti, což celý výpočet ještě
zpomaĺı. Je tedy možné, že rychlostńı rozd́ıl mezi touto metodou a rekurzivńım
filtrem bude ještě vyšš́ı.

3.3.2 Přesnost výsledk̊u

V této části se budu snažit porovnat výsledky, které jednotlivé výpočetńı me-
tody produkuj́ı. V jazyce C++ jsem všechny tři algoritmy naimplementoval.
Za použit́ı postup̊u popsaných dř́ıve jsem převedl přenosovou funkci filtru na
hodnoty konfiguračńıch parametr̊u. Poté jsem změřil frekvenčńı odezvu.

Frekvenčńı odezvu jsem měřil dvěma zp̊usoby. Prvńı zp̊usob do filtru pośılal
sinusoidy o r̊uzných frekvenćıch a měřil amplitudu výsledného signálu. Druhá
metoda poslala do filtru jednotkový impulz a nad takto źıskanou impulzńı ode-
zvou provedla algoritmus Fast Fourier Transform. Obě metody dávaj́ı prak-
ticky totožné výsledky. Jako směrodatné ale budu brát výsledky z Fourierovy
transformace. Pro několik frekvenćı jsem si z přenosové funkce spočetl, jaký
útlum by daný filtr měl správně mı́t. Tyto hodnoty poté poměřuji s reálnou
frekvenčńı odezvou, kterou jsem u filtr̊u naměřil.

Každý filtr zkouš́ım na vzorkovaćıch frekvenćıch 44.1kHz, 96kHz a 192kHz.
Dále tyto výpočty testuji s jednoduchou i dvojitou přesnost́ı č́ısel s pohyblivou
čárkou. Zde v textu uvedu pouze grafy. Přesné hodnoty jsou ovšem v př́ıloze
této práce. Stejně jako C++ implementace, pomoćı které byly poř́ızeny.

Prvńı filtr má následuj́ıćı přenosovou funkci:
1

(0.00031831p + 1)2
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Z této přenosové funkce jsem odvodil následuj́ıćı konstanty do soustavy di-
ferenciálńıch rovnic: A = 1.0, B = 0.0, C = 0.0, D = 1.0, E = 0.00063662, F =
1.01321 · 10−7

Pro rekurzivńı filtr jsem odvodil následuj́ıćı konstanty: Pro vzorkovaćı frek-
venci 44.1kHz a0 = 1.0, a1 = 0.03439399999999997, a2 = 0.03439399999999997,
b1 = 0.931212, b2 = 0.0,

Pro 96kHz a0 = 0.016098999999999974,a1 = 0.016098999999999974, a2 =
0.0,,b1 = 0.967802,b2 = 0.0,

Pro 192kHz a0 = 0.00811499999999998, a1 = 0.00811499999999998, a2 =
0.0, b1 = 0.98377, b2 = 0.0,

Druhý rekurzivńı filtr má následuj́ıćı přenosovou funkci:

0.0253303p2

(0.159155p + 4175.)2

Z této přenosové funkce jsem odvodil následuj́ıćı konstanty do soustavy
diferenciálńıch rovnic: A = 0.0, B = 0.0, C = 0.0253303, D = 1.74306·107, E =
1328.94, F = 0.0253303

Pro rekurzivńı filtr jsem odvodil následuj́ıćı konstanty: Pro vzorkovaćı frek-
venci 44.1kHz a0 = 0.770761820868862, a1 = −0.770761820868862, a2 = 0.0),
b1 = 0.541523, b2 = 0.0,

Pro 96kHz a0 = 0.8797965772902191,a1 = −0.8797965772902191, a2 =
0.0,,b1 = 0.759593,b2 = 0.0,

Pro 192kHz a0 = 0.9360550205581661, a1 = −0.9360550205581661, a2 =
0.0, b1 = 0.87211, b2 = 0.0,

Hodnotu frekvenčńı odezvy jsem si v několika bodech nechal vypsat a
porovnal tyto hodnoty mezi sebou. Dále je v tomto grafu vynesena referenčńı
hodnota, kterou jsem spoč́ıtal z přenosové funkce. V druhém a třet́ım grafu
jsou vidět odchylky od referenčńıch hodnot. V př́ıloze lze nalézt celé pr̊uběhy
frekvenčńı odezvy, které vytvář́ı moje C++ implementace.

Z graf̊u je zřejmé, že se rekurzivńı filtr odchyluje nejv́ıce. Tato odchylka se
zdá být prakticky konstantńı a nezávislá na vzorkovaćı frekvenci. Oproti tomu
Eulerova a Runge Kutta metoda s vyšš́ımi vzorkovaćımi frekvencemi zlepšuj́ı.
V př́ılohách jsou k dispozici i výsledky výpočt̊u s jednoduchou přesnost́ı.
Výsledky se ovšem př́ılǐs nelǐśı a tak je zde neuvád́ım.
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Obrázek 3.2: Srovnáńı prvńıho filtru, 44.1kHz

Obrázek 3.3: Odchylka od reference prvńıho filtru, 44.1kHz
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Obrázek 3.4: Odchylka od reference prvńıho filtru Eulera a Runge Kutta,
44.1kHz

Obrázek 3.5: Srovnáńı prvńıho filtru, 96kHz
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Obrázek 3.6: Odchylka od reference prvńıho filtru, 96kHz

Obrázek 3.7: Odchylka od reference prvńıho filtru Eulera a Runge Kutta,
96kHz
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Obrázek 3.8: Srovnáńı prvńıho filtru, 192kHz

Obrázek 3.9: Odchylka od reference prvńıho filtru, 192kHz
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Obrázek 3.10: Odchylka od reference prvńıho filtru Eulera a Runge Kutta,
192kHz

Obrázek 3.11: Srovnáńı druhého filtru, 44.1kHz
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Obrázek 3.12: Odchylka od reference druhého filtru, 44.1kHz

Obrázek 3.13: Odchylka od reference druhého filtru Eulera a Runge Kutta,
44.1kHz
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Obrázek 3.14: Srovnáńı druhého filtru, 96kHz

Obrázek 3.15: Odchylka od reference druhého filtru, 96kHz
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Obrázek 3.16: Odchylka od reference druhého filtru Eulera a Runge Kutta,
96kHz

Obrázek 3.17: Srovnáńı druhého filtru, 192kHz
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Obrázek 3.18: Odchylka od reference druhého filtru, 192kHz

Obrázek 3.19: Odchylka od reference druhého filtru Eulera a Runge Kutta,
192kHz
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Závěr

V této práci jsem prozkoumal a popsal základńı teorii lineárńıch systémů,
popsal jsem Laplaceovu transformaci a přenosovou funkci. Dále jsem popsal,
jak z přenosové funkce vytvořit soustavu diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu a
popsal metody, jak tyto rovnice numericky řešit. Vysvětlil jsem fungováńı filtr̊u
a popsal jejich základńı charakteristiky a zp̊usoby implementace. Vysvětlil
jsem, jak souviśı Laplaceova transformace s Z-transformaćı a uvedl jsem, jak
s jej́ı pomoćı lze odvodit parametry pro rekurzivńı filtr. Navrhl jsem podobu
celého zař́ızeńı a popsal jeho komponenty. Nakonec jsem srovnal rekurzivńı
filtr s numerickým poč́ıtáńım diferenciálńıch rovnic pomoćı Eulerovy metody
a podle metody Runge Kutta. Porovnal jsem jak výpočetńı náročnost, tak
přesnost výsledk̊u těchto metod.

Zjistil jsem, že metoda Runge Kutta je nejpřesněǰśı. Eulerova metoda je
zhruba o řád méně přesná. Rekurzivńı filtr je poté o daľśı řád méně přesný.
Runge Kutta a Eulerova metoda má nav́ıc tendenci se zpřesňovat, zvyšuje-
li se vzorkovaćı frekvence. Tento efekt se ovšem zdá se od určité frekvence
může naopak otáčet zpět. Rekurzivńı filtr se ovšem zdá mı́t nepřesnosti téměř
konstantńı nehledě na vzorkovaćı frekvenci.

Eulerova metoda je ovšem zhruba dvakrát pomaleǰśı, než rekurzivńı filtr.
Dále Runge Kutta bude v́ıce, než osmkrát pomaleǰśı, než rekurzivńı filtr. Zdá
se tedy, že by Eulerova metoda mohla být vhodným kompromisem pro ta-
kovéto zař́ızeńı.

Celé zař́ızeńı je navrženo tak, že může podporovat nepravidelné vzorkováńı
jako prevenci proti aliasingu. Osobně si ovšem mysĺım, že je lepš́ı zajistit do-
statečně vysokou vzorkovaćı frekvenci na to, aby frekvence zp̊usobuj́ıćı aliasing
byly daleko za hranićı slyšitelnosti. O jejich odfiltrováńı už by se poté posta-
ral jednoduchý analogový filtr zařazený ped vstup do zař́ızeńı. Protože by
ovlivňoval pouze frekvence daleko za hranićı slyšitelnosti, byly by nároky na
jeho přesnost jen velmi malé.
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Př́ıloha A
Obsah p̌riloženého CD

readme.txt .................................. stručný popis obsahu CD
siglab....................adresář se spustitelnou formou implementace

Makefile.........Makefile, pomoćı kterého lze implementaci přeložit
prenosyDruhyRad..........soubor s přenosy použitými v praktické části
PrepocetPrenosoveFunkce.nb Mathematica notebook použitý k výpočtu
konstant z přenosové funkce
VysledkyFiltru.ods..............Komplent́ı výsledky měřeńı přesnosti
text............................zdrojová forma práce ve formátu LATEX
thesis.pdf................................ text práce ve formátu PDF
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