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Abstrakt

Tato prace se zabyva algebraickou
teorii grafii: studiem teorie grafi me-
todami linearni algebry. Konkrétné je
formulovana a dokazana Tutteova véta
o kresleni grafii. Soucasti prace je i
implementace programu ilustrujictho
vysledné nakresleni zadaného grafu.

Kli€ova slova: Teorie grafti, linedrni
algebra, algebraickd teorie grafi, Tutte-
ova véta, OpenGL.

/ Abstract

Vi

This thesis is concerned with alge-
braic graph theory, the study of graph
theory with the use of linear algebraic
methods. More concretely, we give a
proof of Tutte’s embedding theorem.
As a part of the thesis we implement
a graph drawing program based on the
presented theory.

Keywords: Graph theory, linear alge-
bra, algebraic graph theory, Tutte’s the-
orem, OpenGL.

Title translation: Graph drawing us-
ing algebraic graph theory



/ Obsah

Vii

1 Uvod 1
2 Grafy a jejich maticové re-
prezentace 2
2.1 Grafy . . ... ... 2
2.2 Symetrické matice . . . .. . .. 4
2.3 Matice sousednosti . . . . . . .. 5
2.4 Matice sousedi/stupna . . . . . . 6
2.5 Matice incidence . . . . .. . .. 6
2.6 Laplaceova matice . . . .. . .. 8
3 Geometricka reprezentace grafii10
3.1 Reprezentace grafa . . . . . . . 10
3.2 Malovani grafd . .. ... ... 12
3.3 Tutteova véta o kresleni grafu . 18
4 Implementace 22
4.1 Python skript . . . . . . . . .. 22
4.2 OpenGL projekt . . . . .. .. 22
4.3 Vysledky . . . ... ... ... 23
5 Zavér 27
Literatura 28
A Obsah elektronické prilohy 29



2.1 Notac¢ni konvence

Tabulky / Obrazky

viii

1.1
2.1
2.2
2.3
3.1
3.2

3.1
3.2
3.3

3.4

35

3.1
4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

Tematicky meme na odlehceni...1
Priklad grafu X .................. 2
Ptiklad orientovaného grafu X ..3
Ptiklad ohodnoceného grafu X ..4
Priklad reprezentace grafu X .. 10
Priklad reprezentace ohod-

noceného grafu X .............. 11
Priklad centroidu o ............ 12
Priklad, kdy = je centroidem .. 14
Priklad, kdy = neni centroi-

dem ... 14
Vypocitand poloha vrcholu x
tak, aby byl centroidem........ 16

Vypocitand poloha vrcholu x
tak, aby vrchol 2 byl centroi-

dem ... 16
Znézornéni Véty 3.3.7.......... 19
Zobrazeni 1 grafu 1 ............ 23
Zobrazeni 2 grafu 1 ............ 24
Zobrazeni 1 grafu 2 ............ 24
Zobrazeni 2 grafu 2 ............ 25
Zobrazeni 1 grafu 3 ............ 25
Zobrazeni 2 grafu 3 ............ 26
Zobrazeni 3 grafu 3 ............ 26



Kapitola 1
Uvod

Algebraicka teorie grafi je odvétvi matematiky studujici grafy a jejich vlastnosti me-
todami nejen linearni algebry.

Jednim ze zajimavych problému teorie grafi jsou geometrické reprezentace grafi, tj.
vnofrovani abstraktnich grafii do eukleidovskych prostori. Specidlné se studuje rovinné
kresleni grafti s nekiizicimi se hranami a s barycentrickou relativnosti, které popisuje
Tutteova véta o kresleni grafii. Na tuto vétu lze nahlizet studiem algebraickych vlast-
nosti Laplaceovy matice daného grafu.

V této praci se chceme zabyvat ptripravou podkladu a nasledné formulovat a dokazat
Tutteovu vétu o kresleni grafii. Matematické vysledky v tomto textu nejsou pivodni,
jednd se o kompilaci vybrané literatury, viz [1-7]. Soucasti prace je i implementace pro-
gramu ilustrujiciho vysledné nakresleni zadaného grafu. Cela implementace je ptivodni,
vytvorena vlastni rukou autora této prace.
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Obrazek 1.1. Tematicky meme na odlehceni



Kapitola 2
Grafy a jejich maticové reprezentace

V nasledujici kapitole si pripomeneme nékteré definice z teorie grafli a z linedrni algebry,
ukazeme si, jak reprezentovat grafy pomoci matic a dokdzeme si vztahy mezi témito
maticemi.

I 2.1 Grafy

Definice 2.1.1. Necht V je neprazdna konecnd mnozina, jejiz prvky nazyvame vrcholy,
a F je koneéna mnozina dvouprvkovych podmnozin mnoziny V, jejiz prvky nazyvame
hrany, pak dvojici (V, E') nazyvame (neorientovany) graf X a zna¢ime X = (V| E).

Pozndmka. Tato definice zajistuje, aby kazdé dva vrcholy byly spojeny nejvyse jednou
hranou, a zaroven nedovoluje, aby existovala hrana, kterd spojuje ten samy vrchol.

Pfiklad 2.1.2. Piikladem grafu je dvojice X = (V, E) s vrcholy V = {1,2,3,4,5,6} a
s hranami F = {{1,2},{2,3},{3,4},{3,5}}.

Obrazek 2.1. Priklad grafu X

Definice 2.1.3. Necht V je neprazdna kone¢na mnozina, jejiz prvky nazyvame vrcholy,
a F je konetnd mnozina usporddanych dvojic prvkd z mnoziny V| jejiz prvky nazy-
vame orientované hrany, pak dvojici (V, E) nazyvame orientovany graf X a znacime
X=(V,E).

Piiklad 2.1.4. Prikladem orientovaného grafu je dvojice X = (V,E) s vrcholy
V ={1,2,3,4,5,6} a s hranami F = {(1,2),(2,3),(3,4),(3,5)}.



Obrazek 2.2. Priklad orientovaného grafu X

Definice 2.1.5. Necht X = (V,FE) je orientovany graf, pro ktery plati, ze mezi ja-
kymikoliv dvéma vrcholy existuje maximalné jedna hrana, pak tento graf nazyvame
prosty.

Definice 2.1.6. Necht X = (V, E) je orientovany graf, pak kazdou hranu e = (u,u),
kde u € V, nazyvame smycka.

Definice 2.1.7. Necht X = (V, F) je orientovany graf, pro ktery plati, Ze nemé hranu,
kterda by byla smycka, pak tento graf nazyvime bez smycek.

Pozndmka. Vsechny orientované grafy, které budeme uvazovat v nasledujicim textu,
budeme povazovat za prosté a bez smycek.

Definice 2.1.8. Necht X = (V, FE) je graf a v je vrchol z mnoziny V, pak pocet hran,
které obsahuji vrchol v, nazyvame stupern vrcholu v a zna¢ime deg(v).

Pfiklad 2.1.9. Pro graf X z Piikladu 2.1.2 jsou stupné jeho vrcholi nasledujict:

deg(l) =1, deg(2) =2, deg(3) =3, deg(4) =1, deg(5) =1, deg(6) = 0.

Definice 2.1.10. Necht X = (V, E) je graf, pak orientace o grafu X je orientovany graf
X7 = (V,E?), kdy kazdé hrané grafu X priradime libovolnou orientaci.

Pfiklad 2.1.11. Orientovany graf z Piikladu 2.1.4 je moznou orientaci grafu z Pii-
kladu 2.1.2.

Definice 2.1.12. Necht X = (V,E) je orientovany graf, pak graf X' = (V,E’),
ktery vznikne z grafu X odstranénim orientace vSech jeho hran, nazyvame symetri-
zace grafu X.

Priklad 2.1.13. Graf z Prikladu 2.1.2 je symetrizaci orientovaného grafu z Pri-
kladu 2.1.4.

Definice 2.1.14. Necht X = (V, E) je graf, pak graf X¥ = (V, F,w), ktery vznikne
z grafu X ohodnocenim kazdé jeho hrany libovolnym ¢éislem (w: E — R), nazyvame
ohodnoceny graf X“ a zobrazeni w nazyvame ohodnoceni hran grafu X.



Pfiklad 2.1.15. Pro graf X z Piikladu 2.1.2 mtize byt ohodnoceni jeho hran nésledujici:

w{1,2}) =1, w({2,3}) = 3, w({3,4}) = 5, w({3,5}) = 2.

Obrazek 2.3. Priiklad ohodnoceného grafu X

I 2.2 Symetrické matice
Definice 2.2.1. Matici A € R"*"™, pro kterou plati:
A= AT,
nazyvame symetrickd matice.
Pfiklad 2.2.2. Prikladem symetrické matice muze byt napiiklad matice A:
(3 9= (23)

Naopak matice B je prikladem nesymetrické matice:

103\ e (15
B_<5 0)’3 _<3 0)‘

Véta 2.2.3. Necht A € R™™ je symetrickd matice, pak jsou vsechna jeji vlastni c¢isla
redlnd.

Diikaz. Oznac¢me A jako vlastni ¢islo matice A nalezici vlastnimu vektoru u (Au = Au),
vlastni vektor nemtze byt nulovy, A je redlnéd a symetricka.

Rovnici
A = Au
komplexné sdruzime: o
Au = Au
= Au.

7 predchozi rovnosti ndm vyplyva, ze pokud je A vlastnim c¢islem matice A nélezici
vlastnimu vektoru u, pak i A je vlastnim ¢islem matice A nélezicim vlastnimu vektoru
Uu.



Nésledné si vyjadiime u’u, kde j-t§ prvek vektoru u vyjadifme jako soucet jeho
realné a imaginarni ¢asti, podobné si vyjadiime i prvky vektoru u:

n

wu =Y (a;—bji)(a; + byi)

=1
n

_ 2 12

= g aj —i—bj.
=1

ProtoZe u a % nemohou byt nulové, pak vyraz u’u je nutné kladny.
Nakonec si upravime vyraz \u’u:

Nalu =a"\u
=ulAu
=ulATu
= (Au)Tu
— (Au)"u
= () u
= \ulu.

Jelikoz je vyraz u'u kladny, plati A = X, z ¢ehoz vyplyva \ € R. [ |

I 2.3 Matice sousednosti

Pozndmka. Nyni si zavedeme notacéni konvenci: prvky vektoru a fadky /sloupce matic,
v pripadech kdy to dava smysl, budeme indexovat vrcholy/hranami grafu nésledovné:

notace vysvétleni

j-ty prvek vektoru u

u-ty radek matice A

v-ty sloupec matice A

prvek matice A na u-tém radku a ve v-tém sloupci

Tabulka 2.1. Notac¢ni konvence

Definice 2.3.1. Necht X = (V, F) je graf, pak symetrickou matici A € R™*", kde n je
pocet vrchola grafu X a pro kterou plati:

_ {1 kdyz Je € E, e = {u, v},
L0 jinak,

uv

nazyvame matice sousednosti grafu X.

Pfiklad 2.3.2. Pro graf X z Piikladu 2.1.2 je jeho matice sousednosti

010 0 0O
101 000
01 0110
A_001000
001 0 0O
0 00 0 0O



2. Grafy a jejich maticové reprezentace

I 2.4 Matice sousedii/stupiiii

Definice 2.4.1. Necht X = (V, E) je graf, pak diagonalni matici A € R™*", kde n je
pocet vrchola grafu X a pro kterou plati:

Ay, = deg(u), Vu e V,
nazyvame matice sousedi/stupni grafu X.

Pfiiklad 2.4.2. Pro graf X z Prikladu 2.1.2 je jeho matice sousedu/stupnu

OO OO o
OO OO N O
O O O W o
OO = O OO
O O O O O
OO OO oo

I 2.5 Matice incidence

Definice 2.5.1. Necht X = (V, E) je orientovany prosty graf, pak matici B € R™*™,
kde n je pocet vrcholu grafu X, m je pocet hran grafu X a pro kterou plati:

b =

ue

1 pokud Je € E, e = (v,u),

{ —1 kdyz Je € E, e = (u,v),
0  jinak,

nazyvame matice incidence grafu X.

Pfiklad 2.5.2. Pro orientovany graf X z Prikladu 2.1.4 je jeho matice incidence

-1 0 0 0
1 -1 0 0
0 1 -1 -1
B= 0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

Véta 2.5.3. Necht B je matice incidence orientovaného grafu X = (V,E) a X' = (V,E’)
je jeho symetrizace, pak plati:
BBT = A — A,

kde A je matice sousednosti grafu X' a A je matice sousedi/stuprii grafu X’.

Diikaz. Oznacme E, jako mnozinu vSech hran e € E, které obsahuji vrchol u, b,
jako u-ty sloupec matice BT a @ jako matici BBT. V&imnéme si, ze plati nasledujici
rovnosti:

bl = ot

*U?

6



|E,| = deg(u).

Nasledné si vyjadiime diagondlu matice @, u-ty prvek diagondly bude roven skaldrnimu
soucinu

b,bL,,
tedy:
=b,bl.

Tento vyraz je roven sumé kvadratt prvka u-tého radku matice B. e-ty prvek u-tého
radku matice B je roven —1, nebo 1, pokud jeho odpovidajici hrana e obsahuje vrchol
u, v obou téchto ptripadech je jejich kvadrat roven 1, pokud hrana e neobsahuje vrchol
u, pak je prvek i jeho kvadrat roven 0, tedy suma kvadrati prvka u-tého radku matice
B nam dé pocet hran, které obsahuji vrchol u:

QUU = Z b’lQLE
eck,
= |E,]

= deg(u).

Pro u # v bude prvek g, matice @ roven skaldrnimu soucinu u-tého radku matice B
s transpozici v-tého Ffadku matice B, coz je rovno sumé nasobkd e-tého prvku u-tého
radku matice B s e-tym prvkem v-tého radku matice B:

quv = bubiv
=byby

= Z bue bve )

eckE

e-ty prvek u-tého raddku matice B je roven —1, nebo 1, pokud jeho odpovidajici hrana
e obsahuje vrchol u, pokud hrana e neobsahuje vrchol u, pak je prvek roven 0, obdobné
to plati pro e-ty prvek v-tého rddku matice B, tedy pokud hrana e obsahuje vrchol u i
vrchol v, pak vyraz b, b, je roven —1 x 1 = 1 x —1 = —1 (nezélezi na orientaci hrany),
pokud hrana e neobsahuje alespon jeden z vrcholi u a v, tak je vyraz roven 0. Jelikoz
mezi dvéma vrcholy mize byt pouze jedna hrana (jedné se o prosty graf), pak vyraz
Zee 12 buebye mize nabyvat pouze dvou hodnot:

quv = Z buebve

eclk
_{—1 kdyz Je € E, e = (u,v) Ve = (v,u),
L0 jinak.

Podminka pro hodnotu —1 se dé prepsat nasledujicim zptisobem:
de€ E, e = (u,v) Ve=(v,u) < Je’ € £, ¢ = {u,v},
kde X’ = (V, E’) je symetrizace grafu X. Kdyz podminku nahradime, dostaneme:

B {—1 kdyz Je’ € E’, ' = {u,v},
o =0 jinak.
Coz odpovidé definici zaporné matice sousednosti grafu X’ a jelikoz u matice sou-

sednosti nezdlezi na orientaci hran, pak to zaroven odpovida definici zdporné matice
sousednosti grafu X.



Prvky na diagondle matice @) se rovnaji prvkam diagondlni matice A, zbylé prvky
matice ) se rovnaji prvkim matice —A a jelikoz ma matice —A na diagondle samé
nuly, tak plati rovnost:

Q = BBT
=A— A

Pfiklad 2.5.4. Pro orientovany graf X z Ptikladu 2.1.4 plati:

1 -1 0 0 0 O
-1 2 -1 0 0 0
o -1 3 -1 -1 0

T A _ A—
BB =A-A= 0O 0 -1 1 0 0
0o 0 -1 0 1 0
o o o0 0 0 0

I 2.6 Laplaceova matice

Definice 2.6.1. Necht X = (V, E) je graf, o je jakékoliv jeho orientace a B je matice
incidence grafu X7, pak matici @ € R™*™, kde n je pocet vrcholi grafu X a pro kterou
plati:

Q = BB”,

nazyvame Laplaceova matice grafu X.

Pozndamka. 7 Véty 2.5.3 vyplyva, ze Laplaceova matice nezavisi na orientaci o grafu
X, jelikoz matice sousednosti a matice sousedii/stupni nezavisi na orientaci grafu X a
tudiz je jeho Laplaceova matice jednoznaéné dana.

Pfiklad 2.6.2. Pro graf X z Prikladu 2.1.2 je jeho Laplaceova matice

1 -1 0 0 0 O

-1 2 -1 0 0 O
o -1 3 -1 -1 0
@= 0 0o -1 1 0 O
0 0 -1 0 1 0
0 0 0 0 0 O

Véta2.6.3. Necht X = (V, E) je graf a Q je jeho Laplaceova matice, potom pro jakykoliv
vektor x € R™, kde n je pocet vrcholi z mnoziny V, plati:

2TQu = Z (, — )2

(u,v)€EE

Diikaz. Prvné si vyjadiime vyraz z7Qux:

2TQx = 2"BBTx

= (BT2)T(BTx).

8



Oznaéme (BTx), jako e-ty prvek matice BTz, protoZe u-ty prvek e-tého fddku matice

BT je roven —1, nebo 1, pokud jeho odpovidajici hrana e obsahuje vrchol u, pokud
hrana e neobsahuje vrchol u, pak je prvek roven 0, obdobné to plati pro v-ty prvek
e-tého Ffadku matice BT, tedy (BTz), je rovno:

i('ru - xv)7
kde znaménko zalezi na orientaci hrany e. Nasledné si vyjadifme vyraz (BTz)T(BTx):

2TQx = (BTx)T(BTx)

-3 (Bt

ecE

= Z <:l:(xu_xv)>2
(u,v)eE

= Z (xu_xv)Q'
(u,v)eE



Kapitola 3
Geometricka reprezentace grafii

V této kapitole si ukazeme, jak zobrazit grafy na linearni prostory, jak vypadaji matice,
které reprezentuji tato zobrazeni. Dokazeme si vztahy mezi vlastnimi ¢isly symetrickych
matic a jejich principidlnich submatic. Odvodime si soutadnice bodu, ktery minimali-
zuje kvadraty vzdalenosti od dané mnoziny bodi. Nakonec se budeme zabyvat bary-
centrickymi vlastnostmi geometrickych reprezentaci grafu a jejich vztahy s maticemi
geometrickych reprezentaci grafii.

Zjednodusené receno: Nauc¢ime se hezky kreslit grafy na roviny.

I 3.1 Reprezentace grafu

Definice 3.1.1. Necht X = (V,E) je graf a R™ je linedrni prostor, pak zobrazeni
V — R™ tikdme reprezentace p grafu X v R™.

Pozndmka. Reprezentace p grafu X popisuje pozici jeho vrchola v R™.
Pfiklad 3.1.2. Prikladem reprezentace p grafu X = (V, E), s vrcholy

V ={1,2,3,4,5,6} a s hranami F = {{1,2},{2,3},{3,4},{3,5},{3,6}}, v linedrnim

prostoru R? je pfifazeni
o0 =(5) 02 = (1) = (1) o= (5).000= () p0)=(})-

2@ L 2

Obrazek 3.1. Piiklad reprezentace grafu X

Definice 3.1.3. Necht X = (V,FE) je graf a p je jeho reprezentace v R™, pak ma-
tici R € R™*™ kde n je pocet vrcholi grafu X a pro kterou plati:

nazyvame matice reprezentace grafu X.

10



Priklad 3.1.4. Pro graf X s reprezentaci p z Piikladu 3.1.2 je jeho matice reprezentace

Definice 3.1.5. Necht X = (V, F) je graf a p je jeho reprezentace, pak ¢islo £(p), pro
které plati:

eip)= > lp(u)—p()|?,

{u,v}eE

nazyvame energie reprezentace p grafu X.

Piiklad 3.1.6. Pro graf X s reprezentaci p z Prikladu 3.1.2 je jeho energie reprezentace

e(p) =5.

Definice 3.1.7. Necht X = (V, E,w) je ohodnoceny graf a p je jeho reprezentace, pak
¢islo e(p,w), pro které plati:

elp,w) = Y wl{u,o})p(w) = p(v)|?,

{u,v}eE

nazyvame energie reprezentace p ohodnoceného grafu X.

Pfiklad 3.1.8. Pro graf X s reprezentaci p z Ptikladu 3.1.2 a ohodnocenim

w{1,2}) =1, w({2,3}) =3, w({3,4}) = 1, w({3,5}) =5, w({3,6}) =2

je jeho energie reprezentace
e(p,w) = 12.

05 =

Obrazek 3.2. Piiklad reprezentace ohodnoceného grafu X
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I 3.2 Malovani grafi

Definice 3.2.1. Necht S C R™ je mnozina bodti, pak bod x € R™, pro ktery plati:

ST 5

yeSs

nazyvame centroid mnoziny S.

Piiklad 3.2.2. Pro mnozinu bodua

s={(2) (0)- (2)- (o)}

vypada jeji centroid nasledovneé:

Obrazek 3.1. Priklad centroidu x

Véta 3.2.3. Necht S C R™ je mnozina bodu a x € R™ je jeji centroid, pak plati:

T mzy

yes

= argmln Z [z — yH

yeS

Dukaz. Zavedeme si konstantu c:

‘- |S|Zy

yes

Pouzijeme sumu ZyeS |z — y|?, p¥icteme k virazu v sumé nulu (¢ — ¢) a upravime:

Yole—ylP = l@—e)+ =yl

yeS yeSs
= lz—cl® + 2 —o)T(c—y) + e —yl*
yeS
2 2
=D Je—c*+2) @—o)Tc—y)+ > le—yl*
yes yes yesS
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Vyraz v prvni sumé neni zavisly na gy, takze ho mulzeme vytknout a dostaneme
Zye gl= |S|, z druhé sumy miizeme vytknout (z — c)7, jelikoz dany vyraz téz neni
zavisly na y:

Y le—yl* =[Sl lz—c|* +2(@ =) (c—y) + D le—yl*.

yeSs yeS yes

Druhy sc¢itanec si nasledné upravime:

2w —c)") (c—y)=2(@—c)T ZC—Zy>
yes yes yeS
=2(x—c)T' [ |S]c— Zy)
yeSs
=2(z—c)T |S|i2y—zy
|S| yesS yes
=2(z—¢)7 Zy—Zy)
yeS yeS
=0.

Zbyvaji nam tedy prvni a treti sc¢itanec:

2 2 2
oz —yl* = 1] e —c|* + > e —yl”.

yes yesS

e 2 ; e , 2
Jelikoz je vyraz ZyeS lc — y|I” konstantni, sta¢i minimalizovat vyraz |S| ||z —¢c|”, a
protoze se jednad o nasobek dvou nezdpornych cisel, pak vysledek bude nejméné nula,
coz nastane pravé tehdy, kdyz za x dosadime c:

argminz |z —y|* = argmin| 9| |z — ¢|”
T yes T

=C

1
- 5

yes

Definice 3.2.4. Necht X = (V, E) je graf a F' je podmnozina vrcholi mnoziny V, pak
reprezentaci p grafu X, pro kterou plati:

VuGV\F:p(u):éZp(v),

kde S je mnozina vSech vrcholi, které sousedi s vrcholem u, nazyvame barycentricky
relativni podmnoziné F.

Pozndamka. Pokud je ddna reprezentace vrcholu z podmnoziny F, pak mizeme kazdému
vrcholu u € V' \ F priradit reprezentaci tak, aby se kazdy vrchol u stal centroidem vsech

svych sousedii, ¢imz minimalizujeme energii celé reprezentace (vyplyva z Véty 3.2.3).
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Pozndmka. Reprezentaci nazyvame barycentricky relativni, protoze barycentrum je

Vvev

sousedu.

Pfiklad 3.2.5. Pro graf G = (V, E) s vrcholy V = {a, b, 2}, s hranami
E ={{a,z},{b,z}} a s podmnoZinou vrcholi F' = {a, b} s reprezentaci

p@= () o0 =(3)

hledame reprezentaci x. Kdyz zvolime reprezentaci = tak, aby x byl centroid, t;j.

p(x):G),

2 2
pak je energie reprezentace e(p) = (\@) + (\/ﬁ) =4 a je minimalni.

b

05

Obrazek 3.2. Priklad, kdy « je centroidem

Kdyz zvolime reprezentaci z tak, aby = nebyl centroid, napt.

o) = (1)

2 2
pak je energie reprezentace €(p) = (%\@) + (%\/i) = 5 a neni minim&lni.

b

2
AZ
X

3/2x42

Obrazek 3.3. Piiklad, kdy x neni centroidem

Véta 3.2.6. Necht X = (V,E) je graf, F je podmnozina vrcholi mnoziny V, p je
reprezentace grafu X, R je matice reprezentace grafu X a Q) je Laplaceova matice grafu
X, pak plati:
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p je barycentricky relativni podmmnoziné F prdve tehdy, kdyZ pro vsechny vrcholy u z
mnoziny V, které se nenachdzeji v podmnozine F, plati: u-tj sloupec matice RQ je roven
nulovému vektoru.

Diikaz. Oznacme S, jako mnozinu vSech vrchold, které sousedi s vrcholem u, a (RQ),,,
jako u-ty sloupec matice RQ. VSimnéme si, ze pro kazdy vrchol u plati rovnost

|5, | = deg(w).

Nésledné si vyjadiime u-ty sloupec matice RQ, prvek g¢,, na diagonale matice @) je
roven deg(u), tento prvek je vyndsoben u-tym sloupcem matice R, ktery je roven p(u):

deg(u)p(u),

zbytek wu-tého sloupce matice @) je roznasoben zbytkem matice R, tedy za kazdého
souseda v vrcholu u dostavame jeho zapornou reprezentaci:

- 2{: p(”%

veS,,

takze u-ty sloupec matice RQ je roven:

(RQ).., = deg(w)p(u) — 3 p(v)

veS,

=[S, lp(u) = > p(v).

vES,,

Vyraz bude roven nulovému vektoru praveé tehdy, kdyz bude vrchol u centroidem:

|Sulp(u) = Y plv) =0

veS,,
1S, lp(w) = > p(v)
veS,,
1
plu) = 15 ; p(v).

Pokud jsou pro vSechny vrcholy u € V \ F jejich odpovidajici sloupce matice RQ)
nulovymi vektory, pak jsou vSechny vrcholy u centroidy a tim padem je reprezentace p
z definice barycentricky relativni podmnoziné F. [ ]

Pozndmka. Pokud méame dany graf X, podmnozinu jeho vrcholi F' a reprezentaci
vrcholt z podmnoziny F, mtizeme si spocitat Laplaceovu matici Q grafu X, a pak si jen
staci dopocitat zbyvajici reprezentace vrcholi, které nejsou z podmnoziny F, tak, aby
matice RQ méla na odpovidajicich sloupcich nulové vektory, a tim ziskdme jistotu, ze
vysledné reprezentace bude barycentricky relativni podmnoziné F.

Piiklad 3.2.7. Pro graf G = (V,E) s vrcholy V. = {1,2,3,4,5,2}, s hranami
E = {{1,2},{2,z},{x,3},{x,4},{x,5}}, s podmnozinou vrcholu F = {1,2,3,4,5} s
reprezentaci



s Laplaceovu matici

1 -1 0 0 0 0
-1 2 0 0 0 -1
0 0 1 0 0 -1
@= 0 0 0 1 0 -1
0 0 0 0 1 -1
o -1 -1 -1 -1 4

a s matici reprezentace

je jeho matice

_ (0 —p(xy) 1—=p(x) 1—p(zy) 2—p(x;) 4p(z,)—4
RQ_<1 —p(zg) 2—p(xy) —plxy) 1—p(zy) 40(552)—4)'

Zde muzeme vidét, ze sta¢i dosadit za p(x;) a p(x4) hodnotu 1, a vrchol x bude cent-
roidem.

b o

05

Obrazek 3.4. Vypodcitand poloha vrcholu x tak, aby byl centroidem

MizZeme si také vsimnout, Ze kdyz dosadime za obé proménné hodnotu 0, tak se
vrchol 2 stane centroidem.

Obrazek 3.5. Vypocitana poloha vrcholu x tak, aby vrchol 2 byl centroidem

Véta 3.2.8. Necht X = (V,E) je souvisly graf, F je podmnozina vrcholi mnoziny V,
G={e€ F|3JueE F:uc e} je podmnozina hran a o je reprezentace podmnoziny F v
R™, pak plati:
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JestlizeY = (V\F, E\G) je souvisly graf, potom existuje pravé jedna reprezentace p
grafu X, kterd rozsiruje o a je barycentricky relativni podmnoZziné F.

Diikaz. Oznacme @ jako Laplaceovu matici grafu X:

Q= o)

kde radky a sloupce matice (); jsou indexovany vrcholy z podmnoziny F, R jako matici
reprezentace grafu X:

R=(R, Ry),
kde sloupce R; odpovidaji reprezentaci o vrcholii z podmnoziny F. Pak p rozsifuje o a
je barycentricky relativni podmnoziné F' pravé tehdy, kdyz:

Q B )
R, R ( =(Y; 0O
(R Ry)(Eh o )= 0)

RlB + R2Q2 - 0,

pokud existuje inverze k matici )y, pak dostavame:

Ry = —R, BQ51

Yl - RlQl + RQBT

= RQ, — R\BQ;'B"

— Ry(Q, — BQz'BY).
Nyni chceme dokazat, ze existuje inverze k matici Q5. Ozna¢me Y = (V \ F,E\ G)
jako souvisly graf (plati z predpokladu véty), pak existuje nezdporna diagonalni matice
A takova, ze plati:

QQ = Q(Y) + A7

kde Q(Y') je Laplaceova matici grafu Y a A predstavuje matici, jejiz prvky A, jsou
roviny poc¢tu vrchold z podmnoziny F), s kterymi sousedi vrchol w z mnoziny V \ F.

Jelikoz X je souvisly graf, tak A # 0. Nasledné chceme dokéazat, ze matice Q5 je
positivné definitni, proto si vyjadifme vyraz 21 Q,x:

27Qyz = 27Q(YV)x + 2T Ax

= Z (v, —,)? +2TAx.
(u,v)EENG

Vidime, ze prvni s¢itanec je nezdporny a je roven 0 pravé tehdy, kdyz jsou si vSechny
prvky x rovny:
x=cl,

kde ¢ muze byt jakékoliv ¢islo a 1 je jednotkovy vektor stejné velikosti jako x. Nyni
dosadime za x do druhého sc¢itance a dostaneme:

2TAzx = c1TAcl
= c21TA1,
coz je rovno nula pravé tehdy, kdyz ¢ = 0, z ¢ehoz vyplyva:

27Qyx >0 2 #0

a z toho vyplyva, Ze matice ()5 je positivne definitni, coz ndm zarucuje existenci inverze
k matici @,. [ |
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I 3.3 Tutteova véta o kresleni grafu

Definice 3.3.1. Necht X = (V, E) je souvisly graf, pak ho nazyvame k-souvisly, po-
kud pro néj plati, ze kdyz odstranime jakychkoliv k — 1 vrcholii z mnoziny V a jejich
odpovidajici hrany z mnoziny E, tak vznikly graf ztistane souvisly.

Definice 3.3.2. Necht X = (V, F) je graf, R? je linedrni prostor, p je reprezentace grafu
X v R? a «a je prosté zobrazeni, které piifazuje hrandm z mnoziny E prosté spojité
kiivky v R?, pro které plati, ze kiivka a({u,v}) ma krajni body v p(u) a p(v), pak
dvojici (p, @) nazyvame nakresleni grafu X na rovinu.

Definice 3.3.3. Necht X = (V,F) je graf a (p,«) je takové nakresleni grafu X na
rovinu, ze kiivky odpovidajici riznym hrandm maji spolecné nejvyse krajni body, pak
toto nakresleni grafu X na rovinu nazyvame plandrni.

Definice 3.3.4. Necht X = (V,FE) je graf, pak ho nazyvame plandrni, jestlize exis-
tuje planarni nakresleni grafu X na rovinu. Planarni graf X spolecné s jeho planarnim
nakreslenim na rovinu nazyvame topologicky plandrni graf.

Definice 3.3.5. Necht (X, p, ) je topologicky planarni graf, pak minimalni ¢asti roviny,
které jsou ohranic¢eny krivkami odpovidajicimi hrandm grafu, nazyvame stény topolo-
gického planarniho grafu (X, p, a).

Véta 3.3.6 (Kuratowského véta). Necht X = (V, E) je graf, pak plati, Ze graf X je
plandarni prdvé tehdy, kdyZ neobsahuje podgraf vznikly délenim dplného grafu K5 nebo
tuplného bipartitniho grafu Ky 5.

Pozndmka. Vétu 3.3.6 nebudeme dokazovat, nebot dikaz této véty je velice komplexni
a je to nad ramec této prace.

Véta 3.3.7. Necht X = (V,E) je 3-souvisly plandrni graf, (X, p,a) je topologicksy
plandrni graf, {u,v} je néjakd jeho hrana a necht S; a Sy jsou mnoziny vrcholi, které
tvori stény grafu (X, p, ), jez obsahuji hranu {u,v}. Necht P je cesta v grafu X, kterd
zacind v néjakém vrcholu z mnoziny Sy \ {u, v}, konci v jakémkoliv vrcholu z mnoZiny
So\{u, v} a neobsahuje ani jeden z vrcholi {u, v}, potom kaZdd cesta v grafu X z vrcholu
u do vrcholu v bud obsahuje néjaky vrchol z cesty P, nebo obsahuje hranu {u,v}.

Diikaz. Oznacme s; a sy jako vrcholy, které jsou na koncich cesty P, uvazujme uzavie-
nou kiivku na rovingé, kterd se sklada z kiivek odpovidajicim hranam, které tvoii cestu
P 7z vrcholu s; do vrcholu sy, a z kiivky k, kterd spojuje vrcholy s; a sy tak, ze lezi
pouze ve sténach S; a S, a kiiz{ jenom kiivku, kterd odpovida hrané {u,v}. Krivka k
oddeéluje vrchol u od vrcholu v, takze kazda cesta @ v grafu X, kterd propojuje vrchol
u a vrchol v, musi prekrizit kfivku k. Z toho vyplyvéa, ze bud se cesta () sklada pouze
z hrany {u, v}, nebo obsahuje néjaky vrchol z cesty P. [ |
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Obrazek 3.1. Zndzornéni Véty 3.3.7, S| = {u,v,a,s,}, Sy = {u,v, s,} a cesta P

Definice 3.3.8. Necht X = (V, E) je 3-souvisly planarni graf, (X, p,a) je topologicky
planarni graf, pak reprezentaci p grafu X nazyvame Tutteovou, pokud existuje sténa F
grafu (X, p, ) takova, ze reprezentace p ptitadi vrcholim ze stény F souradnice tak, ze
budou tvorit ryze konvexni mnohothelnik, kde hrany, které tvori sténu F, budou pro-
pojovat jeho po sobé jdouci vrcholy, a zaroven je reprezentace p barycentricky relativni
sténé F. Sténu F nazyvame okrajovd.

Véta 3.3.9 (Tutteova véta o kresleni grafu). Necht X = (V E) je 3-souvisly plandrni
graf, p je Tutteova reprezentace grafu X a « je prosté zobrazeni takové, Ze kazdé hrané
{u,v} zmnoziny E priradi isecku, kterd spojuje vrcholy u a v, pak (X, p, ) je topologicky
plandrni graf.

Poznamka. Veétu 3.3.9 si dokdZeme na konci této kapitoly.

Véta 3.3.10. Necht X = (V, E) je 3-souvisly plandrni graf, p je Tutteova reprezentace
grafu X a F je okrajovd sténa, pak pro vsechny vrcholy u z mnoziny V \ F plati, Ze
pokud povedeme v R? primku | pres bod p(u), tak pokud existuje vrchol v z mnoZiny
V, ktery je sousedem vrcholu u a jeho reprezentace p(v) lezi v jedné z polorovin, které
oddéluje primka I, pak musi existovat soused vrcholu u, jehoZ reprezentace leZi v opacné
polorovine.

Diikaz. Jelikoz je graf X 3-souvisly, pak kazdy jeho vrchol musi mit alespon 3 sousedy,

Vvev

vSech svych sousedl a z toho jiz vyplyva tvrzeni véty. [ ]

Véta 3.3.11. Necht X = (V, E) je 3-souvisly plandrni graf, p je Tutteova reprezentace
grafu X a F je okrajovd sténa, pak pro vsechny vrcholy u z mnoziny V \ F plati, Ze bod
p(u) lezi striktné uvnitr mnohothelniku p(F).

VVev

sousedt, tedy jejich poloha je zdvisla na jejich sousedech a pouze body p(v), které tvori
mnohothelnik p(F') maji danou polohu, takze v kone¢ném dusledku je poloha bodu p(u)
bodi p(v), kde vahy alesponn 3 bodu z p(F') jsou kladné a vahy zbylych bodu jsou
nezaporné, jelikoz se jedna o 3-souvisly graf, tedy body p(u) musi nutné lezet striktné
uvniti mnohothelniku p(F'). [ ]
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Véta 3.3.12. Necht X = (V, E) je 3-souvisly plandrni graf, p je Tutteova reprezentace
grafu X, F je okrajovd sténa a H je polorovina v R?, pak podgraf G, ktery je tvoren
vrcholy uw z mnoziny V, jejichz reprezentace p(u) lezi v H, je souvisly.

Diikaz.  Uvazujme vektor ¢t € R? takovy, ze hraniéni ptimku [ poloroviny H miizeme
popsat obecnou rovnici jako t'x = u, aby platilo:

xEH@tT:cZM.

Méjme vrchol v z mnoziny V takovy, ze p(u) € H a vrchol v z mnoziny V takovy, ze
maximalizuje t7p(v), pak vime, Ze bod p(v) m4 nejdelsi vzdalenost ze vSech ostatnich
bodu grafu X, které jsou v poloroviné H, od primky [, takze se musi jednat o bod ze
stény F.

Déle si nadefinujeme pro kazdy vrchol a z mnoziny V funkci t(a) = tTp(a). Uvidime,
Ze existuje cesta v podgrafu G z vrcholu u do vrcholu v, pro kterou funkce ¢t nebude
klesat, takze vSechny body, které tvori tuto cestu, lezi v poloroviné H. Nejdiive vezmeme
v potaz situaci, kdy t(u) = t(v), v tomto pripadé ndm vyplyvd, ze u € F. Jelikoz p(F)
je striktné konvexni, tak (p(u), p(v)) je sténa mnohothelniku p(F') a zaroven se jedna
o reprezentaci hrany {u, v}.

Pokud nastane situace t(u) < t(v), tak staci ukdzat, Ze existuje cesta z vrcholu u
do néjakého vrcholu a, pro ktery plati ¢(u) < t(c), pro kterou funkce ¢ nebude klesat.
Potom miizeme pokracovat v hledani cesty z vrcholu ¢ do vrcholu v. Necht W je mnozina
vsech vrcholtt w, pro které existuje cesta z u do w tak, ze t(w) = t(u). Jelikoz je graf X
souvisly, musi existovat vrchol w € W, ktery ma souseda a ¢ W. Z Véty 3.3.10 vyplyva,
ze w musi mit souseda a, pro kterého plati t(a) > t(w). Proto cesta z vrcholu u pres W
do vrcholu a existuje. [ |

Véta 3.3.13. Necht X = (V, E) je 3-souvisly plandrni graf, p je Tutteova reprezentace
grafu X a F je okrajovd sténa, pak pro vsechny vrcholy u z mnoZiny V plati, Ze bod p(u)
nent kolinedrni se vsemi svymi sousedy.

Dikaz.  Pro vrcholy v z mnoziny F plati, ze maji alespon dva sousedy z mnoziny F, s
kterymi tvoii ¢ast ryze konvexniho mnohothelniku p(F), takze nejsou s témito svymi
sousedy kolinedrni, z ¢ehoz vyplyvéa, ze nejsou kolinearni se vSemi svymi sousedy.

Pro ostatni vrcholy predpokladejme sporem, ze existuje bod p(a), ktery je kolinedrni
se vSemi svymi sousedy. Pak necht [ je primka, na které vSechny tyto body lezi, a necht
ST (S7) jsou vSechny body, které lezi nad (pod) pfimkou I. Véta 3.3.12 ndm k4, ze
oba grafy, které generuji tyto mnoziny, jsou souvislé. Necht W je mnozina vsech vrcholu
w, do kterych existuje cesta z vrcholu a, takovych, ze vsichni sousedi vrcholu w lezi
na piimce [. Vrchol a patii do mnoziny W. Necht Y je mnozina vrcholi, které lezi na
I a zaroven jsou sousedi vrcholii z mnoziny W, ale sami nenalezi mnoziné W. Jelikoz
vrcholy z Y nejsou v mnoziné W, tak Véta 3.3.10 implikuje, ze kazdy vrchol z mnoziny
Y mé sousedy jak z mnoziny ST, tak i z mnoziny S, jelikoz je graf X 3-souvisly a
odstranéni vsech vrcholi z mnoziny Y by odpojilo mnozinu W od zbytku grafu, tak se
v mnoziné Y nachazi alespon 3 vrcholy, necht se jedna o y,, y, a ys.

Nyni dosdhneme sporu tim, ze ukazeme, ze graf X obsahuje podgraf vznikly délenim
uplného bipartitniho grafu Kj 5. Tri vrcholy na jedné strané Ky 5 jsou yp, Y5 a ys.
Zbylou trojici postupné ziskdme délenim mnozin S*, S~ a W. [ |

Véta 3.3.14. Necht X = (V, E) je 3-souvisly plandrni graf, p je Tutteova reprezentace
grafu X, F je okrajovd sténa, {u,v} je hrana z mnozZiny E, | je primka, kterd prochdzi
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body p(u) a p(v) a Fy, Fy jsou stény grafu X, které sousedi s hranou {u,v}, pak body
z p(Fy) a body z p(Fy), kromé bodi p(u) a p(v), lezi na opacénych strandch primky | a
zadny z nich neleZi na primce .

Dikaz. Predpokladejme sporem, ze véta neplati, pak bez jmy na obecnosti predpo-
kladejme, ze existuji body z p(F,) a body z p(F}), které lezi na, nebo pod p¥imkou .
Necht f, a f; jsou takové dva body, pak z Véty 3.3.10 a z Véty 3.3.13 vime, ze body f,
a f; maji sousedy, ktefi lezi striktné pod primkou [. Z véty 3.3.12 zase vime, Ze existuje
cesta P, kterd propojuje f, a f;, a vSechny jeji body, kromé f, a f;, lezi striktné pod
primkou [.

Na druhou stranu, mizeme podobné ukazat, ze oba body p(u) a p(v) maji sousedy
nad pfimkou [ a jsou propojeny cestou, jejiz body lezi striktné nad piimkou [, takze
tato cesta nemuze obsahovat hranu {u,v} a musi byt oddélena od cesty P, coZ je spor
s Vétou 3.3.7. [ ]

Pozndmka. Nyni bude nasledovat dikaz Véty 3.3.9.

Diikaz. Rekneme, Ze bod na roviné je obecng, pokud nelezi na zadném bodu p(u) ani
na zadné tsecce (p(u), p(v)), kde u a v jsou vrcholy z mnoziny V grafu X, Prvné si
ukéazeme, ze kazdy obecny bod lezi v pravé jedné sténé grafu X.

Zacneme s body, které se nachazeji mimo okrajovou sténu F, takovy bod lezi pouze
ve venkovni sténé. Pro kazdy dalsi obecny bod miZeme namalovat kiivku mezi nimi
takovou, Ze nebude prochézet pres bod p(u) a nikdy neprotind prusecik tsecek odpo-
vidajicich hranam grafu X, to znamend, Ze pouze krizi tyto tsecky v jejich vniticich.
Véta 3.3.14 nam tika, ze kdyz nase kiivka protne néjakou takovou usecku, tak prejde
z jedné stény do druhé, takze v zadnou chvili se nestane, aby nase kiivka byla ve dvou
sténach zaroven.

Nyni predpoklddejme sporem, ze se dvé tsecky odpovidajici hrandm grafu X prekiizi
mimo svoje koncové body, pak musi existovat néjaky obecny bod pobliz jejich priseciku,
ktery lezi v alespon dvou sténéch, coz je spor. [ |
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Kapitola 4
Implementace

V ramci této prace jsme implementovali program ilustrujici vysledné nakresleni za-
daného grafu dle Tutteovy véty o kresleni grafii. Soucasti je OpenGL projekt, ktery
vykresluje graf dle zadanych soutadnic, které generuje Python skript, za nemalého vy-
uzit{ knihovny NumPy!, ze zadaného abstraktniho grafu, vse je fizeno pomoci basho-
vého skriptu, ktery resi predavani vstupu a vystupu mezi OpenGL projektem a Python
skriptem. Cel4 implementace je ulozend na GitHubu?.

I 4.1 Python skript

Skript nacte abstraktni graf ze vstupniho souboru, nasledné najde stény tohoto grafu
pomoci algoritmu, ktery implementuje prohledavani do sirky.

Ze stén vybere tu, co obsahuje nejvice vrcholi, a ustanovi ji jako okrajovou sténu.
Skript poskytuje i moznost vybrat si okrajovou sténu ru¢né pomoci argumentii pfi
spusténi programu, v takovém pripadé se preskoc¢i algoritmus hledajici stény grafu.

Okrajové sténé vypocita soutadnice v R? tak, aby tvofila pravidelny n-tihelnik, poté
vytvori Laplaceovu matici zadaného grafu, kterému prohodi indexy jednotlivych vr-
cholli, aby pocatecni radky a slupce vysledné matice odpovidali vrcholim okrajové
stény.

Soutradnice okrajové stény nasledné zneuzije pro vypocet souradnic ostatnich vrcholi
zadaného grafu, vypocet je implementaci prvni ¢asti dukazu Véty 3.2.8.

Pomoci konvexni kombinace souradnic vrcholt, které tvori okrajovou sténu, vygene-
ruje nahodné soutradnice pro vrcholy, které se nenachazi v okrajové sténé. Skript, pomoci
argumentl pri spusténi programu, nabizi moznost vygenerovat ndhodné souradnice i
pro vrcholy, které tvori okrajovou sténu.

Na konci ulozi souradnice do vystupnich souborii.

I 4.2 OpenGL projekt

Projekt nacte abstraktni graf a souradnice jeho vrcholu ze vstupnich soubori, poté
inicializuje knihovny GLUT? a GLEW*,

Nésledné spusti hlavni smycku, ve které se vykresluji vrcholy a hrany zadaného grafu.
Vrcholy maji na zac¢atku ndhodné vygenerované souradnice.

Béhem béhu program c¢eka na vstupy z klavesnice a pri zmacknuti klavesy F' spusti
animaci, ktera pomoci linedrni interpolace méni hodnoty souiadnic vrcholi, dokud ne-
ziska souradnice vypocitané pomoci Tutteovy véty o kresleni grafa.

https://cs.wikipedia.org/wiki/NumPy
https://github.com/Urlikp/BachelorProject
https://cs.wikipedia.org/wiki/GLUT
https://en.wikipedia.org/wiki/OpenGL#Extension_loading_libraries
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Rychlost zmény soutfadnic kopiruje rychlost stoupani upravené sigmoidy®, ¢imz do-
sahneme plynulé animace, kdy na zacitku a na konci animace je zména souradnic
nejmensi a uprostied animace je zména nejvetsi.

B 43 vysiedky

Vysledné animace jsme nahrali pomoci programu OBS Studio® a vznikld videa jsou k
dispozici v elektronické piiloze nebo na YouTube”.
Nasleduji vybrané screenshoty z aplikace:

Obrazek 4.1. Zobrazeni 1 grafu 1

https://cs.wikipedia.org/wiki/Logistick’,C3%A1_funkce
https://en.wikipedia.org/wiki/0BS_Studio
https://youtube.com/playlist?list=PLBuG_2a4g91FZwrufIdn3plitkuglSZvh

~N O >

23


https://cs.wikipedia.org/wiki/Logistick%C3%A1_funkce
https://en.wikipedia.org/wiki/OBS_Studio
https://youtube.com/playlist?list=PLBuG_2a4g9lFZwrufIdn3p1itkugLSZvh

Obrazek 4.3. Zobrazeni 1 grafu 2
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Obrazek 4.4. Zobrazeni 2 grafu 2

Obrazek 4.5. Zobrazeni 1 grafu 3
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Obrazek 4.7. Zobrazeni 3 grafu 3
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Kapitola 5
Zaveér

V této praci jsme se zabyvali pripravou podkladd pro formulaci a dokazani Tutteovy
véty o kresleni grafi a nésledné jsme ji formulovali a dokézali.

V préci jsme na piikladech formulovali rizné maticové reprezentace grafii a dokazali
vztahy mezi nimi. Zaroven jsme se zabyvali geometrickymi reprezentacemi grafu a jejich
maticemi. Vyjadrili jsme vztahy mezi vlastnimi ¢isly symetrickych matic a jejich prin-
cipidlnich submatic. Odvodili jsme tvar bodu, ktery minimalizuje kvadraty vzdéalenosti
od dané mnoziny bodu. Nasledovaly barycentrické vlastnosti geometrickych reprezen-
taci graf a jejich vztahy s maticemi geometrickych reprezentaci grafi. Posledni ¢asti
byla Tutteova véta o kresleni grafa a jeji dikaz.

V ramci price jsme jako ,proof of concept® implementovali program s animacemi
ilustrujici vysledné nakresleni zadaného grafu.

Cil, ktery jsme stanovili v ivodu préce, byl splnén.
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Piiloha A
Obsah elektronické prilohy

Bashové skripty, ndavod README.md a vstupni textovy soubor s ukdzkovym abstrakt-
nim grafem se nachézeji ve slozce sre. Ve slozce src/Media se nachézeji screenshoty a
videa animaci z OpenGL aplikace. Python skript obyva slozku src/Python a ve slozce
src/OpenGL se schovavd OpenGL projekt spoleéné se svym CMake souborem.
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