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podklady (literaturu, projekty, SW atd....) uvedené v přiloženém seznamu.
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Studijńı program: Matematická fyzika
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Vedoućı práce: doc. Ing. Libor Šnobl, Ph.D., Katedra fyziky, Fakulta jaderná a fyzikálně inženýrská
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Úvod

Zkoumáńı integrability, resp. superintegrability je v podstatě hledáńım a studiem řešitelných
systémů. Přirozeně se tak jedná o oblast značné d̊uležitosti, která je studována dlouhodobě.
Dlouho bylo známo několik klasických fyzikálńıch př́ıpad̊u, např. Keplerova úloha, resp. po-
hyb ve sféricky symetrickém potenciálu obecně, či konstantńı magnetické pole s vhodným
elektrostatickým potenciálem. Těchto př́ıpad̊u však nebylo mnoho. Situace se začala měnit
přibližně v 60. letech, kdy započalo systematické studium (super)integrability. K největš́ım
pokrok̊um však došlo hlavně v posledńıch letech.

Z roku 2013 pocháźı přehledový článek [32], shrnuj́ıćı dosavadńı poznatky. Zhruba ve
stejném obdob́ı pak začala současná vlna studia problematiky. Do té lze řadit také články
[7, 6, 11, 17, 24, 26, 28, 29, 27], věnuj́ıćı se systematickému hledáńı polynomiálńı (su-
per)integrability (t́ım je mı́něno, že integrály pohybu jsou polynomy v hybnostech) kla-
sické a kvantové s elektromagnetickým polem. Jelikož je toto studium vždy spojeno s
hledáńım r̊uzných symetríı, hraj́ı v něm zásadńı roli též Lieovy grupy a algebry (samotné
zachovávaj́ıćı veličiny tvoř́ı Lieovu algebru). Obvyklé schema je takové, že se nalezne (či
převezme, nebot’ řada z nich je známa z dř́ıvěǰska) nějaká rodina integrabilńıch systémů a
k té se hledaj́ı speciálńı superintegrabilńı př́ıpady r̊uznými metodami, které zmı́ńıme dále
v textu.

V roce 2017 vyšel článek [13], v němž autoři studuj́ı speciálně relativistickou superinte-
grabilitu s elektromagnetickým polem. Čińı tak v tzv. Diracových formách relativistické
hamiltonovské dynamiky (zavedeny byly Diracem v [8]), tj. v konkrétńım rozštěpeńı na
prostor a čas, které je pak svým chováńım podobné klasickému hamiltonovskému popisu.
Článek představuje několik superintegrabilńıch systémů, kterým se dále věnuje detailněji.
Kĺıčovou roli zde hraj́ı poincaréovské symetrie. Nejedná se však o systematické studium
nýbrž sṕı̌se o př́ıklady. (Článek byl následován daľśım [1], který se zabývá speciálně re-
lativistickou superintegrabilitou se skalárńım polem a je již v́ıce systematický.) Daľśım
př́ıkladem studia relativistické integrability je článek [30] z roku 2020, tento ji studuje
z pohledu separability Hamilton-Jacobiho rovnice na konkrétńı skupině potenciál̊u, totiž
Lienard-Wiechertových. Nepouž́ıvá však Diracovy formy, ale kovariantńı Hamiltonovský
popis, který je někdy výhodněǰśı.

Tento text se věnuje systematickému studiu speciálně relativistických integrabilńıch systémů
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(a částečně jejich superintegrabilńıch podpř́ıpad̊u) s elektromagnetickým polem maj́ıćıch
integrály pohybu prvńıho a druhého řádu v hybnostech ve dvou a třech prostorových
rozměrech. V prvńı kapitole proto připomeneme základńı definice a tvrzeńı z oblast́ı speciálńı
relativity, (super)integrability a separability Hamilton-Jacobiho rovnice (separabilńı systémy
jsou zároveň integrabilńı), nast́ıńıme metody a postupy, které dále použijeme. Zavedeme
též notačńı úmluvy, které umožńı elegantněǰśı vyjádřeńı v daľśıch kapitolách.

V druhé kapitole detailněji rozebereme specifika speciálně relativistického hamiltonovského
popisu (jeho r̊uzných druh̊u a vztah mezi nimi). Stručně shrneme výsledky z článku [13]
a daľśıch a také bakalářské práce a výzkumného úkolu (ročńıková práce mezi bakalářskou
a diplomovou praćı) autorky [18, 19], na které tento text částečně navazuje a které se též
věnovaly relativistické (super)integrabilitě. Ve třet́ı kapitole již př́ımo urč́ıme strukturu in-
tegrál̊u pohybu prvńıho a druhého řádu, porovnáme s nerelativistickou situaćı a následně
využijeme pro klasifikace v následuj́ıćıch kapitolách.

Ve čtvrté a páté kapitole představ́ıme a použijeme konkrétńı metody klasifikace. Konkrétně
ve čtvrté klasifikujeme systémy ve dvou a třech prostorových dimenźıch, jejichž integra-
bilita je dána integrály pohybu prvńıho řádu. Systémy explicitně vyjádř́ıme, nalezneme
jejich nerelativistické limity a též se u nich pokuśıme naj́ıt některé speciálńı př́ıpady s
dodatečnými integrály pohybu nav́ıc. V páté kapitole pak provedeme (částečnou) klasifi-
kaci systémů integrabilńıch v druhém řádu ve dvou prostorových rozměrech. Se systémy
budeme pracovat analogicky čtvrté kapitole.
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Kapitola 1

Základńı notace a objekty

Tento text využ́ıvá pojmy a koncepty z několika r̊uzných oblast́ı. Tato kapitola slouž́ı jako
jejich základńı přehled. Definic a tvrzeńı zde uvedených bude využ́ıváno v daľśıch kapi-
tolách. Nejprve několik notačńıch úmluv.

1/ indexy, speciálńı znaky: nebude-li řečeno jinak, znač́ıme řeckými ṕısmeny (ty-
picky µ, ν, κ) složky veličin na Minkowského prostoročase, tj. µ = 0, 1, 2..., n, kde n je
počet prostorových dimenźı. Latinkou (typicky i, j, k) znač́ıme prostorové složky veličin
(tj. i = 1, 2..., n). V textu už́ıváme Einsteinovy sumačńı konvence, tj. přes opakovaný in-
dex se sč́ıtá. Někdy budeme pro úspornost zápisu použ́ıvat znak ∂µ ≡ ∂

∂xµ
a ∂µ ≡ ∂

∂pµ
(s

latinskými indexy stejně). Obecně se budeme snažit dodržovat konvenci, že malá ṕısmena
(typicky q, h) př́ısluš́ı nerelativistickým veličinám a velká (typicky Q, H ) relativistickým.
Úmluva se nevztahuje na složky elektrického a magnetického pole, nebot’ o těch mluv́ıme
výhradně v nerelativistickém př́ıpadě - v relativistickém př́ıpadě použijeme Fµν , v limitě
budeme použ́ıvat Ei, Bi (viz (1.2)).

2/ základńı veličiny a nastaveńı: při práci na Minkowského prostoročase použ́ıváme
metrický tenzor tvaru (gµν) = diag(1,−1,−1,−1) (v jednotkách, kde c = 1). Všude bu-
deme pracovat s částićı o jednotkové hmotnosti a minus jednotkovým nábojem m0 =
1, q = −1 (tj. modelově jde o elektron), tedy jej́ı klasický hamiltonián (relativistické verze
představ́ıme v Kapitole 2) v kartézských souřadnićıch je tvaru

h =
1

2
(p + A(x , t))2 + ϕ(x , t), (1.1)

kde A, ϕ jsou elektromagnetické potenciály. V relativistické verzi použijeme čtyřpotenciál,
tj. (v obecných jednotkách) (Aµ) = (ϕ/c,−A), svázaný s tenzorem elektromagnetického
pole Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Ten lze pomoćı elektrického a magnetického pole přepsat jako

(Fµν) =


0 E1/c E2/c E3/c

−E1/c 0 −B3 B2

−E2/c B3 0 −B1

−E3/c −B2 B1 0

 . (1.2)
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Zavedeme též označeńı pAµ ≡ pµ−Aµ, jelikož často bude výhodněǰśı pracovat s ńı nežli s pµ.

Pokračujeme s pojmy z oblasti integrability superintegrability. Ty budeme studovat v ha-
miltonovském popisu a abychom je mohli definovat, potřebujeme pracovat se zachovávaj́ıćımi
se veličinami, jinak též integrály pohybu (dále IP). IP je veličina, jej́ıž hodnota podél každé
fázové trajektorie soustavy určené řešeńım Hamiltonových kanonických rovnic s libovolnou
počátečńı podmı́nkou je konstantńı v čase. Časový vývoj veličiny f je dán

df

dt
= {h, f}+

∂f

∂t
(= 0 pokud f je IP), (1.3)

kde {g, f} ≡ ∂jg∂
jf − ∂jf∂jg je Poissonova závorka. Obecně budeme IP označovat jako q

(resp. Q). Následuj́ı formálńı definice.

Definice: Hamiltonovský systém s n stupni volnosti nazveme integrabilńım právě tehdy,
když obsahuje n IP, které jsou v involuci a funkcionálně nezávislé.

Definice: Hamiltonovský systém s n stupni volnosti nazveme superintegrabilńım právě
tehdy, když je integrabilńı a existuje-li daľśıch k ∈ {1, ..., n − 1} IP takových, že všech
(n + k) IP je funkcionálně nezávislých. Je-li k = 1, nazveme systém minimálně superinte-
grabilńım a je-li k = n− 1, nazveme ho maximálně superintegrabilńım.

Uvedené definice však potřebuj́ı několik doplňuj́ıćıch komentář̊u. Prvńı se týká pojmu funk-
cionálńı nezávislosti - ta muśı být splněna alespoň na husté podmnožině fázového prostoru
(i když se to ne vždy uvád́ı). Druhý komentář naráž́ı na použit́ı involuce př́ımo v definici
integrability. Tato skutečnost souviśı s t́ım, že IP tvoř́ı Lieovu algebru, přičemž Lieovou
závorkou je Poissonova závorka. To má celou řadu d̊usledk̊u, z těch nejjednodušš́ıch např.
to, že Poissonova závorka dvou IP je opět IP. To může značně zjednodušit hledáńı daľśıch
IP (máme-li např. představu o jejich typu). Vı́me např., že IP můžeme lineárně kombino-
vat a z toho, že tvoř́ı Lieovu algebru plynou také jisté podmı́nky na Poissonovu závorku
(částečně) neznámého IP a jiných, již známých či požadovaných.

Posledńım, ale pro nás zásadńım komentářem je, že uvedené definice se v naprosté většině
použ́ıvaj́ı pro časově nezávislé systémy i IP. Existuj́ı sice geometrické popisy časově závislé
hamiltonovské mechaniky [36], nicméně obecně časová závislost dělá problematiku složitěǰśı
a v systematickém studiu (super)integrabilńıch systémů se (alespoň v rámci aktuálńı vlny)
prakticky neobjevuje. Klasifikaci klasických časově závislých systémů nemáme, někdy se
ale objev́ı IP obsahuj́ıćı čas i u časově nezávislého systému. S takovým př́ıpadem se pak
nakládá individuálně.

Je nutno podotknout, že v př́ıpadě integrability existuje př́ımé rozš́ı̌reńı [37] přičemž se
ukazuje, že definici lze pak zavést stejně, jako jsme to provedli zde (rozd́ıl je skutečně
pouze v uvažováńı závislosti na čase u Hamiltoniánu a IP). Základńı vlastnost integra-
bilńıho systému, tj. principiálńı analytická řešitelnost (alespoň v kvadraturách) by tak
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měla být zachována.

Pokud je autorce známo, neńı zat́ım zcela jasné, jaké d̊usledky má jaký počet daľśıch
IP pro chováńı a řešeńı systému a neexistuje př́ımé zobecněńı pojmu superintegrability
při uvažováńı časové závislosti. V časově nezávislém př́ıpadě superintegrabilita znamená
(částečnou) algebraickou řešitelnost. Každý nezávislý IP nav́ıc v̊uči těm zaručuj́ıćım inte-
grabilitu snižuje potřebný počet integraćı - jeden IP nav́ıc umožńı jednu kanonickou veličinu
vyjádřit z IP. Máme-li maximálńı superintegrabilitu, dokážeme nalézt trajektorii systému
čistě algebraicky - z IP vyjádř́ıme všechny hybnosti a dostaneme vztah v němž vystupuj́ı
pouze konstanty (dané hodnotami IP, tedy vlastně volbou počátečńıch podmı́nek) a po-
lohy/souřadnice.

Při uvažováńı časových závislost́ı je situace komplikovaněǰśı - zdá se, že časové IP
”
nejsou

stejně dobré“ jako ty časově nezávislé. Kdybychom např. uvažovali časově nezávislý systém
a chtěli trajektorii, nebude stačit n− 1 IP, pokud v některém vystupuje čas, potřebujeme
jich n. Někdy lze se systémem dobře pracovat, zkombinuj́ı-li se dva časové IP v jeden
nečasový [16]. V textu se budeme s časovými IP (alespoň tedy alespoň v určitém popisu)
setkávat pravidelně, k tématu se proto ještě vrát́ıme.

Jelikož se v textu několikrát dotkneme otázky separability Hamilton-Jacobiho rovnice,
uvedeme zde ve zkratce několik základńıch fakt̊u a vztah̊u. Upozorňujeme však, že je tento
text použ́ıvá pouze jako nástroj, neaspiruje na vysvětlováńı problematiky v jej́ı úplnosti a s
geometrickým pozad́ım. Než začneme, upozorňujeme, že do konce kapitoly neplat́ı úmluva
o latinských a řeckých ṕısmenech - zde principiálně nerozlǐsujeme, na jakém prostoru pra-
cujeme, indexy i, j... znač́ı jakékoli souřadnice. Bezčasová Hamilton-Jacobiho rovnice, dále
jen HJR, plat́ıćı pro konzervativńı systémy má tvar

H

(
xj,

∂W

∂xj

)
= k(aj), (1.4)

kde H je Hamiltonián (v této fázi jakýkoli), xj jsou souřadnice, k je konstanta, která je
ovšem závislá na daľśıch konstantách aj (tyto konstanty jsou ve skutečnosti právě IP se-
parabilńıho systému). Konečně W (xj, aj) je funkce, kterou hledáme, tzv. úplný integrál
HJR, či Hamiltonova charakteristická funkce. V př́ıpadě separabilńı HJR lze W hledat v
separovaném tvaru W = W1(x

1, a1) + ...+Wn(xn, an), kde n je počet stupň̊u volnosti. Pro
nás bude d̊uležité, že ze separability HJR plyne integrabilita (obecně druhého řádu) pro
daný Hamiltonián/systém. Zde nám p̊ujde o to, jak separabilńı systém poznat a jak nalézt
jeho IP. Shrňme základńı poznatky, vycházej́ıćı předevš́ım z [3, 4].

Prvńım je, že nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou separability (1.4) je Levi-Civitova podmı́nka
(uvedena již v jeho článku na toto téma [21]). Ta plat́ı pro jakýkoli Hamiltonián a má tvar
(přes opakované indexy se nesč́ıtá)

∂iH∂jH∂ijH + ∂iH∂jH∂
ijH − ∂iH∂jH∂jiH − ∂jH∂iH∂ijH = 0, (1.5)
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pro každou dvojici r̊uzných index̊u/souřadnic i, j. Je však pravdou, že (1.5) je většinou
velmi komplikovaná a jej́ı př́ımé použit́ı je tak sṕı̌se vzácné. Zásadńı osobou ve výzkumu
separability HJR je Sergio Benenti, který se spolu s řadou spolupracovńık̊u věnuje jej́ı al-
gebraické a geometrické podstatě předevš́ım u polynomiálńıch Hamiltonián̊u.

Předpokládejme tedy tzv. geodetický Hamiltonián tvaru H = 1
2
gijpipj, tj. bez jakýchkoli

poĺı. Rozdělme souřadnice na souřadnice prvńı a druhé tř́ıdy podle hodnoty

R =
∂iH

∂iH
. (1.6)

Je-li R lineárńı v hybnostech, je souřadnice prvńı tř́ıdy (ty znač́ıme α, β...), neńı-li, je druhé
tř́ıdy (ty znač́ıme a, b...). Benenti odvozuje [4], že separabilita geodetického Hamiltoniánu
je nutnou podmı́nkou pro separabilitu Hamiltoniánu s elektromagnetickým polem. V teorii
separability existuj́ı tř́ıdy ekvivalence souřadnic (rozlǐsené podle tvaru a vlastnost́ı W ).
V každé tř́ıdě ekvivalence existuj́ı tzv. normálńı souřadnice. Nejobecněǰśı tvar metrického
tenzoru v nich lze nalézt v [4]. Nav́ıc, pracujeme-li na riemannovské varietě s konstantńı
křivost́ı, jsou v každé tř́ıdě ekvivalence dokonce ortogonálńı souřadnice [15]. Převod v rámci
jedné tř́ıdy lze též nalézt v [3] stejně jako IP př́ıslušej́ıćı separabilitě v daných souřadnićıch.

V normálńıch ortogonálńıch souřadnićıch lze též [4] odvodit obecný tvar elektromagne-
tického potenciálu, u kterého (když ho přidáme do geodetického Hamiltoniánu) separabi-
lita přetrvává. Pokud je př́ıtomno pouze elektromagnetické pole (a ne žádné daľśı skalárńı,
tj. Hamiltonián tvaru H = 1

2
gijpAi p

A
j ) jsou podmı́nky velmi striktńı:

Aa = 0, Aα = gaaφαa , AjA
j = gaaφa, (1.7)

kde φαa a φa jsou pouze funkcemi souřadnice a. Nejsou konkrétně určeny, v praxi tedy
hledáme separabilńı potenciál tak, že si rozeṕı̌seme prostředńı vztah s libovolnými funk-
cemi a snaž́ıme se zjistit, jaké dodatečné vztahy (mezi sebou, k metrice...) muśı splňovat,
aby součin AµAµ odpov́ıdal tvaru třet́ı podmı́nky. Jak jsme již řekli, takové potenciály
hledáme v souřadnićıch, o kterých v́ıme, že geodetický Hamiltonián v nich separabilńı je.
Hledáme přitom zvlášt’ ve všech neekvivaletńıch metrikách.

Jak jsme již několikrát uvedli, ze separability plyne integrabilita systému. V př́ıpadě po-
lynomiálńıch Hamiltonián̊u jsou výsledné IP prvńıho a/nebo druhého řádu (nikoli však
pouze druhého). IP jsou svázány s Killingovými vektory a tenzory a teoreticky je lze nalézt
algebraicky (ne vždy je to však nejjednodušš́ı). Tvar IP odpov́ıdaj́ıćı potenciálu (1.7) je

Qα = pα, Qb = ϕa(b)(p
2
a + φαβa pαpβ + 2φαapα + 2φa) (1.8)

kde ϕa(b) jsou prvky b-tého řádku inverze tzv. Stäckelovy matice, kterou určuje metrika - ve
Stäckelově matici jsou prvky funkce závisej́ıćı pouze na souřadnici odpov́ıdaj́ıćı řádkovému
indexu a komponenty metriky maj́ı tvořit jeden řádek jej́ı inverze. Všechny př́ıtomné φ
jsou funkcemi pouze souřadnice odpov́ıdaj́ıćı jejich spodńımu indexu. Posledńı dvě funkce
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v závorce jsou ty z podmı́nky (1.7), φαβa je podobně jako Stäckelova matice algebraicky
určitelná. I v tomto př́ıpadě odkážeme na literaturu [3, 4], nebot’ v my v textu nepoužijeme
tento zp̊usob určováńı IP. Bylo však vhodné pro kontext uvést jeho tvar.

Na závěr ještě poznámka: výsledky zde prezentované byly odvozeny na riemannovských
varietách, uvedené nicméně plat́ı i pro pseudoriemannovské [4]. Rozd́ıl u Minkowského
prostoročasu, s ńımž pracujeme my, existuje ve složitěǰśı problematice tř́ıd ekvivalence me-
trik - může se stát, že jisté soubory souřadnic pokrývaj́ı každý pouze část prostoročasu
a je pak otázka, zda je lze vyhlásit za ekvivalentńı, pokud jinak podmı́nky na to splňuj́ı.
K problematice se vrát́ıme v Kapitole 5, v podstatě ale plat́ı, že se budeme držet litera-
tury a v př́ıpadě podobného stavu systémy v́ıce prozkoumáme, abychom zjistili, č́ım se v
praxi lǐśı. Taktéž Kalnins [15] rozeb́ırá pouze riemannovské variety s konstantńı křivost́ı.
Je proto možné, že v př́ıpadě Minkowského prostoročasu budou neekvivalentně separabilńı
i jiné souřadnice.
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Kapitola 2

Specifika hamiltonovského popisu
relativistické dynamiky

V principu existuj́ı dva základńı typy hamiltonovského popisu relativistické (testovaćı)
částice. Prvńım je

”
4D“ hamiltonovský popis, druhým je popis v 3+1 rozštěpeńı pro-

storočasu. Začneme 4D popisem, jeho stručný popis lze naj́ıt např. v [5]. Zde má Hamil-
tonián tvar

H4D = gµνpAµp
A
ν , (2.1)

a je parametrizován vlastńım časem částice (př́ıpadně afinńım parametrem, jež je jeho
lineárńı transformaćı). Někdy se jako předfaktor použ́ıvá 1/2. Jedná se vlastně o využit́ı
podmı́nky normalizace hybnosti

pµp
µ(= gµνpµpν = p20 − p2) = m2

0c
2, (2.2)

kterou využijeme i dále. Časový vývoj veličiny Q je

dQ

dτ
= {H4D, Q} = ∂µH

4D∂µQ− ∂µQ∂µH4D (2.3)

(nepředpokládáme, že by mohla být veličina závislá na vlastńım čase částice). Výhody
tohoto popisu spoč́ıvaj́ı v kovarianci a polynomialitě Hamiltoniánu - polynomiálńı Hamil-
toniány dávaj́ı vzniknout jednodušš́ım rovnićım (pohybovým, časového vývoje, separabi-
lity HJR...) Také máme automaticky vždy jeden IP - Hamiltonián sám a IP s nimiž se
setkáváme jsou vždy časově nezávislé. Nevýhodou je, že některé pojmy známé klasické
hamiltonovské mechaniky mohou mı́t poněkud nepř́ımočarou analogii či interpretaci. Také
lze tento popis použ́ıt pouze pro jednočásticové systémy (u v́ıce částic nemáme společnou
parametrizaci). Daľśı nevýhodou je, že i přes to, že jeden IP máme automaticky, vždy
jich potřebujeme dohromady v́ıce, než u 3+1 popisu. Konečně, nerelativistickou limitu lze
př́ımo provádět rovněž jen ve vhodném 3+1 popisu.

Než přejdeme ke druhému typu popisu, uděláme odbočku k Poincarého grupě, tj. grupě
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symetríı Minkowského prostoročasu, která pro nás bude kĺıčová a budeme se s ńı setkávat
v pr̊uběhu celého textu. Z invariance v̊uči ńı plynou IP, konkrétně plat́ı [13]

LξFµν = 0 ⇔ Q = ξµpµ + Λ(x), kde LξAν = ∂νΛ je IP, (2.4)

kde ξµ je poincaréovské vektorové pole. To má v pseudokartézských souřadnićıch a obvyklé
bázi tvar 

ξ0

ξ1

ξ2

ξ3

 =


a0 + x1ω01 + x2ω02 + x3ω03

a1 + x0ω01 − x2ω12 − x3ω13

a2 + x0ω02 + x1ω12 − x3ω23

a3 + x0ω03 + x1ω13 + x2ω23

 , (2.5)

kde aµ, ωµν jsou libovolné konstanty. Potenciálńı IP v této bázi tak jsou (pro jednoduchost
psáno bez Λ(x)):

Qaµ = pµ, Qωij = xipj − xjpi =≡ Lk, Qω0i
= xip0 + x0pi ≡ Ki, (2.6)

kde u druhého IP jsou (ijk) cyklické permutace (123). Jejich př́ıtomnost znač́ı v uvedeném
pořad́ı invarianci v̊uči translaci v xµ, invarianci v̊uči rotaci okolo osy xk a invarianci v̊uči
boostu ve směru xi. Připomı́náme, že explicitńı tvar Lieovy derivace pro tenzor druhého
řádu je LξFµν = ξσ∂σFµν + Fσν∂µξ

σ + Fµσ∂νξ
σ.

2.1 Diracovy formy

Druhým, klasickému popisu bližš́ım popisem relativistické dynamiky jsou Diracovy formy.
Př́ıstup, a prvńı tři formy, zavedl Dirac v [8]. Jedná se vlastně o 3+1 rozštěpeńı prostoročasu
(foliace), dané vhodnou (a možnou) volbou času τ . T́ım se podobaj́ı rozštěpeńı známého
z obecné relativity [33]. Podmı́nky na to, co lze zvolit jako časovou souřadnici (a tedy i
parametr Hamiltoniánu) jsou dány několika požadavky (lze je naj́ıt v [12, 2] stejně jako
daľśı informace o tomto 3+1 popisu), konkrétně každá světočára muśı proj́ıt nadplochou
konstantńıho času Σ : τ = 0 právě jednou a podgrupa Poincarého grupy tvoř́ıćı grupu
stability nadplochy (tj. ty transformace Poincarého grupy, v̊uči kterým je Σ invariantńı)
muśı být tranzitivńı (tj. každé dva body Σ muśı být možné spojit prvkem grupy stability).
Požadavky znamenaj́ı nenulový tzv. Faddeev-Popov̊uv operátor (FP) - název pocháźı z
metod kvantováńı polńıch teoríı.

Ve 4D Minkowského prostoročase splňuje zmı́něné podmı́nky pouze 5 možnost́ı voleb τ ,
které představ́ıme ńıže. Nejprve ale k daľśımu postupu. Výpočtem normály k nadploše
konstantńıho času

Nµ =
∂τ

∂xµ
(2.7)

a jej́ım součinem se čtyřhybnost́ı (tj. vlastně projekćı)

FP = Nµpµ = Nµp
µ ∼ H (2.8)
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se źıská složka (či obecně kombinace složek) hybnosti, která bude představovat Hamil-

tonián. Tato se po převodu do souřadnic dané formy (pi = pj′
∂xj

′

∂xi
) pak pomoćı ostatńıch

vyjádř́ı z (2.2). Ještě poznamenejme, proč je ve vztahu (2.8) úměrnost a ne rovnost: před
př́ıslušnou hybnost́ı může vzej́ıt nepodstatná konstanta, která se pak v Hamiltoniánu ty-
picky neuvažuje. Předevš́ım ale výsledek nemuśı jednotkově odpov́ıdat energii, což bychom
od Hamiltoniánu chtěli. Proto součin (2.8) spočteme vždy v jednotkách c = 1 a v obecných
jednotkách vyjádř́ıme až výsledek v nových souřadnićıch.

Zrekapitulujeme hlavńı výhody a nevýhody 3+1 popisu. Výhodou je, že popis při rozděleńı
na prostor a čas je analogický tomu, který známe z klasické fyziky. Též je j́ım možné popsat
v́ıce částic a potřebujeme méně IP. Nevýhodou je, že Hamiltoniány již nejsou polynomiálńı
a poč́ıtá se tak s nimi obt́ıžněji. Běžně se též vyskytuj́ı, jak uvid́ıme dále, IP (a systémy)
obsahuj́ıćı čas.

Ještě upozorněme, že IP existuj́ıćı pro 4D Hamiltonián se do 3+1 forem převede jednoduše
tak, že se za složku hybnosti pτ (je-li v něm př́ıtomna) dosad́ı formový Hamiltonián. Proč
tomu tak je, uvid́ıme v sekci 2.3. Zde to uvád́ıme, abychom se mohli rovnou pod́ıvat na
poincaréovské IP v Diracových formách.

Nyńı již představ́ıme 5 možných voleb τ ve 4D Minkowského prostoročase, př́ıslušné Ha-
miltoniány a jejich vlastnosti. Formy maj́ı ještě daľśı charakteristiky, které nyńı neuvád́ıme
(byly např. v bakalářské práci [18]). Uvád́ıme informace, které budeme potřebovat a též
opravu těch, které byly v bakalářské práci uvedeny chybně (konkrétně šlo o výpočet Ha-
miltonián̊u tzv. hyperbolických forem).

Instantńı forma

Tato forma pracuje př́ımo s galileovským časem (tj. stejným časem, jaký se použ́ıvá v
běžném nerelativistickém popisu (1.1)), tedy

Σ : x0 = 0, τ = x0/c = t. (2.9)

Normála (2.7) v geometrických jednotkách a jej́ı součin s hybnost́ı jsou

Nµ = (1,0 ), Nµpµ = p0, (2.10)

což tedy v geometrických jednotkách odpov́ıdá pτ . Najděme ji ale převodem souřadnic
př́ımo, pak v nich vyjádřeme podmı́nku (2.2):

pτ = p0
∂x0

∂t
= cp0 ⇒ p2t/c

2 − p21 − p22 − p23 = c2, (2.11)

to nám konečně umožňuje vyjádřit Hamiltonián (vyjádř́ıme rovnou s elektromagnetickým
polem):

HI = c
√
c2 + (pAj )2 + ϕ, (2.12)
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kde ϕ = A0c. Vid́ıme, že i rozměrově to sed́ı, protože p0 = E
c
, tedy Hamiltonián má rozměr

energie a lze ho př́ımo spojit s nerelativistickou situaćı, konkrétně

lim
c→∞

(HI − c2) = h. (2.13)

Pro ucelenost ještě explicitně vypǐsme rovnici časového vývoje veličiny Q:

dQ

dt
= {HI , Q}+ ∂tQ = ∂jH

I∂jQ− ∂jQ∂jHI + ∂tQ. (2.14)

Na závěr pár komentář̊u k formě jako takové: jej́ı jasnou nevýhodou je, že se v ńı kv̊uli
odmocnině v Hamiltoniánu špatně poč́ıtá. Je ale v jistém smyslu nejpřirozeněǰśı - volba
galileovského času je nejbĺıže naš́ı

”
běžné zkušenosti“. S t́ım též souviśı skutečnost, že ne-

relativistickou limitu bude vždy nutné dělat z instantńı formy (i pokud předchoźı výpočty
byly s výhodou prováděny v jiné formě), tedy tato forma pro nás bude kĺıčová. Poin-
caréovské IP, uvažujme je pro jednoduchost bez Λ(x), maj́ı v obecných jednotkách tvar
(za p0 dosazujeme HI/c )

Qa0 = HI/c, Qaj = pj, Qωij = xipj − xjpi, Qωi0 = xiHI/c+ ctpi. (2.15)

Samozřejmě ale IP z̊ustane IP i po vynásobeńı libovolnou konstantou či odečteńı konstanty.
To také bude třeba udělat, budeme-li cht́ıt přej́ıt k limitě. Předpokládejme nyńı, že v Aj, ϕ
nevystupuje c (pokud by vystupovalo, museli bychom k systému přistoupit individuálně)
a udělejme limitu. Prvńı IP vynásob́ıme c a od výsledku odečteme c2. Naopak posledńı
IP c vyděĺıme (jinak bychom v limitě v obou př́ıpadech dostali nekonečno). Odpov́ıdaj́ıćı
nerelativistické IP pak budou

qa0 = h, qaj = pj, qωij = xipj − xjpi, qωi0 = xi + tpi. (2.16)

Frontálńı forma

Druhou hojně použ́ıvanou formou je forma frontálńı:

Σ : x0 + x3 = 0, τ =
x0 + x3

c
= t+ x3/c ≡ xp, (2.17)

kde xp je jedna z nových souřadnic. Jelikož mezi instantńı a frontálńı formou budeme
hojně převádět, naṕı̌seme si rovnou i zpětnou transformaci pro souřadnice i hybnosti mezi
pseudokartézskými souřadnicemi a souřadnicemi světelného kužele, které jsou pro frontálńı
formu přirozené:

xp = (x0 + x3)/c, xm = (x0 − x3)/c, x1 = x1, x2 = x2,

x0 = c(xp + xm)/2, x3 = c(xp − xm)/2, x1 = x1, x2 = x2,

pp = c(p0 + p3)/2, pm = c(p0 − p3)/2, p1 = p1, p2 = p2,
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p0 = (pp + pm)/c, p3 = (pp − pm)/c, p1 = p1, p2 = p2. (2.18)

(Indexy p,m znamenaj́ı plus a minus, ve většině publikaćı se př́ıslušné souřadnice znač́ı
x+, x−.) Někdy se též xp a xm zaváděj́ı vydělené

√
2. Normála je Nµ = (1, 0, 0, 1), protože

ale lež́ı na nadploše, použ́ıvá se mı́sto ńı druhý světlupodobný vektor nµ = ∂xµ

∂τ
, tj. použije

se prvńı vztah prvńı rovnice (2.18):

nµ = (1/2, 0, 0, 1/2), nµpµ =
p0 + p3

2
. (2.19)

Zbývá jen přepsat podmı́nku (2.2) do nových souřadnic:

c2 =
(pp + pm)2

c2
− p21 − p22 −

(pp − pm)2

c2
=

4pppm
c2

− p21 − p22 (2.20)

a můžeme vyjádřit Hamiltonián:

HF = c2
c2 + (pA⊥)2

4pAm
+ Ap, (2.21)

kde ⊥= 1, 2, tj. x⊥ = (x1, x2). Toto značeńı je poměrně časté, my jej ale dále využijeme
jen vzácně.

Ještě uved’me rovnici časového vývoje veličiny Q:

dQ

dxp
= {HF , Q}+ ∂pQ = ∂jH

F∂jQ− ∂jQ∂jHF + ∂pQ, (2.22)

kde j = 1, 2,m.

Dále se ještě pod́ıváme na typickou bázi poincaréovského vektorového pole v souřadnićıch
světelného kužele: 

ξp

ξm

ξ1

ξ2

 =


ap + x1ω1p + x2ω2p + xpωpm
am + x1ω1m + x2ω2m − xmωpm
a1 − x2ω12 + xpω1m/2 + xmω1p/2
a2 + x1ω12 + xpω2m/2 + xmω2p/2

 , (2.23)

tedy po dosazeńı HF za pp jsou př́ıslušné potenciálńı IP (opět ṕı̌seme bez Λ(x)):

Qa0 = HF , Qaj = pj, Qω12 = x1p2 − x2p1, Qωpm = xpHF − xmpm,

Qωip = xiHF + xmpi/2, Qωim = xipm + xppi/2, (2.24)

i = 1, 2. Na závěr je ještě dobré uvést, že jak frontálńı, tak instantńı kalibrace (tj. volba
času a práce s př́ıslušnými souřadnicemi) se použ́ıvá též ve strunové teorii [38].

Nadplochy konstantńıho času zbylých tř́ı forem jsou hyperboloidy (tj. na rozd́ıl od předchoźıch
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dvou nejsou ploché). Použ́ıvané jsou, pokud je nám známo, podstatně méně než předešlé
dvě. Občas se objevuje forma bodová, kterou odvodil už Dirac [8], zbylé dvě vystupuj́ı
např. v [20], avšak ve zcela jiném kontextu, než je ten náš. I když je z nich nejpouž́ıvaněǰśı
forma bodová, začneme

”
z opačného konce“, totiž nejjednodušš́ı hyperbolickou formou.

Do těchto forem nebudeme převádět poincaréovské vektorové pole. Důvodem je jednak, že
tyto formy využijeme méně hojně (jen ve 2+1 rozštěpeńı některých separabilńıch systémů
v Kap. 5), pole je poměrně komplikované a předevš́ım to, že tyto formy nemaj́ı žádné

”
pre-

ferované souřadnice“, jako jsou instantńı formy pseudokartézské a u frontálńı souřadnice
světelného kužele. Zde zvoĺıme jistou parametrizaci, resp. adaptované souřadnice u všech
forem podobné, možnost́ı je ale v́ıce. Posledńı poznámka se týká parametru a, který se v
nich vyskytuje. Tento může být zvolen i nulový [12], počet tzv. kinematických generátor̊u
(tj. vlastně počet prvk̊u grupy stability) se t́ım ale snižuje a τ muśı být kladné. To pro nás
nicméně problém nebude.

H2

Forma, kterou uvád́ıme jako prvńı z hyperbolických nemá, pokud v́ıme, zavedeného po-
jmenováńı, nazýváme ji proto H2. Obecně je dána kalibraćı

Σ : x20 − (x1)2 = 0, τ =
√
t2 − (x1)2/c2 − a2/c2. (2.25)

Zde, jak jsme již uvedli, budeme brát a = 0. Parametrizaci voĺıme:

x0 = τc cosh(ω), x1 = τc sinh(ω), x2 = x2, x3 = x3,

τ =
√

(x0)2/c2 − (x1)2/c2, ω = arctanh
x1

x0
, x2 = x2, x3 = x3. (2.26)

Tedy převod hybnost́ı (uvád́ıme jen směr, který dále použijeme):

p0 = cosh(ω)pτ/c− sinh(ω)pω/cτ p1 = − sinh(ω)pτ/c+ cosh(ω)pω/cτ,

p2 = p2, p3 = p3. (2.27)

Normála a jej́ı součin s hybnostmi v obecných jednotkách je

Nµ = (cosh(ω),− sinh(ω), 0, 0), Nµpµ = cosh(ω)p0 + sinh(ω)p1. (2.28)

To odpov́ıdá pτ . Převedeme podmı́nku (2.2) do nových souřadnic a vyjádř́ıme Hamiltonián:

c2 = (cosh(ω)pτ/c− sinh(ω)pω/cτ)2 − (− sinh(ω)pτ/c+ cosh(ω)pω/cτ)2 − p22 − p23 =

= p2τ/c
2 − p2ω/(τc)2 − p22 − p23, (2.29)

HH2 = pτ = c
√
c2 + p2ω/(τc)

2 + p22 + p23. (2.30)

U této formy si ještě předvedeme parametrizaci s nenulovým a: tato může být např. tvaru

x0 = c(τ + a) cosh(ω) + c
√

2aτ sinh(ω), x1 = c(τ + a) sinh(ω) + c
√

2aτ cosh(ω),

x2 = x2, x3 = x3 (2.31)

a zcela analogicky pro ostatńı hyperbolické formy. Jak již ale bylo zmı́něno, nebudeme ji
zde využ́ıvat.
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H1

Druhá z hyperbolických forem opět, pokud v́ıme, nemá zavedený název, zde ji proto budeme
označovat jako formu H1. Je dána

Σ : x20 − x2⊥ = 0, τ =
√
t2 − x2⊥/c2 − a2/c2 (2.32)

(připomı́náme ⊥= 1, 2). Pro a = 0 zvoĺıme parametrizaci

x0 = τc coshω, x1 = τc sinhω cos θ, x2 = τc sinhω sin θ, x3 = x3,

τ =
√
t2 − x2⊥/c2, θ = arctan

x2

x1
, ω = arcosh

x0

c
√
t2 − x2⊥/c2

. (2.33)

Převod hybnosti
p0 = cosh(ω)pτ/c− sinh(ω)pω/cτ,

p1 = − sinhω cos θpτ/c+ coshω cos θpω/cτ − sin θpθ/τc sinhω,

p2 = − sinhω sin θpτ/c+ coshω sin θpω/cτ + cos θpθ/τc sinhω, p3 = p3. (2.34)

Dále spočtěme normálu a jej́ı součin s hybnost́ı v geometrických jednotkách

Nµ = (cosh(ω),− sinhω cos θ,− sinhω sin θ, 0),

Nµpµ = p0 cosh(ω) + p1 sinhω cos θ + p2 sinhω sin θ, (2.35)

což opět odpov́ıdá pτ Podmı́nka (2.2) a Hamiltonián je

c2 = p2τ/c
2 − p2ω/(cτ)2 − p2θ/(cτ sinhω)2 − p23, (2.36)

HH1 = c
√
c2 + p2ω/(cτ)2 + p2θ/(cτ sinhω)2 + p23. (2.37)

Bodová forma

Posledńı z hyperbolických forem, bodová, je dána

Σ : x20 − x 2 = 0, τ =
√
t2 − x 2/c2 − a2/c2. (2.38)

Parametrizaci pro a = 0 zvoĺıme v souladu s [12] jako

x0 = τc coshω, x1 = τc sinhω sin θ cosφ, x2 = τc sinhω sin θ sinφ, x3 = τc sinhω cos θ,

τ =
√
t2 − x 2/c2, φ = arctan

x2

x1
,

ω = arccosh
x0

c
√
t2 − x 2/c2

, θ = arctan

√
(x1)2 + (x2)2

(x3)2
. (2.39)
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Hybnosti se převedou jako

p0 = cosh(ω)pτ/c− sinh(ω)pω/cτ, p1 = − sinhω sin θ cosφpτ/c+ coshω sin θ cosφpω/cτ+

+ cosφ cos θpθ/τc sinhω − sinφpφ/τc sinhω sin θ, p2 = − sinhω sin θ sinφpτ/c+

+ coshω sin θ sinφpω/cτ + sinφ cos θpθ/τc sinhω + cosφpφ/cτ sinhω sin θ,

p3 = − sinhω cos θpτ/c+ coshω cos θpω/cτ − sin θpθ/cτ sinhω. (2.40)

Normála a jej́ı součin s hybnost́ı je

Nµ = (cosh(ω),− sinhω sin θ cosφ,− sinhω sin θ sinφ,− sinhω cos θ),

Nµpµ = cosh(ω)p0 + sinhω sin θ cosφp1 + sinhω sin θ sinφp2 + sinhω cos θp3, (2.41)

což opět odpov́ıdá pτ . Konečně podmı́nka (2.2) a Hamiltonián je

c2 = p2τ/c
2 − p2ω/(τc)2 − p2θ/(τc sinhω)2 − p2φ/(τc sinhω sin θ)2, (2.42)

HB = c
√
c2 + p2ω/(τc)

2 + p2θ/(τc sinhω)2 + p2φ/(τc sinhω sin θ)2. (2.43)

Celkem vid́ıme, že Hamiltoniány všech hyperbolických forem maj́ı podobnou strukturu a
jsou všechny časově závislé i pro volnou částici.

Než formy opust́ıme, ještě poznámku - při jejich zkoumáńı jsme uvažovali čtyřdimezionálńı
Minkowského prostoročas. Obecně lze ale ř́ıci, že podgrupy Poincarého grupy a požadavky
na nadplochy konstantńıho času vytvoř́ı podobnou strukturu i v jiných dimenźıch. Vždy
budeme mı́t analog instantńı a frontálńı formy a n hyperbolických forem, kde n je počet
prostorových rozměr̊u. Zda ale nemohou ve vyšš́ıch dimenźıch přibýt ještě daľśı formy, jej́ıž
analogie ve 4D neńı, by vyžadovala daľśı zkoumáńı.

2.2 (Super)integrabilita

Na tomto mı́stě provedeme krátký souhrn toho, co se př́ımo týká speciálně relativistické
(super)integrability. Pokud je nám známo, superintegrabilita v Diracových formách byla
poprvé studována v článku [13], který zkoumá elektromagnetický potenciál a následně v
[1], který se věnuje skalárńımu potenciálu, pracuje tedy s tzv. dynamickou hmotnost́ı

m(x) = m0 + V (x), (2.44)

kde V (x) je skalárńı pole. Hamiltonián v Diracových formách se pak vyjadřuje z dynamické
obdoby (2.2), tj.

pµpµ = m2(x)⇒ HI =
√
p2j +m2(x)

(analogicky pro ostatńı formy). Symetrie (a tedy i IP), které lze v tomto popisu hledat
pocházej́ı z invarianćı v̊uči konformńı grupě (tj. k Poincarého grupě přibývá ještě daľśıch 5
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parametr̊u). Jelikož ale skalárńı pole neńı v centru našeho zájmu, opust́ıme tuto problema-
tiku a přejdeme k článku [13]. Nejprve poznámka k notaci: tento článek použ́ıvá definici
superintegrability tak, jak jsme ji vyslovili v Kapitole 1, ovšem nijak nerozlǐsuje časovou
(ne)závislost systémů ani IP, tj. definice je shodná, d̊usledky, které se s ńı poj́ı v časově
závislém př́ıpadě nikoli.

Článek [13] se po krátkém vyložeńı relativistické dynamiky v Diracových formách a in-
formaćı o Poincaréově grupě (vztah (2.4), tvary IP) věnuje pěti systémům vyjádřeným ve
frontálńı či instantńı formě. Nejprve uvád́ı př́ıpad planárńıch vln, tj. A1(x

p), A2(x
p), Ap =

0 = Am maj́ıćıch 5 poincaréovských IP, řešeńı systému vyžaduje jednu integraci. Druhý
př́ıpad je označovaný jako TM-mode model, ten je přehledněǰśı zapsat pomoćı poĺı jako
E = ε(xp)(x1, x2, xp), B = ε(xp)(x2,−x1, 0). Tento systém má 4 poincaréovské IP, dále
se v článku ukazuje, že existuje ještě pátý IP, nalezený pomoćı ansatz na jeho tvar Q =
f 1p1 + f 2p2 + f 3, kde f j = f j(x, pm) (pro obecnou ε(xp) vyjádřený v integrálńım tvaru),
pomoćı těchto IP je pak v článku ukázána řešitelnost systému. Třet́ım př́ıkladem je tzv.
undulátor, vyjádřený v instantńı formě jako B = B0(cosωx3, sinωx3, 0) maj́ıćı čtyři poin-
caréovské IP. Z chováńı Hamiltonových rovnic je pak ukázáno, že existuje ještě pátý IP,
nepolynomiálńı v hybnostech.

Následuje kapitola článku, která se zabývá systémy maj́ıćımi méně než 3 poincaréovské
IP. Prvńı je nazvaný jako helikálńı boost, pole jsou tvaru E = F0(x

2, x1 − (xp)2ω, 0),
B = F0(x

1 − (xp)2ω,−x2, 0). Tento systém má dva poincaréovské IP. Ansatz Q = f 1p1 +
f 2p2 + f 3 ale ukazuje, že existuj́ı daľśı. Druhým systémem jsou tzv. v́ırové paprsky tvaru
A1 = B0(x

1 sinφ − x2 cosφ), A2 = B0(−x1 cosφ − x2 sinφ), kde φ = ωxp, které maj́ı dva
poicaréovské IP, dá se však ukázat př́ıtomnost daľśıch tř́ı IP.

Objevuj́ı se však též články, které studuj́ı (super)integrabilitu v kovariantńım popisu.
Př́ıkladem je [30], kde se mezi Liénard-Wiechertovými potenciály ve 4D Minkowského
prostoročasu hledaj́ı ty, které maj́ı separabilńı HJR (tedy jsou i integrabilńı).

Sama autorka se pak problematice věnovala v bakalářské práci a výzkumném úkolu [18, 19].
V prvńım př́ıpadě šlo hlavně o relativistickou obdobu (náhodně vybraných) systémů, o
nichž je známo, že jsou nerelativisticky superintegrabilńı. V relativistických př́ıpadech bylo
typicky nalezeno stejně nebo méně IP než v klasickém, běžně se též objevovaly IP ob-
sahuj́ıćı čas. Na několika mı́stech, kde byl počet IP nižš́ı, byla nalezena, či alespoň na-
značena úprava čtyřpotenciálu, která by jej zvýšila. Dále bylo nalezeno několik př́ıklad̊u
(super)integrabilńıch systémů ve frontálńı formě, nešlo však o systematický pr̊uzkum a
většina tak nebyla př́ılǐs složitá.

Ve druhém př́ıpadě [19] šlo hlavně o časově nezávislé separabilńı systémy ve 3+1. Ani zde
však nešlo vyloženě o systematické hledáńı, systematické bylo základńı rozděleńı, kde se
ukázalo, že separabilita v Diracových formách (vynecháváme-li časovou závislost) je ekvi-
valentńı separabilitě ve 4D, rozdělily se základńı typy čtyřpotenciál̊u podle (ne)př́ıtomnosti
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Aj a při jeho př́ıtomnosti dle chováńı A0. Byla nalezena řada př́ıklad̊u separabilńıch
systémů a jejich IP v r̊uzných ze 11 možných souřadných systémů (kde se separuje geode-
tický Hamiltonián, souřadnic se separabilńımi potenciály je ale méně). U instantńı formy
kartézských souřadnic a frontálńı formy souřadnic světelného kužele byly systematicky
nalezeny všechny.

2.3 4D vs 3+1 popis

Již jsme uvedli, že je někdy výhodné (či dokonce nutné) pracovat v Diracových formách
a někdy naopak v kovariantńım popisu. Vztah IP ve 4D a 3+1 popisu jsme zat́ım jen
naznačili. V této sekci prozkoumáme vztah těchto dvou popis̊u v́ıce, předevš́ım z hlediska
IP. Ukáže se, že rovnice pro zachováńı IP a involuci IP jsou shodné ve 4D popisu i ve
formách (když za časovou složku hybnosti dosad́ıme př́ıslušný Hamiltonián). S výhodou
později využijeme př́ıstup, kdy poč́ıtáme ve 4D a do 3+1 se převede až výsledek.

Začneme zachováńım IP. Mějme 4D Hamiltonián (2.1) a obecný IP Q(x, p), který dosad́ıme
do rovnice časového vývoje ve 4D, tj. (2.3). Máme tedy

0
!

=
∂H4D

∂x0
∂Q

∂p0
+
∂H4D

∂xj
∂Q

∂pj
− ∂Q

∂x0
∂H4D

∂p0
− ∂Q

∂xj
∂H4D

∂pj
=

= 2

[
pAj
∂Aj
∂x0
− pA0

∂A0

∂x0

]
∂Q

∂p0
+ 2

[
pAj
∂Aj
∂xj
− pA0

∂A0

∂xj

]
∂Q

∂pj
− 2pA0

∂Q

∂x0
+ 2pAj

∂Q

∂xj
=

nyńı dosad’me za p0 z (2.2) a označme rovnou jako HI . Vhodné by bylo sṕı̌se označeńı
∂Q
∂p0
|p0=HI , zde ale kv̊uli snazš́ı manipulaci toto vyč́ısleńı označ́ıme jen ∂Q

∂HI . Dále označ́ıme

HI − A0 ≡
√

1 + (pAj )2 jako
√
..., pokračujeme tedy

= 2

([
pAj
∂A1

∂x0
−√...∂A0

∂x0

]
∂Q

∂HI
+

[
pAj
∂Aj
∂xj
−√...∂A0

∂xj

]
∂Q

∂pj
−√... ∂Q

∂x0
+ pAj

∂Q

∂xj

)
=

= 2

[
pAj

(
∂Aj
∂x0

∂Q

∂HI
+
∂Aj
∂xj

∂Q

∂pj
+
∂Q

∂xj

)
−√...

(
∂A0

∂x0
∂Q

∂HI
+
∂A0

∂xj
∂Q

∂pj
+
∂Q

∂x0

)]
. (2.45)

Nyńı porovnejme s (2.14), kde bereme Q jako funkci Q(x0,x ,p, HI) a označ́ıme jako ∂̃
derivaci, která nezohledňuje závislost v HI (tu zpracujeme separátně), tj. např. pro Q =

HI(x, p)x1 + p1x
0 bude ∂̃Q

∂̃p1
= x0. Pak máme

0
!

=
∂HI

∂xj
∂Q

∂pj
− ∂Q

∂xj
∂HI

∂pj
+
∂Q

∂x0
=
∂HI

∂xj

(
∂̃Q

∂̃pj
+

∂Q

∂HI

∂HI

∂pj

)
−

(
∂̃Q

∂̃xj
+

∂Q

∂HI

∂HI

∂xj

)
∂HI

∂pj
+

+
∂̃Q

∂̃x0
+

∂Q

∂HI

∂HI

∂x0
=

(
−
pAj√
...

∂Aj
∂xj

+
∂A0

∂xj

)(
∂̃Q

∂̃pj
+

∂Q

∂HI

pAj√
...

)
−
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−

(
∂̃Q

∂̃xj
+

∂Q

∂HI

[
−
pAj√
...

∂Aj
∂xj

+
∂A0

∂xj

])
pAj√
...

+
∂̃Q

∂̃x0
+

∂Q

∂HI

(
−
pAj√
...

∂Aj
∂x0

+
∂A0

∂x0

)
=

= −
pAj√
...

(
∂Aj
∂xj

∂Q

∂pj
+
∂̃Q

∂̃xj
+
∂Aj
∂x0

∂Q

∂HI

)
+
∂A0

∂xj
∂Q

∂pj
+
∂̃Q

∂̃x0
+
∂A0

∂x0
∂Q

∂HI
. (2.46)

Pokud rovnici (2.46) vynásob́ıme −2
√
..., dostáváme přesně rovnici (2.45). IP se ze 4D

do instantńı formy tedy skutečně (při dosazeńı za p0) přenášej́ı. Analogické procedury lze
provést i s ostatńımi formami.

Nyńı se pod́ıvejme na involuci. Obecně si Poissonovy závorky dvou veličin ve 4D a ve
3+1 po dosazeńı za časovou složku hybnosti neodpov́ıdaj́ı. Ukazuje se ale, že pokud se
pohybujeme na úrovni IP, involuce se zachovává. I v př́ıpadě, že tyto IP v involuci nejsou,
z̊ustane jejich Lieova/Poissonova závorka formálně shodná (při dosazeńı formového Ha-
miltoniánu za př́ıslušnou složku hybnosti). Pod́ıvejme se, jak vypadá Poissonova závorka
dvou veličin v Diracově formě a jak ji lze spojit s jej́ım kovariantńım protěǰskem. Notace
je shodná jako v předchoźım odvozováńı:

{Q1, Q2}3+1 =
∂Q1

∂xj
∂Q2

∂pj
− ∂Q2

∂xj
∂Q1

∂pj
=

=

(
∂̃Q1

∂̃xj
+
∂Q1

∂HI

∂HI

∂xj

)(
∂̃Q2

∂̃pj
+
∂Q2

∂HI

∂HI

∂pj

)
−

(
∂̃Q2

∂̃xj
+
∂Q2

∂HI

∂HI

∂xj

)(
∂̃Q1

∂̃pj
+
∂Q1

∂HI

∂HI

∂pj

)
=

=
∂̃Q1

∂̃xj
∂̃Q2

∂̃pj
− ∂̃Q2

∂̃xj
∂̃Q1

∂̃pj
− ∂Q2

∂HI

(
∂HI

∂xj
∂̃Q1

∂̃pj
− ∂̃Q1

∂̃xj
∂HI

∂pj

)
+
∂Q1

∂HI

(
∂HI

∂xj
∂̃Q2

∂̃pj
− ∂̃Q2

∂̃xj
∂HI

∂pj

)
=

=
∂̃Q1

∂̃xj
∂̃Q2

∂̃pj
− ∂̃Q2

∂̃xj
∂̃Q1

∂̃pj
+
∂Q2

∂HI

∂Q1

∂x0
− ∂Q1

∂HI

∂Q2

∂x0
=

=
∂̃Q1

∂̃xj
∂̃Q2

∂̃pj
− ∂̃Q2

∂̃xj
∂̃Q1

∂̃pj
+
∂Q2

∂HI

(
∂̃Q1

∂̃x0
+
∂Q1

∂HI

∂HI

∂x0

)
− ∂Q1

∂HI

(
∂̃Q2

∂̃x0
+
∂Q2

∂HI

∂HI

∂x0

)
=

=
∂̃Q1

∂̃xj
∂̃Q2

∂̃pj
− ∂̃Q2

∂̃xj
∂̃Q1

∂̃pj
+
∂̃Q1

∂̃x0
∂Q2

∂HI
− ∂̃Q2

∂̃x0
∂Q1

∂HI
=

=
∂̃Q1

∂̃xj
∂̃Q2

∂̃pj
− ∂̃Q2

∂̃xj
∂̃Q1

∂̃pj
+
∂̃Q1

∂̃x0
∂Q2

∂p0
− ∂̃Q2

∂̃x0
∂Q1

∂p0
= {Q1, Q2}4. (2.47)

Při upravováńı se za druhým rovńıtkem dva členy vzájemně odečetly. Za třet́ım jsme použili
předpoklad, že Qi jsou IP, tj. dosadili jsme z (2.14). Za předposledńım rovńıtkem jsme opět
použili p0 = HI , byt’ jde o mı́rné zneužit́ı notace, zde je význam stejný - výraz před t́ımto
rovńıtkem již nijak nezohledňuje př́ıpadnou vnitřńı strukturu HI .
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Typický př́ıklad výše uvedených převod̊u jsou Q1 = p0x
1 + p1x

1 a Q2 = p2 jsou zjevně
ve 4D v involuci. Po přechodu do instantńı formy přejdou na Q1 = HIx1 + p1x

0 a Q2 = p2,
ty už automaticky v involuci nejsou. Budou ale, pokud HI nezáviśı na x2 a to je právě
podmı́nka na to, že Q2 = p2 je IP. Zachováńı se též přenáš́ı, u Q2 je to jasné - když na
x2 nezáviśı jeden z H4D, HI , pak ani druhý. S Q1 se to má následovně: ve 4D je rovnice
zachováńı (2.3) polynom prvńıho řádu, požadavek na nulovost koeficient̊u všech hybnost́ı
nám dá rovnice, které muśıme splnit. Nultý řád již nic nového nedodává. Ve 3+1 je rovnice
zachováńı (2.14) výrazem, který lze rozdělit na část násobenou odmocninou

√
... a část bez

ńı. Část bez ńı je polynom nultého řádu a požadavek nulovosti dá právě rovnici shodnou
s rovnićı pocházej́ıćı z požadavku nulovosti koeficientu p0 ve 4D verzi. Část násobená od-
mocninou je polynom prvńıho řádu v prostorových hybnostech, koeficienty jsou shodné s
těmi ve 4D verzi. Nultý řád už opět nepřináš́ı nové nezávislé rovnice. Analogicky to bude
u jiných IP.

Poznatky z této sekce nám ř́ıkaj́ı d̊uležitou věc, totiž že integrabilita v obou popisech je
ekvivalentńı. V kapitole 4 a 5 to využijeme: budeme hledat pro Minkowského prostoročas
o dvou prostorových rozměrech dva nezávislé IP v involuci. To zaruč́ı integrabilitu ve 3D
popisu, kde třet́ım potřebným IP bude 3D Hamiltonián, ale i ve 2+1 popisu, kdy takové
dva IP na integrabilitu stač́ı.
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Kapitola 3

Struktura IP prvńıho a druhého řádu

V této kapitole prozkoumáme obecnou strukturu IP prvńıho a druhého řádu v hybnos-
tech - urč́ıme rovnice podmiňuj́ıćı jejich zachováńı, porovnáme je s klasickými a vyvod́ıme
z nich možnosti klasifikace integrabilńıch systémů, př́ıpadně hledáńı jejich superintegra-
bilńıch podpř́ıpad̊u v daľśıch kapitolách. Kv̊uli snazš́ımu vyjádřeńı budeme pracovat na
Minkowského prostoročase (tj. v kovariantńım popisu), z minulé kapitoly v́ıme, že rovnice
jsou po potřebných úpravách shodné s těmi, které bychom dostali v Diracových formách.
Poč́ıtat budeme v pseudokartézských souřadnićıch. Použijeme vyjádřeńı IP pomoćı pAµ ,
to nám, jak uvid́ıme, umožńı formulovat rovnice v termı́nech Fµν , což je výhodněǰśı a
přehledněǰśı. Protože porovnáváme s klasickou situaćı, budeme poč́ıtat v c 6= 1. Tam, kde
se rovnice lǐśı dle rozměru prostoročasu, v němž poč́ıtáme, předpokládejme, že se jedná
o 4D Minkowského, bude ale vidět, že tvar rovnic v jiném počtu prostorových dimenźıch
(zejména dvou, které budeme potřebovat dále) je zcela analogický. (V př́ıpadě 3D Min-
kowského se jednoduše

”
vyškrtá“ vše, co obsahuje třet́ı prostorový index.)

3.1 Prvńı řád

Předpokládejme tedy zcela obecný systém s Hamiltoniánem (2.1) a předpokládejme IP
lineárńı v hybnostech

Q = pAµ f
µ(x) + f(x). (3.1)

Jako IP muśı Q splňovat (2.3), což je polynom druhého řádu v hybnostech, přičemž koe-
ficient každé kombinace mocnin hybnost́ı muśı být nulový. Rovnice, jež to zaruč́ı, nyńı
vyṕı̌seme (přičemž ignorujeme př́ıpadné konstanty před rovnicemi). Upozorňujeme, že ve
výpisech rovnic se přes opakované indexy nesč́ıtá. Následuj́ıćı rovnice vznikaj́ı z požadavku
na nulovost koeficient̊u druhých mocnin:

p2µ : ∂µf
µ = 0, pjpi : ∂if

j + ∂jf
i = 0, p0pi : ∂if

0 − ∂0f i = 0. (3.2)

Tyto rovnice lze jednoduše vyřešit. Výsledkem je, že členy prvńıho řádu v hybnostech
(3.1) jsou tvaru libovolné lineárńı kombinace prvk̊u Poincarého algebry (2.4). Zahrneme-
li rovnice (3.2) do (2.3), zbývaj́ı nám požadavky na nulovost koeficient̊u prvńıch mocnin
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hybnosti. Ty dávaj́ı rovnice

pµ : f νFνµ + fκFκµ + fλFλµ + ∂µf = 0. (3.3)

Zahrneme-li do (2.3) i tyto rovnice, výsledný polynom je už nulový (tj. koeficienty nultých
mocnin jsou již nulové automaticky). Ještě drobný komentář k rovnici (3.3): pokud µ = 0,
jedná se po vynásobeńı c o rovnici, v ńıž vystupuj́ı složky E a žádné c v ńı nefiguruje
(∂0 = ∂t

∂x0
∂t = ∂t/c). Pokud ale µ = i, v jednom ze člen̊u se objevuje E i/c. (Viz (1.2))

Nyńı bychom rádi situaci porovnali s klasickou. O té v́ıme např. z [24], že při ansatz
q = pAj f

j(x ) + f(x ) vycháźı lineárńı kombinace eukleidovských IP. Je ale otázkou, s
č́ım vlastně porovnávat v naš́ı situaci - v́ıme, že při přechodu od Minkowského do in-
stantńı formy se dosazuje za p0 Hamiltonián HI . Ten pak v přechodu ke klasickému popisu
přejde na klasický Hamiltonián h. Zahrňme tedy do ansatz i ten. Taktéž zahrneme časovou
závislost (v́ıme, že časové IP nezmiźı). Ansatz (při tvaru Hamiltoniánu (1.1)) má tedy tvar

q = hϕf t(x , t) + pAj f
j(x , t) + f(x , t), (3.4)

kde hϕ = h− ϕ, přičemž q muśı splňovat (1.3). Třet́ı mocniny dávaj́ı jednoduše rovnice

p3j : ∂jf
t = 0, (3.5)

všechny ostatńı kombinace třet́ıch mocnin tyto rovnice jen opakuj́ı. Po jejich zohledněńı se
dostáváme k druhým mocninám:

p2i : ∂tf
t − 2∂if

i = 0, pipj : ∂jf
i + ∂if

j = 0. (3.6)

Rovnice (3.5) a (3.6) maj́ı řešeńı v podobně kombinace eukleidovských IP s předfaktorem
ve formě libovolné funkce času, tj. f li(t)li a fpi(t)pi a IP tvaru 2f t(t)h + ∂tf

txipi. Když
zahrneme i rovnice (3.6), v (1.3) zbývaj́ı prvńı mocniny, př́ıslušné rovnice jsou

pi : cFi0f
t + Fijf

j + Fikf
k + ∂tf

i − ∂if = 0. (3.7)

Po jejich zahrnut́ı stále zbývá nenulový koeficient nulté mocniny, konkrétně

f icFi0 + f jcFj0 + fkcFk0 + ∂tf = 0. (3.8)

(Rovnice jsme napsali v termı́nech Fµν , aby se lépe porovnávaly s relativistickými, upo-
zorňujeme, že v těchto rovnićıch nikde c nevystupuje, nebot’ cFi0 = cEi/c = Ei.) Po-
rovnejme nyńı rovnice, které jsme dostali, s těmi relativistickými (3.3)-(3.2). Rozd́ıl mezi
nejvyšš́ımi mocninami (resp. řešeńım (3.2) a (3.6) jsme již popsali, v prvńım př́ıpadě jde o
poincaréovské IP, v druhém o eukleidovské). Dále je vidět, že rovnice (3.8) a rovnice (3.3)
s µ = 0 pro komponenty E jsou shodné. Pro µ = i budou ale shodné pouze pokud nebude
uvažována časová závislost f i a bude-li cf 0 = f t. Z toho plyne, že prostorové hybnosti a
momenty hybnosti se zachovávaj́ı v klasickém i relativistickém př́ıpadě za stejných okol-
nost́ı.

Celkově jsou též výsledky konsistentńı s dř́ıve diskutovanými limitami poincaréovských
IP (bez Λ), totiž že eukleidovské IP se shoduj́ı, limitou HI−c2 je h (ten dostáváme, pokud
f t je konstanta) a boostové IP přecháźı na xi + tpi.
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3.2 Druhý řád

V této sekci budeme studovat integrabilitu ve druhém řádu. Podobně jako v předchoźı
kapitole začneme zcela obecně - rovnicemi pro zachováńı obecného IP druhého řádu.
Předpokládejme tedy

Q = pAµp
A
ν f

µν(x) + pAµ f
µ(x) + f(x), (3.9)

dosad́ıme do (2.3) a vyjádř́ıme v termı́nech Fµν . Už z tohoto je jasné, že je problém poměrně
komplexńı - pracujeme-li na 4D Minkowském, hledáme 15 funkćı a k tomu šest složek Fµν
(pro 3D Minkowského pak 10 funkćı a tři složky). Dostáváme polynom třet́ıho řádu v
hybnostech, veškeré koeficienty muśı být nulové. Výsledné rovnice vyṕı̌seme, začneme se
třet́ımi mocninami (př́ıpadné multiplikativńı předfaktory nezohledňujeme), přes opakované
indexy se nesč́ıtá:

p3µ : ∂µf
µµ = 0, p20pj : ∂jf

00−∂0f 0j = 0, p2jp0 : ∂jf
0j−∂0f jj = 0, p2i pj : ∂if

ij+∂jf
ii = 0,

p0pipj : ∂jf
0i + ∂if

0j − ∂0f ij = 0, pipjpk : ∂if
jk + ∂jf

ik + ∂kfij = 0. (3.10)

Těchto 20 rovnic pro 4D, resp. 10 pro 3D (tam nemáme posledńı typ ve výčtu) lze již na
této úrovni vyřešit. Zjǐst’ujeme, že výsledkem jsou libovolné lineárńı kombinace součin̊u
dvojic prvk̊u Poincarého algebry, tj. pro 4D jde o 50 konstant, pro 3D je jich však pouze
20. Pokračujme rovnicemi plynoućımi z požadavku na nulovost druhých mocnin hybnosti.
Zahrneme-li rovnice (3.10) do rovnice zachováńı (3.9), dostáváme

p2µ : Fµνf
µν + Fµκf

µκ + Fµλf
µλ + ∂µf

µ = 0,

p0pj : Fk0f
ik + Fj0f

ij + Fikf
0k + Fijf

0j + 2(f 00 + f ii) + ∂0f
i − ∂if 0 = 0,

pipj : Fjkf
ik + Fj0f

0i + Fikf
jk + 2(f jj − f ii)Fij + Fi0f

0j − ∂jf i − ∂if j = 0, (3.11)

tj. 10 rovnic pro 4D, resp. 6 pro 3D. Po jejich zahrnut́ı se můžeme pod́ıvat na rovnice pro
prvńı mocniny:

pµ : ∂µf + f νFνµ + fκFκµ + fλFλµ = 0. (3.12)

Pokud zahrneme tyto 4 (resp. 3) rovnice, dostáváme nulu, tedy koeficienty u nultých moc-
nin jsou už nulové automaticky.

Nyńı se opět pod́ıváme na klasický př́ıpad, zde již pro zjednodušeńı vezmeme předpokládaný
tvar IP pouze ve tvaru

q = pAi p
A
j f

ij(x , t) + pAj f
j(x , t) + f(x , t), (3.13)

čińıme tak kv̊uli zjednodušeńı, ale také kv̊uli tomu, že druhá mocnina HI dává pouze členy
druhého a prvńıho řádu v hybnostech (o odmocninu, kterou rozv́ıj́ıme), což odpov́ıdá prvńı
mocnině h. Tedy nepotřebujeme zahrnovat druhou mocninu h, aby se nám objevily limity
hlavńıch relativistických IP, které chceme. V této notaci jsou rovnice nejvyšš́ıch (tj. třet́ıch)
mocnin

p3i : ∂if
ii = 0, p2i pj : ∂if

ij + ∂jf
ii = 0, pipjpk : ∂kf

ij + ∂jf
ik + ∂if

jk = 0. (3.14)
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Při jejich zohledněńı se v druhých mocninách objev́ı rovnice

p2i : f ijFij + f ikFik + ∂tf
ii − ∂if i = 0,

pipj : f jkFik + f ikFjk + 2(f jj − f ii)Fij + ∂tf
ij − ∂if j − ∂jf i = 0. (3.15)

Při jejich zohledněńı rovnice prvńıho řádu jsou

∂tf
i − ∂if + 2f iicFi0 + f ijcFj0 + f ikcFk0 + fjFij + fkFik = 0. (3.16)

Po jejich zohledněńı zbývá pouze nultá mocnina, která je tvaru

ficFi0 + fjcFj0 + fkcFk0 = 0. (3.17)

Můžeme se opět pod́ıvat na řešeńı rovnic (3.14), tj. jak vypadaj́ı členy nejvyšš́ıch řád̊u.
Nepřekvapivě se jedná o lineárńı kombinace násobk̊u dvojic prvk̊u Eukleidovy algebry (tj.
hybnost́ı a moment̊u hybnost́ı), kde ale koeficienty kombinace nejsou konstanty, nýbrž
funkce času. Těchto funkćı je v př́ıpadě 3D prostoru 20, v př́ıpadě 2D pouze 6.

Porovnejme ještě rovnice (3.10)-(3.12) s (3.14)-(3.17). Rozd́ıl mezi nejvyšš́ımi mocninami
(a jejich řešeńım) jsme již okomentovali. Rovnice jsou poměrně značně odlǐsné, podobnosti
se však najdou: např. rovnice (3.12) pro µ = 0 je stejná jako (3.17), pokud f neńı závislá
na čase. Podobné, i když složitěǰśı vztahy lze vypozorovat i u ostatńıch rovnic, zdá se však,
že společné IP jsou značně

”
okleštěné“, obecně se tedy IP druhého řádu v relativistickém

a nerelativistickém př́ıpadě značně lǐśı.
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Kapitola 4

Integrabilita prvńıho řádu

V předcházej́ıćı kapitole jsme zjistili, že všechny potenciálńı IP prvńıho řádu maj́ı obecně
tvar prvk̊u Poincarého algebry sečtenými s funkćı souřadnic (určenou (2.4), jak v́ıme z 2.
kapitoly). To nám př́ımo nab́ıźı zp̊usob klasifikace systémů integrabilńıch v prvńım řádu -
jednoduše potřebujeme znát abelovské podalgebry 4D resp. 3D Poincarého algebry rozměru
3 resp. 2 (pro tři či dva prostorové rozměry). Následně budeme požadovat zachováńı a in-
voluci př́ıslušných IP. T́ım nalezneme tvar systémů zachovávaj́ıćıch tyto veličiny. Tyto
systémy budou vzájemně neekvivalentńı a veškeré ostatńı systémy by pak mělo být možno
převést na jeden z nalezených v klasifikaci - IP systémů převedeme podobnostńı transfor-
maćı na jednu z dvojic/trojic z klasifikace a př́ıslušné grupové transformace pak budou
těmi, který systém sám převede na jeden z tvar̊u systémů v klasifikaci.

Než se vyjádř́ıme ke klasifikaci, upozorňujeme, že v klasickém př́ıpadě je situace zcela
analogická - mı́sto Poincarého grupy/algebry se použ́ıvá grupa/algebra Eukleidova. Jej́ı
podagebry jsou známy a s integrabilitou prvńıho řádu ve třech rozměrech se pracuje např.
v [24], kde se, podobně jako to zde uděláme my, hledaj́ı systémy zachovávaj́ıćı IP př́ıslušné
jednotlivým podalgebrám a hledaj́ı se speciálńı superintegrabilńı př́ıpady.

4.1 Klasifikce abelovských podgrup Poincarého alge-

bry

Pro klasifikace podgrup/podalgeber existuje
”
kuchařka“ prezentovaná např. v [34]. V článku

[35] lze nalézt přehledy podalgeber 4D Poincarého grupy, včetně trojrozměrných, které
potřebujeme. Z těch stač́ı vybrat ty abelovské a máme hotovo. Jelikož však potřebujeme
též 3D Poincarého grupu a jelikož je též vhodné detailněji popsat Poincarého grupu a upev-
nit notaci, naznač́ıme zde zjednodušenou verzi jej́ı klasifikace. Vı́ce konkrétně o Poincarého
grupě lze nalézt např. v [10].

Začněme t́ım, co vlastně je Poincarého algebra. Ve 3D má ve standardńı bázi generátory
L, K1, K2, P0, P1, P2, kde L = x1p2−x2p1, Ki = x0pi +xip0 (Pj jsou standardńı hybnosti,
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kv̊uli konsistenci je, pokud mluv́ıme o generátorech, budeme značit takto). Komutačńı
relace maj́ı tvar (uvád́ıme pouze ty nenulové):

[K1, P0] = P1, [K2, P0] = P2, [K1, P1] = P0, [K2, P2] = P0, [L, P1] = P2,

[L, P2] = −P1, [L,K1] = K2, [L,K2] = −K1, [K1, K2] = −L, (4.1)

pro úplnost uved’me, že někdy se prvky L, Ki souhrnně označuj́ı jako Mµν a společně tvoř́ı
algebru so(2, 1), tj. algebru př́ıslušnou Lorenzově grupě. Poincarého algebru lze rozložit
jako so(2, 1)⊕ R3{P0, P1, P2}, přičemž existuje izomorfismus so(2, 1) ' sl(2,R). Zaměřme
se nejprve na Lorentzovskou část součtu, přičemž výhodněǰśı je nejprve pracovat s sl(2,R)
a až poté řešit, jak přesně vypadá izomorfismus.

Co tedy v́ıme o sl(2,R): jej́ı prvky jsou reálné, bezestopé matice 2x2. Generátory a ko-
mutačńı relace jsou

e =

(
0 1
0 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
, f =

(
0 0
1 0

)
,

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h, (4.2)

přičemž e, f jsou nilpotentńı a h je poloprostý. Nyńı bychom chtěli určit neizomorfńı prvky.
Právě informace o (ne)nilpotentnosti prvk̊u je pro nás kĺıčová, nebot’ tyto na sebe vzájemně
jistě převést nejdou. (Slovo

”
převést“ použ́ıváme ve smyslu existence podobnostńı trans-

formace X̃ = eYXe−Y , kde Y je reálná lineárńı kombinace generátor̊u a X prvek, který
transformujeme na X̃.) Ukazuje se, že každou matici z sl(2,R) s nulovým determinantem
lze převést na reálný násobek f . Každou matici s nenulovým determinantem a reálnými
vlastńımi č́ısly lze převést na reálný násobek h (nebo imaginárńı násobek e− f) a konečně
každou matici s nenulovým determinantem a imaginárńımi vlastńımi č́ısly lze převést na
reálný násobek e− f (nebo imaginárńı násobek h). Důvodem, proč jsou nakonec možnosti
tři je to, že požadujeme převáděńı pouze na reálné matice (aby spadaly do algebry), jinak
bychom si vystačili se dvěma možnostmi.

Dále potřebujeme vztah mezi prvky sl(2,R) a so(2, 1), hledáme tedy v so(2, 1) prvky,
které odpov́ıdaj́ı nalezeným třem neizomorfńım prvk̊um sl(2,R), což urč́ıme porovnáńım
komutačńıch relaćı obou algeber. Tyto nám ř́ıkaj́ı, že f odpov́ıdá L + K2, h odpov́ıdá
K1 a konečně e − f odpov́ıdá L. Nyńı se budeme cht́ıt vrátit k celé Poincarého algebře
a konečně nalézt komutativńı podalgebry rozměru dva. Na základě předchoźıho výkladu
předpokládáme, že základńı možnosti budou

1/Q1 = L+X1, Q2 = X2, 2/Q1 = K1 +X1, Q2 = X2,

3/Q1 = L+K2 +X1, Q2 = X2, 4/Q1 = X1, Q2 = X2, (4.3)

kde Xi ∈ R3{P0, P1, P2}. Daľśım úkolem, než se pust́ıme do podobnostńıch transformaćı je
doplnit Xi tak, aby Q1 a Q2 komutovaly (hledáme abelovské podalgebry). Jak vidno, za
X1 lze dosadit cokoli, př́ıpustná X2 urč́ı relace (4.1). Vznikaj́ı tř́ıdy

1/Q1 = L+K1 +X,Q2 = P0 − P2, 2/Q1 = K1 +X,Q2 = P2,
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3/Q1 = L+X,Q2 = P0, 4/Q1 = X1, Q2 = X2, (4.4)

kde jsme oproti předchoźımu popisu prohodili význam x1 a x2 a to kv̊uli tomu, že ve
výsledných podalgebrách se objevuje P0 ± P1, tedy nyńı P0 ± P2, což je Pp resp. Pm v
souřadnićıch světelného kužele, které se nám na hledáńı a popis některých systémů bu-
dou hodit. V posledńım kroku hledáme v jednotlivých tř́ıdách možnosti, které už nelze
v́ıce zjednodušit či převést vzájemně na sebe. O tom, co je jednoduché rozhoduje v́ıce
méně konvence, o nepřevoditelnosti pak nějaká charakteristika podalgeber (či př́ıslušných
podgrup), která se lǐśı - např. normalizátor/centralizátor, Killingova forma apod., často
lze též nepřevoditelnost odhadnou z nějakého fyzikálńıho argumentu (např. principiálńı
rozd́ılnost světlu/času/prostorupodobných vektor̊u). Také lze ale použ́ıt článek [35] a ar-
gument, že pokud něco nelze převést ve 4D Poincaréze, nejde to jistě ani v jej́ı 3D obdobě.
Na to, abychom mohli pracovat s celou algebrou potřebujeme novou věrnou reprezentaci
maticemi. Jako vhodné se jev́ı reprezentovat lineárńı kombinaci kiKi + lL+ aiPi jako

0 k1 k2 a0
k1 0 −l a1
k2 l 0 a2
0 0 0 0

 . (4.5)

Na konci procedury źıskáváme sedm dvojrozměrných abelovských podalgeber 3D Poin-
carého algebry, totiž

{P0, P1}, {P1, P2}, {L, P0}, {K2, P1},

{P0 − P2, P1}, {K1 − L, P0 − P2}, {K1 − L+ P0 + P2, P0 − P2}, (4.6)

kde posledńı tři podalgebry se značně zjednoduš́ı v souřadnićıch světelného kužele (2.18).

Ještě se vrat’me ke 4D Poincaréze, kterou potřebujeme na klasifikaci 3+1 v prvńım řádu
integrabilńıch systémů. Zde je devět trojrozměrných abelovských podalgeber a to

{P1, P2, P0}, {P1, P2, P3}, {L3, P0, P3}, {K3, P1, P2},

{P0 − P3, P1, P2}, {L2 +K1, P0 − P3, P2}, {L2 +K1 −
1

2
(P0 + P3), P0 − P3, P2},

{L2 +K1, L1 −K2, P0 − P3}, {L2 +K1, L1 −K2 + P2, P0 − P3}, (4.7)

kde prvńı tři jsou jednoduš́ı v pseudokartézských souřadnićıch, zbytek opět v souřadnićıch
světelného kužele.

Jak jsme již uvedli, podalgebrami Poincarého algebry jsou i podalgebry Eukleidovy al-
gebry, konkrétně jde o prvńı a třet́ı podalgebru ve výčtu (4.6) a prvńı a třet́ı ve (4.7).
Přesto, že tyto systémy budou patrně vypadat relativisticky stejně jako nerelativisticky,
uvedeme je a budeme s nimi pracovat. Jak kv̊uli kompletnosti výčtu, tak kv̊uli speciálńım
př́ıpad̊um, které již stejné být nemuśı (a nebudou).
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Na závěr sekce ještě poznámka - v celé sekci jsme explicitně neuvedli žádnou z podob-
nostńıch transformaćı. Důvodem je značná délka př́ıslušných výraz̊u (v podobnostńı trans-
formaci X̃ = eYXe−Y je Y nějaká lineárńı kombinace prvk̊u algebry, právě koeficienty této
kombinace jsou značně komplikované, záviśı na tom, jak vypadá X) a též to, že je nikde dále
nebudeme potřebovat jejich explicitńı tvar. Na vyžádáńı jsou soubory s transformacemi k
dispozici u autorky nebo vedoućıho práce.

4.2 Tř́ıdy integrabilńıch systémů ve 2+1

Následuje výčet dvoudimenzionálńıch abelovských podalgeber Poincarého algebry, které
reprezentuj́ı jednotlivé tř́ıdy integrabilńıch systémů. Poč́ıtat budeme ve 3D Minkowském
(převedeńı do forem je př́ımočaré), v pseudokartézských souřadnićıch či souřadnićıch světelného
kužele. Máme tedy vždy jeden IP - tj. Hamiltonián a k němu požadujeme daľśı dva IP v
involuci Qj, j = 1, 2. Rovnice pro zachováńı IP prvńıho řádu jsme již sice obecně viděli v
Kapitole 3, nav́ıc některé se budou v r̊uzných tř́ıdách opakovat, kv̊uli přehlednosti a pohodĺı
čtenáře je však pro každou tř́ıdu vyṕı̌seme zvlášt’. Budeme je značit jako Zj, kde j = 1, 2.
Budeme tedy požadovat zachováńı Qj v involuci, které je podmı́něno splněńım rovnic Zj a
požadavkem na jejich involuci. Budeme se vždy snažit nalézt kalibraci takovou, kde IP jsou
co nejjednodušš́ı, tj. kde v (2.4) Λj(x) = 0. To, jak se ukáže, bude možné ve všech př́ıpadech.

Taktéž provedeme systematické hledáńı daľśıch IP prvńıho řádu, k čemuž využijeme vztah
(2.4), rovnice znamenaj́ıćı nulovost dané složky Lieovy derivace budeme značit Lµν. U
konkrétńıch systémů též provedeme nerelativistickou limitu, tj. nalezneme nerelativistický
analog systémů a jejich IP, př́ıpadně se pod́ıváme, zda nerelativistický systém nemá ještě
daľśı IP prvńıho řádu. Nalezneme-li systémy maj́ıćı maximálńı možný počet IP, vyjádř́ıme
a vykresĺıme též jejich trajektorii/řešeńı.

Ještě než přejdeme k procesu, dvě praktické poznámky. Prvńı je ověřováńı funkcionálńı
(ne)závislosti př́ıpadných dodatečných IP na ostatńıch. To je možné provést bud’ expli-
citně (hledáme, zda nejde nějaký IP př́ımo napsat jako funkci ostatńıch) či pomoćı výpočtu
hodnosti matice, kde v každém sloupci jsou derivace jednotlivých IP podle jedné veličiny.
Oboje je v zápisu poměrně dlouhé a obvykle se to v článćıch neuvád́ı. Ani my tyto výpočty
neuvád́ıme, na vyžádáńı však budou poskytnuty.

Druhá poznámka se týká prováděńı nerelativistické limity systému ve smyslu c → ∞.
Abychom toto mohli provést, muśıme c explicitně napsat všude, kde se objevuje, tedy do-
sazujeme x0 = ct, instantńı Hamiltonián tvaru (2.12) a konečně F0i = Ei/c a F21 = B (tj.
3D analog (1.2)), př́ıpadně též A0 = ϕ/c.
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4.2.1 Podalgebra {P0, P1}
Požadujeme tedy IP tvaru Q1 = pA1 + m1(x), Q2 = pA0 + m0(x). Podmı́nky na zachováńı
jsou

Z1 : ∂0m1 − F01 = 0, −∂1m1 = 0, −∂2m1 + F21 = 0,

Z2 : ∂0m0 = 0, −∂1m0 − F01 = 0, −∂2m0 − F02 = 0. (4.8)

Rovnice involuce je:
−∂1m0 + ∂0m1 − F01 = 0. (4.9)

Řešit tuto soustavu sedmi rovnic (jako sedmou bereme rovnici involuce) je jednoduché - z
druhé rovnice v́ıme m1(x

2, x0), ze čtvrté pak m0(x
1, x2). Dále dosad́ıme z prvńı rovnice do

rovnice sedmé, č́ımž zjist́ıme m0(x
2) a zároveň F01 = 0. Z šesté rovnice pak plyne F02 =

−m′0(x2). Z nulovosti F01 a prvńı rovnice plyne m1(x
2) a ze třet́ı konečně F21 = m′1(x

2).
Celkem tedy máme řešeńı

m0 = m0(x
2), m1 = m1(x

2), F01 = 0, F21 = m′1(x
2), F02 = −m′0(x2). (4.10)

Nyńı bychom ještě chtěli naj́ıt kalibraci, která IP co nejv́ıce zjednoduš́ı (ideálně však ne
na úkor př́ılǐsné složitosti Hamiltoniánu). Takovou lze naj́ıt:

A0 = m0(x
2), A1 = m1(x

2), A2 = 0 ⇔ Q = {p1, p0}. (4.11)

Vid́ıme, že nerelativistickou limitu netřeba provádět, vše dopadne stejně, jako klasicky (jak
již v́ıme z Kapitoly 3), tj. systém je shodný, IP jsou q = {p1, h}.

Ještě bychom chtěli vědět, zda má tato tř́ıda systémů nějaké př́ıpady s dodatečnými IP
prvńıho řádu. Požadavek nulovosti Lieovy derivace (2.4) dává rovnice

L01 : m′1ω02 −m′0ω12 = 0, L02 : (ω02x
0 + ω12x

1 + a2)m′′0 + ω01m
′
1 = 0,

L21 : (ω02x
0 + ω12x

1 + a2)m′′1 + ω01m
′
0 = 0. (4.12)

Zkusme je analyzovat. V druhé a třet́ı rovnici vystupuj́ı x0 a x1, koeficienty před nimi muśı
být nulové, protože vše ostatńı je funkćı x2. To se může stát bud’ pokud m′′0 = m′′1 = 0,
nebo pokud ω02 = ω12 = 0. V prvńım př́ıpadě jsou složky tenzoru elektromagnetického pole
konstanty a z druhé (či třet́ı) rovnice plyne ω10 = 0. Prvńı rovnice pak implikuje jeden IP
(spojeńı ω12 a ω02), žádné podmı́nky nejsou na a2, to tedy implikuje daľśı IP. Ukazuje se
však, že tyto IP nav́ıc nejsou na ostatńıch nezávislé, nezávislý je pouze jeden, řekněme a2.
Tento př́ıpad ńıže uvedeme jako 2/

Nyńı analyzujme druhou možnost, tj. ω02 = ω12 = 0, bez podmı́nek na mi. Pak prvńı rov-
nice je splněna triviálně, druhá a třet́ı dávaj́ı soustavu a2m′′0+ω01m

′
1 = 0, a2m′′1+ω01m

′
0 = 0,

implikuj́ıćı jeden IP, jej́ımž řešeńım jsou exponenciály. Nalezený IP je nezávislý. Tento
př́ıpad uvedeme ńıže jako 1/. Ještě poznamenejme, že v pr̊uniku uvažovaných možnost́ı se
žádné nové systémy neobjevuj́ı. Celkem tedy dostáváme

1/F01 = 0, F21 = K1e
−ax2/b+K2e

ax2/b, F02 = −K1e
−ax2/b+K2e

ax2/b : Q3 = (x1p0+x
0p1)a+p2b
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2/ F01 = 0, F21 = K1, F02 = −K0 : Q3 = p2 −K1x
1 −K0x

0. (4.13)

Pokud v systému 1/ bude a = 0, přecháźı tento na 2/, tj. konstantńı pole. Jelikož je
ale konstantńı pole d̊uležitým př́ıpadem samo o sobě a bude se opakovaně objevovat i
dále, uvád́ıme ho samostatně. U systému 2/ si povšimněme, že pokud K0 = 0, pak nejen
systém, ale i IP jsou čistě prostorové. To nám umožňuje vyjádřit 2+1 trajektorii (dosad́ıme
do Q2 = HI z Q1 a Q3) jako

Q2
2 = 1 + (Q1 −K1x

2)2 + (Q3 +K1x
1)2. (4.14)

Trajektorie je vykreslena na Obrázku 1 v př́ıloze.

Pod́ıvejme se ještě na limity systémů 1/ a 2/: ačkoli jsou oba systémy časově nezávislé,
neobejdeme se bez úprav. Dosad́ıme-li Ei = cF0i, je jasné, že jediný př́ıpad, kdy dosáhneme
konečné limity bude, když budeme předpokládat pro libovolnou konstantu vystupuj́ıćı v
F02, že Ki = ki/c (kde i = 0, 1 resp. i = 1, 2). Dále dosazujeme x0 = ct a p0 = HI/c a
děláme limitu. Jej́ım výsledkem bude

1/ E1 = 0, B = 0, E2 = −k1e−ax
2/b + k2e

ax2/b : q3 = p1t+ x1

2/ E1 = 0, B = K1, E2 = −k0 : q3 = p2 −K1x
1 − k0t, (4.15)

IP z̊ustávaj́ı nezávislé, druhý př́ıpad má dokonce daľśı nezávislý IP prvńıho řádu nav́ıc.

4.2.2 Podalgebra {P1, P2}
Požadujeme zachováńı Q1 = pA1 +m1(x), Q2 = pA2 +m2(x). Rovnice pro zachováńı jsou

Z1 : ∂0m1 − F01 = 0, −∂1m1 = 0, −∂2m1 + F21 = 0,

Z2 : ∂0m2 − F02 = 0, −∂2m2 = 0, −∂1m2 − F21 = 0. (4.16)

Rovnice involuce je

∂2m1 − ∂1m2 − F21 = 0. (4.17)

Rovnice řeš́ıme zcela analogicky předchoźımu typu. Řešeńım je

m1 = m1(x
0), m2 = m2(x

0), F21 = 0, F01 = m′1(x
0), F02 = m′2(x

0) (4.18)

a vhodnou kalibraćı pak

A0 = 0, A1 = m1(x
0), A2 = m2(x

0) ⇔ Q = {p1, p2}. (4.19)

Limita technicky vzato obecně nemuśı existovat (jedná se o závislost na x0 = ct), pokud
ale uvažujme všechny zúčastněné funkce jako funkce t, pak systém v limitě z̊ustává shodný
a IP taktéž.
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Hledejme nyńı př́ıpady s IP nav́ıc. Rovnice nulovosti Lieovy derivace jsou

L01 : (ω01x
1 + ω02x

2 + a0)∂0m
′
1 + ω12m

′
2 = 0,

L02 : (ω01x
1 + ω02x

2 + a0)∂0m
′
2 − ω12m

′
1 = 0, L21 : ω02m

′
1 − ω01m

′
2 = 0, (4.20)

jej́ıch analýza bude podobná, jako u předcházej́ıćı tř́ıdy: chceme vynulovat koeficienty u
x1 a x2, tedy prvńı možnost je m′′1 = m′′2 = 0. Pak z (např.) prvńı rovnice ω12 = 0, jeden
IP přináš́ı a0, na které nejsou žádné podmı́nky, druhý IP je kombinaćı veličin př́ıslušej́ıćım
ω02 a ω01 z posledńı rovnice. Tyto dva IP však nejsou nezávislé na ostatńıch, to je pouze
jeden. Tuto možnost uvád́ıme ńıže jako 2/.

Druhá možnost jak vynulovat koeficienty x1 a x2 je ω02 = ω01 = 0. Pak třet́ı rovnice je
splněna triviálně a prvńı a druhá dávaj́ı soustavu a0∂0m

′
1+ω12m

′
2 = 0, a0∂0m

′
2−ω12m

′
1 = 0,

implikuj́ıćı jeden IP. Jej́ım řešeńı jsou goniometrické funkce, př́ıpad uvád́ıme jako 1/. V
pr̊uniku zmı́něných možnost́ı nic nového neńı, opět tedy máme dva př́ıpady s IP nav́ıc:

1/ F21 = 0, F01 = K1 cos(ax0/b)−K2 sin(ax0/b), F02 = K2 cos(ax0/b) +K1 sin(ax0/b) :

Q3 = a(x1p2 − p1x2) + p0b

2/ F21 = 0, F01 = K1, F02 = K2 : Q3 = p0 −K1x
1 −K2x

2. (4.21)

I zde lze źıskat konstantńı pole i př́ıpadu 1/ volbou a = 0, př́ıpady jsme však z d̊uvod̊u
podobných analogické situaci v předchoźı tř́ıdě oddělili.

Pod́ıvejme se na limity: aby byly konečné, u všech předfaktorových konstant opět potřebujeme
Ki = ki/c, i = 1, 2. U prvńıho systému též potřebujeme a = A/c. S těmito změnami pak
systémy nerelativisticky vypadaj́ı zcela analogicky:

1/ B = 0, E1 = k1 cos(At/b)− k2 sin(At/b), E2 = k2 cos(At/b) + k1 sin(At/b) :

q3 = a(x1p2 − p1x2) + hb

2/ B = 0, E1 = k1, E2 = k2 : q3 = h− k1x1 − k2x2. (4.22)

IP z̊ustávaj́ı nezávislé a prvńı i druhý př́ıpad maj́ı daľśı IP prvńıho řádu nav́ıc.

4.2.3 Podalgebra {L, P0}
Požadujeme Q1 = pA0 +m0(x), Q2 = x1pA2 − x2pA1 +m12(x). Rovnice zachováńı:

Z1 : ∂0m0 = 0, −∂1m0 − F01 = 0, −∂2m0 − F02 = 0,

Z2 : ∂1m12 + x1F21 = 0, ∂2m12 + x2F21 = 0, ∂0m12 − F01x
2 + F02x

1 = 0. (4.23)

Involuce:
x1(∂2m0 + F02)− x2(∂1m0 + F01)− ∂0m12 = 0. (4.24)
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Z prvńı rovnice v́ıme m0(x
1, x2). Dosazeńım druhé a třet́ı do sedmé pak m12(x

1, x2).
Dále dosazeńım druhé a třet́ı do šesté źıskáváme vztah x2∂1m0 = x1∂2m0, který zna-
mená m0((x

1)2 + (x2)2). Vynásobeńım čtvrté rovnice x2, páté x1 a jejich porovnáńım také
m12((x

1)2 + (x2)2). Složky Fµν lze pak př́ımo vyjádřit z druhé, třet́ı a čtvrté (či páté)
rovnice. Celkem

m0 = m0((x
1)2 + (x2)2), m12 = m12((x

1)2 + (x2)2), F01 = −2x1m′0((x
1)2 + (x2)2),

F21 = −2m′12((x
1)2 + (x2)2), F02 = −2x2m′0((x

1)2 + (x2)2). (4.25)

Vhodná kalibrace je:

A0 = m0((x
1)2 + (x2)2), A1 = −x

2m12((x
1)2 + (x2)2)

(x1)2 + (x2)2
,

A2 =
x1m12((x

1)2 + (x2)2)

(x1)2 + (x2)2
⇔ Q = {p0, x1p2 − x2p1}. (4.26)

Limita je př́ımočará, nebot’ stejný systém existuje i klasicky - systém tedy z̊ustává shodný,
q = {h, x1p2 − x2p1}.

Pod́ıvejme se, zda má tř́ıda nějaké př́ıpady s IP nav́ıc. Rovnice jsou (2.4) jsou

L01 : (ω01x
0 + a1)(m′0 + x1∂1m

′
0) + (ω02x

0 + a2)x1∂2m
′
0 + ω02m

′
12 = 0

L02 : −(ω01x
0 + a1)x2∂1m

′
0 − (ω02x

0 + a2)(m′0 + x2∂2m
′
0) + ω01m

′
12 = 0

L21 : −(ω01x
0 + a1)∂1m

′
12 − (ω02x

0 + a2)∂2m
′
12 + x2ω01m

′
0 − x1ω02m

′
0 = 0. (4.27)

Na prvńı pohled p̊usob́ı komplikovaně, všimneme-li si ale tvaru koeficient̊u u x0 (kterých se
chceme zbavit), dokážeme je zjednodušit. Koeficient u x0 v posledńı rovnici −2m′′12(ω01x

1+
ω02x

2), tj. bud’ m′′12 = 0, nebo ω01 = ω02 = 0. Volme nejprve prvńı možnost a pod́ıvejme
se na koeficient u x0 v prvńı rovnici: ω01(m

′
0 + x1∂1m

′
0) + ω02x

1∂2m
′
0 a v druhé rovnici:

−ω01x
2∂1m

′
0−ω02(m

′
0+x2∂2m

′
0), pokud chceme udržet ω01, ω02 nenulové, muśı být m′0 = 0.

(Důvodem jsou opět koeficienty - v́ıme, že obě m jsou funkce součtu druhých mocnin x1 a
x2, je tedy jasné, že např koeficient před x1x2 se muśı vynulovat.) Prvńı (či druhá rovnice)
ale nakonec stejně nulovost ω02 a ω01 vynut́ı - jinak by implikovaly nulovost m′12, což už by
znamenalo celkové nulové pole.

Vrat’me se tedy na začátek a předpokládejme pouze ω01 = ω02 = 0. Z posledńı rovnice
znovu dostaneme m′′12 = 0 (nebo a1 = a2 = 0, pak už ale žádný IP nezbývá). Prvńı (či
druhá) rovnice ř́ıká m′0 = 0 a dostáváme dva IP, souvisej́ıćı s a1 a a2. Pole, které jsme našli
je ale F01 = F02 = 0, F21 = −K, což je speciálńı př́ıpad (4.13). Nebudeme ho tedy rozeb́ırat
dále.
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4.2.4 Podalgebra {K2, P1}
Požadujeme Q1 = pA1 +m1(x) a Q1 = pA2 x

0 + pA0 x
2 +m02(x). Rovnice jejich zachováńı jsou

Z1 : ∂0m1 − F01 = 0, −∂1m1 = 0, −∂2m1 + F21 = 0,

Z2 : ∂0m02 − x0F02 = 0, ∂2m02 + x2F02 = 0, ∂1m02 + F21x
0 + F01x

2 = 0. (4.28)

Rovnice involuce je:

x0(∂2m1 − F21) + x2(∂0m1 − F01)− ∂1m02 = 0. (4.29)

Soustava se řeš́ı zcela analogicky předchoźımu typu (rozd́ıl je jen ve znaménku). Řešeńı je

m1 = m1((x
2)2 − (x0)2), m02 = m02((x

2)2 − (x0)2), F01 = −2x0m′1((x
2)2 − (x0)2),

F21 = 2x2m′1((x
2)2 − (x0)2), F02 = −2m′02((x

2)2 − (x0)2) (4.30)

a vhodná kalibrace

A1 = m1((x
2)2 − (x0)2), A2 = −x

0m02((x
2)2 − (x0)2)

(x2)2 − (x0)2
,

A0 =
x2m02((x

2)2 − (x0)2)

(x2)2 − (x0)2
⇔ Q = {p1, p2x0 + p0x

2}. (4.31)

Limitu u této a daľśıch tř́ıd nebudeme obecně rozepisovat. Nemáme specifikovanou závislost
na (x2)2 − (x0)2 = (x2)2 − (ct)2, v Fµν v́ıme tedy jen, že výsledné funkci bude domino-
vat t, limita ale může být např. nulová, bude-li se výrazem dělit, či nekonečná, bude-li se
j́ım násobit, ale také nedefinovaná (kdyby byl např. výraz v goniometrické funkci). Aby
se dosáhlo konečné, definované limity, bude typicky třeba provést škálováńı konstant vy-
skytuj́ıćıch se uvnitř funkćı apod. Provádět limity budeme dále jen u speciálńıch systémů
(typicky těch s IP nav́ıc).

Př́ıpady s IP nav́ıc: rovnice nulovosti Lieovy derivace jsou

L01 : −(ω01x
1 + a0)(m′1 + x0∂0m

′
1)− (ω12x

1 + a2)x0∂2m
′
1 − ω12m

′
02 = 0,

L02 : −(ω01x
1 + a0)∂0m

′
02 − (ω12x

1 + a2)∂2m
′
02 + x0ω12m

′
1 − x2ω01m

′
1 = 0,

L21 : (ω01x
1 + a0)x2∂0m

′
1 + (ω12x

1 + a2)(m′1 + x2∂2m
′
1) + ω01m

′
02 = 0 (4.32)

a jejich analýza je velice podobná předchoźımu typu, proto jen zrychleně: koeficienty u x1

nás vždy nakonec donut́ı vynulovat ω01 a ω12. Pokud od začátku předpokládáme ω01 =
ω12 = 0, zjist́ıme, že jediné netriviálńı pole je F21 = F01 = 0, F02 = −K, maj́ıćı IP nav́ıc
povstávaj́ıćı z a0 a a2. Jde ale opět jen o speciálńı př́ıpad (4.13), který jsme již studovali.
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4.2.5 Podalgebra {P0 − P2, P1}
Tuto i následuj́ıćı tř́ıdy je výhodněǰśı zkoumat v souřadnićıch světelného kužele (a v př́ıpadě
2+1 popisu ve frontálńı formě). Požadujeme Q1 = pA1 +m1(x) a Q2 = pAm+mm(x). Rovnice
zachováńı maj́ı tvar

Z1: ∂1m1 = 0, ∂mm1 + F1m = 0, ∂pm1 − Fp1 = 0,

Z2: ∂mmm = 0, ∂1mm − F1m = 0, ∂pmm − Fpm = 0. (4.33)

Rovnice involuce je
∂mm1 − ∂1mm + F1m = 0. (4.34)

Rovnice se řeš́ı analogicky prvńım dvěma tř́ıdám (rozd́ıl je jen v názvu souřadnic). Celkové
řešeńı je tvaru

mm = mm(xp), m1 = m1(x
p), Fpm = m′m(xp), F1m = 0, Fp1 = m′1(x

p), (4.35)

při vhodné kalibraci máme

Ap = 0, Am = mm(xp), A1 = m1(x
p) ⇔ Q = {p1, pm}. (4.36)

Pod́ıvejme se na př́ıpady s IP nav́ıc. Z požadavku na nulovost Lieovy derivace plyne

L1m: m′mω1p = 0, Lp1: (ωpmx
p + ω1px

1 + ap)∂pm
′
1 + ωpmm

′
1 + ω1mm

′
m = 0,

Lpm: (ωpmx
p + ω1px

1 + ap)∂pm
′
m + ω1pm

′
1/2 = 0. (4.37)

Tyto rovnice začneme analyzovat od prvńı - tu jde splnit, pokud m′m = 0, nebo ω1p = 0.
V prvńım př́ıpadě by ale ze třet́ı rovnice (z̊ustaneme-li u ω1p nenulové) muśı být i m′1 = 0,
tedy šlo by o nulová pole. Uvažujme tedy ω1p = 0 a vrat’me se ke třet́ı rovnici. Zde
bud’to m′′m = 0, nebo ωpm = ap = 0. Uvažujme prvńı možnost: zbývá nám druhá rov-
nice, kterou muśıme vyřešit, přičemž o m′m v́ıme, že je konstanta. Tato rovnice má tvar
(ωpmx

p+ap)∂pm
′
1+ωpmm

′
1+ω1mm

′
m = 0. Pokud nepředpokládáme žádnou z konstant nulo-

vou, odpov́ıdá řešeńı této rovnice (m1) př́ıpadu představenému jako 2/ ńıže, maj́ıćı jeden IP
nav́ıc. Speciálńı př́ıpady budou z toho řešeńı vidět a budeme je diskutovat později. Jediný
z nich, který se lǐśı počtem IP je podpř́ıpad m′m = 0, tento má ještě daľśı IP (pocházej́ıćı
čistě z ω1m), diskutujeme ho jako 12/.

Druhá možnost byla ωpm = ap = 0 (a stále též ω1p = 0), pak nám opět zbývá jen druhá rov-
nice, které se zjednodušila na tvar ω1mm

′
m = 0. Vynulováńım ω1m by už žádné IP nezbyly,

tedy chceme m′m = 0. To tedy implikuje IP z ω1m, na m1 žádné podmı́nky nejsou. Bude
vidět, že zmı́něný 12/ je též speciálńım př́ıpadem tohoto př́ıpadu. Celkem tedy existuj́ı dva
př́ıpady s jedńım dodatečným IP, které nav́ıc maj́ı společný podpř́ıpad s ještě daľśım IP
nav́ıc:

1/ Fpm = F1m = 0, Fp1 = m′1(x
p) : Q3 = 2pmx

1 + p1x
p −

∫
m1(x

p)dxp
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2/ F1m = 0, Fpm = K1, Fp1 =
−K1fx

p +K2

bxp + a

b = 0 : Q3 = 12a2pp+12afpmx
1+6afp1x

p+K1f
2(xp)3−12K1a

2xm−3K2f(xp)2−12K2ax
1

b 6= 0 : Q3 = 2f(bxp + a)(K1af +K2b) ln(bxp + a) + (4pmx
m − 4ppx

p)b4+

+((−2p1x
p − 4pmx

1)f + (4K1x
m − 4pp)a+ 4K2x

1)b3 − fxp(K1fx
p + 2K2)b

2

−2af(K1fx
p +K2)b− 2a2f 2K1

12/ Fpm = F1m = 0, Fp1 = − K

bxp + a
: Q4 = −pp(bxp + a) + pmbx

m +Kx1. (4.38)

Několik komentář̊u: systém 2/ je pro jeho přehlednost zapsán pomoćı konstant a, b, f .
Tyto, v uvedeném pořad́ı, odpov́ıdaj́ı ap, ωpm, ω1m. Forma, v jaké je 2/ zapsáno obsahuje
i všechny speciálńı př́ıpady, kdy je např. některá z konstant nulová kromě jediného, kdy
a = b = 0. Ve skutečnosti ale tento př́ıpad vede na 1/. Taktéž si můžeme všimnout, že
2/ obsahuje jako speciálńı př́ıpad též konstantńı pole (f = b = 0), (Q3 se vlastně rozděĺı
na dva, jak je vidět z řešeńı druhé rovnice Lieovy derivace). Nicméně ukazuje se, že tyto
dohromady nejsou nezávislé. Daľśı speciálńı př́ıpad, kdy se IP odděluj́ı je K1 = 0, což je
právě společný podpř́ıpad 1/ a 2/ označený 12/. Zde jsou výsledné IP nezávislé. V něm je
třeba brát Q3 z př́ıpadu 1/, nebot’ ten z př́ıpadu 2/ vymiźı.

Ještě se pod́ıváme na limity těchto př́ıpad̊u (resp. pouze 2/ a 12/, které známe expli-
citně). Začneme s jednodušš́ım 12/. Zde m1 = K

b
ln(bxp + a) a po převodu A0 = A2 =

0, A1 = K
b

ln(b(x0 +x2) + a). To znamená F02 = 0, F01 = K
b(x0+x2)+a

, F21 = K
b(x0+x2)+a

. Nyńı

dosad́ıme x0 = ct a Ei = cF0i, v limitě máme

12/ E1 =
K

bt
, E2 = 0, B = 0. (4.39)

Viditelně ale muśıme změnit kalibraci, kdybychom chtěli pracovat př́ımo s tř́ıpotenciálem
pracovat, nebot’ p̊uvodńı A1 má nekonečnou limitu. Nerelativistické IP budou v této jiné
kalibraci pak mı́rně odlǐsné, než limity relativistických napsaných v p̊uvodńı kalibraci.
Podobně to bude i dále, ukažme si je zde jako př́ıklad (dále IP již v tomto př́ıpadě vypisovat
nebudeme): např. s nerelativistickou kalibraćı A0 = A2 = 0, A1 = K ln(bt)/b je můžeme je
určit jako

q1 = p1, q2 = p2, q3 = p2t+ x2, q4 = p1t+ x1 +
Kt(1− ln(bt))

b
,

kde např. q1, q2 jsou v involuci.

Nyńı se pod́ıváme na limitu složitěǰśıho 2/: máme mm = Am = K1x
p, A1 = m1 =

(ln(bxp+a)K1af−K1fbx
p+ln(bxp+a)K2b)/b

2, resp. pro b = 0 A1 = −xp(K1fx
p−2K2)/2a.

To po převedeńı dává A0 = K1(x
0+x2), A2 = −K2(x

0+x2), A1 = (ln(b(x0+x2)+a)K1af−
K1fb(x

0 +x2) + ln(b(x0 +x2) + a)K2b)/b
2 resp. pro b = 0 A1 = −(x0 +x2)(K1f(x0 +x2)−
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2K2)/2a. Minimálńı zásah, který povede ke konečným limitám elektromagnetického pole
je předpoklad K1 = k1/c. Potom v limitě

2/ E1 = −k1ft−K2

bt
, E2 = −2k1, B = 0

resp. pro b = 0 : E1 = −k1ft− k2
a

, E2 = B = 0 (4.40)

ukazuje se, že tento limitńı systém má o jeden IP prvńıho řádu v́ıce. Patrně jde o d̊usledek
ztráty závislosti na jedné proměnné (v kartézských souřadnićıch závislost na x0+x2 limitně
přešla na závislost na t). S podobnou situaćı se setkáme i dále.

Jelikož má př́ıpad 12/ maximálńı počet IP, lze ve 3D nalézt trajektorii, př́ıpadně ho př́ımo
vyřešit ve 2+1 (tj. dosadit HF za pp a vyjádřit z IP x1(xp) a xm(xp)). Druhá možnost dává

x1(xp) =
Q3 −Q1x

p − K
b2

(ln(bxp + a)− 1)((bxp + a)

2Q2

xm(xp) =
Q4 +HF (bxp + a)−Kx1(xp)

bQ2

, (4.41)

kde v xm(xp) se za x1(xp) dosad́ı a HF =
1+(p1+

K
b
ln(bxp+a))2

4pm
=

1+(Q1+
K
b
ln(bxp+a))2

4Q2
. 3D tra-

jektorie je vykreslená na Obrázku 2 v př́ıloze. Dojde se k ńı tak, že vyjádř́ıme složky pµ ze
třech IP, dosad́ıme výsledné vztahy do dvou zbývaj́ıćıch IP a hledáme pr̊unik těchto dvou
útvar̊u (tedy pokud bychom měli méně IP, nedokázali bychom trajektorii zcela určit, věděli
bychom pouze, že je omezena na jistou část prostoru).

K tomuto a podobným systémům ještě krátký komentář: ve skutečnosti je možné v ar-
gumentu logaritmu a na př́ıslušných mı́stech v IP psát absolutńı hodnotu. Neuvedli jsme
ji zde, jelikož má systém v každém př́ıpadě singularitu v xp = −a/b, kterou neprojde.
Trajektorie na jedné a druhé poloose jsou tak vždy striktně oddělené. Též poznamenejme,
že logaritmu se nejde zcela zbavit ani jinou kalibraćı (objev́ı se bud’ v tř́ıpotenciálu, nebo
v IP).

4.2.6 Podalgebra {K1 − L, P0 − P2}
Požadujeme Q1 = pAm +mm(x) a Q2 = pA1 x

p + 2x1pAm +m1m(x). Rovnice zachováńı:

Z1: ∂mmm = 0, ∂1mm − F1m = 0, ∂pmm − Fpm = 0,

Z2: ∂mm1m + xpF1m = 0, ∂pm1m + xpF1p − 2x1Fpm = 0, ∂1m1m − 2x1F1m = 0 (4.42)

a involuce:

xp∂1mm + 2x1∂mmm − xpF1m − ∂mm1m = 0. (4.43)
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Řešeńı: z prvńı rovnice mm(xp, x1). Dosazeńım z druhé a třet́ı do sedmé F1m = 0 a zároveň
mm(xp). Ze třet́ı rovnice Fpm = m′m(xp). Ze čtvrté a páté pak použit́ım zjǐstěného m1m(xp).
Konečně Fp1 vyjádř́ıme z páté rovnice. Rovnice tedy dávaj́ı řešeńı

mm = mm(xp), m1m = m1m(xp),

F1m = 0, Fpm = m′m(xp), Fp1 = −2x1m′m(xp)−m′1m(xp)

xp
. (4.44)

IP zjednoduš́ı kalibrace

Am = mm(xp), A1 =
m1m(xp)− 2x1mm(xp)

xp
,

Ap =
x1(x1mm(xp)−m1m(xp))

(xp)2
⇔ Q = {pm, p1xp + 2x1pm}. (4.45)

Ještě se pod́ıváme na př́ıpady s IP nav́ıc. Rovnice nulovosti složek Lieovy derivace maj́ı
tvar

L1m: m′mω1p = 0, Lpm: (ωpmx
p + ω1px

1 + ap)∂pm
′
m −

ω1p(2x
1m′m −m′1m)

2xp
= 0

L1p: (ωpmx
p + ω1px

1 + ap)

(
2x1∂pm

′
m − ∂pm′1m
xp

− 2x1m′m −m′1m
(xp)2

)
+

+
(2a1 + xmω1p)m

′
m + (2m′mx

1 −m′1m)ωpm
xp

= 0. (4.46)

Prozkoumejme je: opět začneme prvńı rovnićı a prvńı možnost́ı, tj. m′m = 0. Pak ale z
druhé rovnice (chceme-li nenulovou ω1p) též m′1m = 0 a tedy máme nulová pole. Proto
muśıme v prvńı rovnici zvolit druhou možnost, ω1p = 0. Potom druhá rovnice požaduje
bud’ m′′m = 0, nebo ωpm = ap = 0. Volme nejprve prvńı možnost. Zbývá nám třet́ı rovnice

tvaru (ωpmx
p + ap)

(
−∂pm′

1m

xp
− 2x1m′

m−m′
1m

(xp)2

)
+

2a1m′
m+(2m′

mx
1−m′

1m)ωpm
xp

= 0, kde m′m známe.

Rovnici je ještě třeba rozdělit na koeficienty x1 a zbytek. Koeficient u x1 je apm′m, vynu-
lováńım m′m bychom se dostali na speciálńı př́ıpad předchoźı tř́ıdy, tedy volme ap = 0.
Zbytek rovnice pak dává −ωpmm′′1 + 2a1m′m/x

p, přičemž už v́ıme, že m′m je konstanta.
Řešeńı odpov́ıdá ńıže uvedenému tenzoru elektromagnetického pole (zápis nefunguje, po-
kud K = K1 = 0, to nám ale nevad́ı - v tomto př́ıpadě, jediná možnost s IP nav́ıc je
m′m = 0, což, jak jsme již uvedli netřeba řešit).

Druhá volba byla ωpm = ap = 0 (a stále též ω1p = 0). Nevyřešená zbývá třet́ı rovnice,
ve které už zbývá jen volit a1m′m = 0, vynulováńım a1 už by nám žádné IP nezbyly, tedy
m′m = 0 a a1 implikuje IP. To je ale opět jen speciálńı př́ıpad typu předchoźı tř́ıdy, tedy
dále ho nezkoumáme.
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Tř́ıda má tedy jeden nový př́ıpad s IP nav́ıc:

F1m = 0, Fpm = K, Fp1 = −2x1K − (K2 ln(xp) +K1)

xp
:

Q3 = 4K(ppx
p − pmxm) + 2p1K2 +K2

2 ln2(xp) + 2K2(K1 −K2) ln(xp), (4.47)

který má podpř́ıpad s daľśım IP shodný se speciálńım př́ıpadem (4.38) v předchoźı tř́ıdě.
U uvedeného př́ıpadu se pod́ıvejme na limitu. Po převedeńı máme F01 = (ln(x0 + x2)K2 +
K1 − 2x1K)/(x0 + x2), F02 = −2K, F21 = (ln(x0 + x2)K2 + K1 − 2x1K)/(x0 + x2). Tedy
minimálńı předpoklad zaručuj́ıćı nenulovost a konečnost bude K = k/c a K2 = k2/ ln(c).
Potom

B = 0, E2 = −2k, E1 =
K1 + k2

t
. (4.48)

Ukazuje se nav́ıc, že nerelativistická limita má o 1 nezávislý IP v́ıce než relativistický
př́ıpad.

4.2.7 Podalgebra {K1 − L+ P0 + P2, P0 − P2}
Požadujeme Q1 = pAm + mm(x) a Q2 = xppA1 + 2x1pAm + 2pAp + m2(x). (Zde jsme mı́rně
změnili značeńı funkćı m(x), nebot’ do této chv́ıle byly všechny požadované IP jedny z těch
uvedených v bázi (2.6) či (2.24), zde druhý IP nemá ustálený označeńı, př́ıslušnou funkci
tedy prostě znač́ıme č́ıslem IP ve výčtu požadovaných.) Rovnice zachováńı jsou

Z1: ∂mmm = 0, ∂1mm − F1m = 0, ∂pmm − Fpm = 0,

Z2: − ∂mm2 − xpF1m − 2Fpm = 0, ∂pm2 − xpFp1 − 2x1Fpm = 0,

∂1m2 − 2x1F1m + 2Fp1 = 0. (4.49)

Rovnice involuce pak je

xp∂1mm + 2x1∂mmm − xpF1m − ∂mm2 − 2∂pmm + 2Fpm = 0. (4.50)

Pod́ıvejme se na řešeńı: z prvńı rovnice mm(x1, xp), dosazeńı druhé a třet́ı do sedmé také
mm(x1, xp). Dosazeńım z druhé a třet́ı rovnice źıskáme vztah −xp∂1mm − 2∂pmm = 0,
což znamená mm(x1 − (xp)2/4). Vynásobeńı páté rovnice 2, šesté rovnice −xp a jejich
porovnáńım źıskáme stejný vztah pro m2, tj. i m2(x

1 − (xp)2/4) . Složky tenzoru elektro-
magnetického pole se pak vyjádř́ı ze druhé, třet́ı a páté (nebo šesté) rovnice. Celkem

mm = mm(x1 − (xp)2/4), m2 = m2(x
1 − (xp)2/4), F1m = m′m(x1 − (xp)2/4),

Fpm = −xpm′m(x1− (xp)2/4)/2, Fp1 = x1m′m(x1− (xp)2/4)−m′2(x1− (xp)2/4)/2. (4.51)

Výhodnou kalibraćı je

Ap = ((xp)2/2− x1)mm(x1 − (xp)2/4) +m2(x
1 − (xp)2/4)/2, Am = mm(x1 − (xp)2/4),
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A1 = −xpmm(x1 − (xp)2/4) ⇔ Q = {pm, xpp1 + 2x1pm + 2pp}. (4.52)

Dále se pod́ıváme na př́ıpady s daľśımi IP. Rovnice Lieovy derivace jsou tvaru

L1m: (ωpmx
p+ω1px

1+ap)∂pm
′
m+(a1+ω1mx

p/2+ω1px
m/2)∂1m

′
m−ωpmm′m−xpω1pm

′
m/2 = 0

L1p: (ωpmx
p + ω1px

1 + ap)(−x1∂pm′m + ∂pm
′
2/2) + ω1mx

pm′m/2+

+(a1 + ω1mx
p/2 + ω1px

m/2)(−m′m − x1∂1m′m + ∂1m
′
2/2) + ωpm(−x1m′m +m′2/2) = 0

Lpm: (ωpmx
p + ω1px

1 + ap)(−m′m − xp∂pm′m)− (a1 + ω1mx
p/2 + ω1px

m/2)xp∂1m
′
m+

+ω1p(x
1m′m −m′2/2) + ω1mm

′
m = 0. (4.53)

Projděme tyto rovnice. Dobrým výchoźım bodem jsou koeficienty u xm. U prvńı rovnice
dává požadavek na nulovost tohoto koeficientu na výběr mezi m′′m = 0 a ω1p = 0, přičemž
třet́ı rovnice znamená stejnou volbu. Volme tedy nejprve prvńı př́ıpad. Pak ale v prvńı
rovnici zbývá −m′m(ωpm−xpω1p/2) a chceme-li stále udržet nenulovou (alespoň) ω1p, muśı
být m′m = 0. Použijeme-li tento výsledek ve třet́ı rovnici, zjǐst’ujeme, že pokud chceme ω1p

nenulovou, muśı být i m′2 = 0, tj. měli bychom nulová pole.

Vrat’me se tedy na začátek a volme ω1p = 0. Nejprve si rovnice zjednodušme informaćı
o existenci IP spojeného s kombinaćı ω1m a ap, odečtěme ho tak, že předpokládáme ω1m

nulovou a ap se změńı na nějaké ãp. Pod́ıvejme se, co pak zbývá z prvńı rovnice: rozhodně
se v ńı vyskytuje samostatné (xp)2 (mı́něno mimo funkce) ale žádné x1, to tedy znamená,
že jeho koeficient, ωpmm

′′
m muśı být nulový. Voĺıme-li ωpm = 0, pak také ãp muśı být nula

ze stejné rovnice (koeficient xp). V rovnici pak zbývá jen a1m′′2, ale jelikož při vynulováńı
a1 nezbývá žádný potenciálńı IP, muśıme volit m′′2 = 0. Ve třet́ı rovnici je ale koeficient
a1 daný m′′m, i ta tak muśı být nulová. Konečně ve druhé rovnici nám s těmito výsledky
zbývá pouze m′m, i tu tedy muśıme vynulovat. T́ım jsou rovnice splněny, źıskali jsme ale
jen speciálńı př́ıpad (4.35).

Ještě jsme ale neprozkoumali možnost ω1p = m′′m = 0: ve třet́ı rovnici pak zbývá −(ω1px
p+

ãp)m′m = 0, volba nulové m′m by nás opět dostala ke speciálńımu př́ıpadu (4.35). Tedy
volme ωpm = ãp = 0 a zaj́ımá nás tedy opět jen koeficient a1. Prvńı rovnice je nyńı splněna
automaticky. Ve druhé rovnici je koeficient a1 tvaru m′′2/2 − m′m a požadavek na jeho
nulovost již určuje i m′2. Źıskali jsme systém s dodatečným nezávislým IP uvedený ńıže:

F1m = K, Fpm = −Kxp/2, Fp1 = K(xp)2/4 :

Q3 = p1 +K(x1xp − xm − (xp)3/6). (4.54)

Ještě se pod́ıvejme na limitu: v té nakonec źıskáváme

E1 =
kt2

4
, E2 = B = 0, (4.55)

kde K = k/c3, což je minimálńı zásah, který lze udělat pro konečnost limity. Pro studium
IP je opět třeba pozměnit kalibraci. I tento systém má v limitě o jeden nezávislý lineárńı
IP v́ıce než v relativistickém př́ıpadě.
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4.3 Tř́ıdy integrabilńıch systémů ve 3+1

V této sekci klasifikujeme v prvńım řádu superintegrabilńı systémy ve 4D (resp. 3+1) Min-
kowském. Celý postup bude zcela analogický předchoźı sekci, s výjimkou hledáńı př́ıpad̊u
s IP nav́ıc. Řešeńı rovnic zachováńı a involuce u jednotlivých typ̊u je taktéž prakticky
stejné, jako v jejich 3D analogii. Nebudeme ho tedy v́ıce rozeb́ırat. Jelikož rovnice involuce
jsou nyńı tři, vyhrazujeme pro ně označeńı Iij, znač́ıćı rovnici involuce i-tého a j-tého
požadovaného IP.

4.3.1 Podalgebra {P1, P2, P0}
Požadujeme IP tvaru Q1 = pA1 + m1(x), Q2 = pA2 + m2(x), Q3 = pA0 + m0(x). Podmı́nky
na zachováńı jsou

Z1 : ∂0m1 − F01 = 0, −∂1m1 = 0, −∂2m1 + F21 = 0, −∂3m1 − F13 = 0,

Z2 : ∂0m2 − F02 = 0, −∂1m2 − 2F21 = 0, −∂2m2 = 0, −∂3m2 + F32 = 0,

Z3 : ∂0m0 = 0, −∂1m0 − F01 = 0, −∂2m0 − F02 = 0, −∂3m3 − F03 = 0. (4.56)

A podmı́nky na involuci

I12 : ∂2m1 − ∂1m2 − F21 = 0, I13 : −∂1m0 + ∂0m1 − F01 = 0,

I23 : −∂2m0 + ∂0m2 − F02 = 0. (4.57)

Tento soubor lze vyřešit jako

m1 = m1(x
3), m2 = m2(x

3), m0 = m0(x
3),

F01 = F02 = F21 = 0, F03 = −m′0(x3), F13 = −m′1(x3), F32 = m′2(x
3). (4.58)

Nejefektivněǰśı kalibrace pro zjednodušeńı IP (analogicky 3D systémům):

A1 = m1(x
3), A2 = m2(x

3), A3 = 0, A0 = m0(x
3) ⇔ Q = {p1, p2, p0}. (4.59)

Nerelativistická limita ponechává systém tak, jak je, IP přejdou na q = {p1, p2, h}.

4.3.2 Podalgebra {P1, P2, P3}
Při požadováńı Q1 = pA1 +m1(x), Q2 = pA2 +m2(x), Q3 = pA3 +m3(x) jsou rovnice zachováńı:

Z1 : ∂0m1 − F01 = 0, −∂1m1 = 0, −∂2m1 + F21 = 0, −∂3m1 − F13 = 0,

Z2 : ∂0m2 − F02 = 0, −∂1m2 − 2F21 = 0, −∂2m2 = 0, −∂3m2 + F32 = 0,

Z3 : ∂0m3 − F03 = 0, −∂1m3 + 2F13 = 0, −∂2m3 − F32 = 0, −∂3m3 = 0 (4.60)
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a involuce:

I12 : ∂2m1 − ∂1m2 − F21 = 0, I13 : ∂3m1 − ∂1m3 + F13 = 0,

I23 : ∂3m2 − ∂2m3 − F32 = 0. (4.61)

Řešeńım je
m1(x

0), m2(x
0), m3(x

0), (4.62)

F21 = F13 = F32 = 0, F01 = m′1(x
0), F02 = m′2(x

0), F03 = m′3(x
0)

a vhodná kalibrace je

A0 = 0, A1 = m1(x
0), A2 = m2(x

0), A3 = m3(x
0) ⇔ Q = {p1, p2, p3}. (4.63)

V limitě, pokud uvažujeme př́ıtomné funkce jako funkce t jsou systém i IP shodné.

4.3.3 Podalgebra {L3, P0, P3}
Předpokládáme Q1 = pA0 +m0(x), Q2 = pA3 +m3(x), Q3 = x1pA2 − x2pA1 +m12(x), rovnice
zachováńı budou

Z1 : ∂0m0 = 0, −∂1m0 − F01 = 0, −∂2m0 − F02 = 0, −∂3m0 − F03 = 0,

Z2 : ∂0m3 − F03 = 0, −∂1m3 + 2F13 = 0, −∂2m3 − F32 = 0, −∂3m3 = 0,

Z3 : ∂1m12 + x1F21 = 0, ∂2m12 + x2F21 = 0,

∂3m12 − F13x
2 − F32x

1 = 0, ∂0m12 − F01x
2 + F02x

1 = 0. (4.64)

Involučńı rovnice:

I12 : ∂3m0 − ∂0m3 + F03 = 0, I13 : x1(∂2m0 + F02)− x2(∂1m0 + F01)− ∂0m12 = 0,

I23 : x1(∂2m3 + F32) + x2(∂1m3 + F13)− ∂3m12 = 0. (4.65)

Řešeńım je

m0 = m0((x
1)2 + (x2)2), m12 = m12((x

1)2 + (x2)2), m3 = m3((x
1)2 + (x2)2),

F13 = 2m′3((x
1)2 + (x2)2)x1, F21 = −2m′12((x

1)2 + (x2)2), F32 = −2m′3((x
1)2 + (x2)2)x2,

F01 = −2m′0((x
1)2 + (x2)2)x1, F02 = −2m′0((x

1)2 + (x2)2)x2, F03 = 0. (4.66)

Vhodná kalibrace je

A3 = m3((x
1)2 + (x2)2), A0 = m0((x

1)2 + (x2)2), A1 = −x
2m12((x

1)2 + (x2)2)

(x1)2 + (x2)2
,

A2 =
x1m12((x

1)2 + (x2)2)

(x1)2 + (x2)2
⇔ Q = {p0, p3, x1p2 − x2p1}. (4.67)

Limita je př́ımá, systém z̊ustává shodný, IP přecházej́ı na q = {h, p3, x1p2 − x2p1}.
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4.3.4 Podalgebra {K3, P1, P2}
Požadujeme Q1 = pA1 + m1(x), Q2 = pA2 + m2(x), Q3 = pA3 x

0 + pA0 x
3 + m30(x). Ty se

zachovávaj́ı za podmı́nek

Z1 : ∂0m1 − F01 = 0, −∂1m1 = 0, −∂2m1 + F21 = 0, −∂3m1 − F13 = 0,

Z2 : ∂0m2 − F02 = 0, −∂1m2 − 2F21 = 0, −∂2m2 = 0, −∂3m2 + F32 = 0,

Z3 : ∂1m30 − F13x
0 + F01x

3 = 0, ∂2m30 + F32x
0 + F02x

3 = 0,

∂0m30 − x0F03 = 0, ∂3m30 + x3F03 = 0 (4.68)

a jsou v involuci za podmı́nek

I12 : ∂2m1 − ∂1m2 − F21 = 0, I13 : x0(∂3m1 + F13) + x3(∂0m1 − F01)− ∂1m30 = 0,

I23 : x0(∂3m2 − F32) + x3(∂0m2 − F02)− ∂2m30 = 0. (4.69)

To lze vyřešit jako

m1 = m1((x
3)2 − (x0)2), m2 = m2((x

3)2 − (x0)2), m30 = m30((x
3)2 − (x0)2),

F01 = −2m′1((x
3)2−(x0)2)x0, F02 = −2m′2((x

3)2−(x0)2)x0, F03 = −2m′30((x
3)2−(x0)2),

F21 = 0, F13 = −2m′1((x
3)2 − (x0)2)x3, F32 = 2m′2((x

3)2 − (x0)2)x3. (4.70)

Vhodná kalibrace je

A1 = m1((x
3)2 − (x0)2), A2 = m2((x

3)2 − (x0)2), A0 =
x3m30((x

3)2 − (x0)2)

(x3)2 − (x0)2
,

A3 = −x
0m30((x

3)2 − (x0)2)

(x3)2 − (x0)2
⇔ Q = {p1, p2, p3x0 + p0x

3}. (4.71)

Limitu obecně, podobně jako 3D analogii rozepisovat nebudeme, provád́ıme ji jen u konkrétńıch
systémů (s dodatečnými IP).

4.3.5 Podalgebra {P0 − P3, P1, P2}
Tuto a následuj́ıćı tř́ıdy je výhodněǰśı poč́ıtat v souřadnićıch světelného kužele (a při 3+1
děleńı použ́ıvat frontálńı formu). Požadujeme Q1 = pA1 + m1(x), Q2 = pA2 + m2(x) a
Q3 = pAm +mm(x). Rovnice pro zachováńı jsou

Z1 : ∂mm1 + F1m = 0, ∂pm1 − Fp1 = 0, ∂1m1 = 0, −∂2m1 + F21 = 0,

Z2 : ∂mm2 − Fm2 = 0, ∂pm2 − Fp2 = 0, −∂1m2 − F21 = 0, ∂2m2 = 0,

Z3 : ∂mmm = 0, ∂pmm − Fpm = 0, −∂1mm + F1m = 0, −∂2mm − Fm2 = 0. (4.72)
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Rovnice involuce maj́ı tvar

I12 : ∂2m1 − ∂1m2 − F21 = 0, I23 : ∂mm1 − ∂1mm + F1m = 0,

I23 : ∂mm2 − ∂2mm − Fm2 = 0 (4.73)

a celkové řešeńı je

m1 = m1(x
p), m2 = m2(x

p), mm = mm(xp),

F1m = Fm2 = F21 = 0, Fp1 = m′1(x
p), Fp2 = m′2(x

p), Fpm = m′m(xp). (4.74)

S vhodnou kalibraćı zjednoduš́ıme IP:

Ap = 0, Am = mm(xp), A1 = m1(x
p), A2 = m2(x

p) ⇔ Q = {p1, p2, pm}. (4.75)

4.3.6 Podalgebra {L2 +K1, P0 − P3, P2}
Požadujeme Q1 = pAm +mm(x), Q2 = pA2 +m2(x) a Q3 = xppA1 + 2x1pAm +m1m(x). Rovnice
zachováńı jsou

Z1 : ∂mmm = 0, ∂pmm − Fpm = 0, −∂1mm + F1m = 0, −∂2mm − Fm2 = 0,

Z2 : ∂mm2 − Fm2 = 0, ∂pm2 − Fp2 = 0, −∂1m2 − F21 = 0, ∂2m2 = 0,

Z3 : ∂mm1m + xpF1m = 0, ∂pm1m − 2x1Fpm − xpFp1 = 0,

∂1m1m − 2x1F1m = 0, −∂2m1m + xpF21 − 2x1Fm2 = 0. (4.76)

Rovnice involuce maj́ı tvar

I12 : ∂2mm − ∂mm2 + Fm2 = 0, I13 : xp(∂1mm − F1m) + 2x1∂mmm − ∂mm1m = 0,

I23 : xp(∂1m2 + F21) + 2x1(∂mm2 − Fm2)− ∂2m1m = 0, (4.77)

což dává celkové řešeńı

mm = mm(xp), m2 = m2(x
p), m1m = m1m(xp), F21 = F1m = Fm2 = 0,

Fpm = m′m(xp), Fp2 = m′2(x
p), Fp1 =

m′1m(xp)− 2x1m′m(xp)

xp
. (4.78)

IP lze zjednodušit kalibraćı

Am = mm(xp), A2 = m2(x
p), A1 =

m1m(xp)− 2x1mm(xp)

xp
,

Ap =
x1(x1mm(xp)−m1m(xp))

(xp)2
⇔ Q = {pm, p2, xpp1 + 2x1pm}. (4.79)
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4.3.7 Podalgebra {L2 +K1 − 1
2(P0 + P3), P0 − P3, P2}

Požadujeme IP Q1 = pAm + mm(x), Q2 = pA2 + m2(x), Q3 = xppA1 + 2x1pAm − pAp + m3(x).
(Značeńı posledńı funkce m3 se odv́ıj́ı pouze od pozice požadovaného IP ve výčtu, nebot’

př́ıslušný prvek algebry nemá ustálené označeńı.) Rovnice zachováńı:

Z1 : ∂mmm = 0, ∂pmm − Fpm = 0, −∂1mm + F1m = 0, −∂2mm − Fm2 = 0,

Z2 : ∂mm2 − Fm2 = 0, ∂pm2 − Fp2 = 0, −∂1m2 − F21 = 0, ∂2m2 = 0,

Z3 : ∂mm3 + xpF1m − Fpm = 0, ∂pm3 − 2x1Fpm − xpFp1 = 0,

−∂1m3 − 2x1Fm1 + Fp1 = 0, −∂2m3 + xpF21 − 2x1Fm2 + Fp2 = 0. (4.80)

Rovnice involuce:

I12 : ∂2mm−∂mm2+Fm2 = 0, I13 : xp(∂1mm−F1m)+2x1∂mmm−∂mm3−∂pmm+Fpm = 0,

I23 : xp(∂1m2 + F21) + 2x1(∂mm2 − Fm2)− ∂2m3 − ∂pm2 + Fp2 = 0. (4.81)

Rovnice lze vyřešit jako

mm = mm

(
x1 + (xp)2/2

)
, m2 = m2

(
x1 + (xp)2/2

)
, m3 = m3

(
x1 + (xp)2/2

)
,

F21 = −m′2(x1+(xp)2/2), F1m = m′m(x1+(xp)2/2), Fm2 = 0, Fpm = xpm′m(x1+(xp)2/2),

Fp1 = −2x1m′m(x1 + (xp)2/2) +m′3(x
1 + (xp)2/2), Fp2 = xpm′2(x

1 + (xp)2/2). (4.82)

Výhodnou kalibraćı je

Ap = 2(x1 + (xp)2)mm(x1 + (xp)2/2)−m3(x
1 + (xp)2/2), A1 = 2xpmm(x1 + (xp)2/2),

Am = mm(x1 + (xp)2/2), A2 = m2(x
1 + (xp)2/2)

⇔ Q = {pm, p1, xpp1 + 2x1pm − pp}. (4.83)

4.3.8 Podalgebra {L2 +K1, L1 −K2, P0 − P3}
Požadujeme Q1 = xppA1 +2x1pAm+m1m(x), Q2 = xppA2 +2x2pAm+m2m(x) a Q3 = pAm+mm(x).
Zachováńı:

Z1 : ∂mm1m + xpF1m = 0, ∂pm1m − 2x1Fpm − xpFp1 = 0, ∂1m1m − 2x1F1m = 0,

−∂2m1m + xpF21 − 2x1Fm2 = 0,

Z2 : ∂mm2m − xpFm2 = 0 ∂pm2m − 2x2Fpm − xpFp2 = 0, ∂1m2m + xpF21 − 2x2F1m = 0,

∂2m2m + 2x2Fm2 = 0,

Z3 : ∂mmm = 0, ∂pmm − Fpm = 0, −∂1mm + F1m = 0, −∂2mm − Fm2 = 0. (4.84)
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Involuce:

I12 : 2x1xpFm2 +2x2xpF1m−(xp)2F21 +xp∂2m1m+2x2∂mm1m−xp∂1m2m−2x1∂mm2m = 0,

I13 : xp(∂1mm − F1m) + 2x1∂mmm − ∂mm1m = 0,

I23 : xp(∂2mm + Fm2) + 2x2∂mmm − ∂mm2m = 0. (4.85)

Řešeńım je

mm = mm(xp), m1m = m1m(xp), m2m = m2m(xp), F21 = F1m = Fm2 = 0,

Fpm = m′m(xp), Fp1 =
m′1m(xp)− 2x1m′m(xp)

xp
, Fp2 =

m′2m(xp)− 2x2m′m(xp)

xp
. (4.86)

Vhodná kalibrace je

Am = mm(xp), A1 =
m1m(xp)− 2x1mm(xp)

xp
, A2 =

m2m(xp)− 2x2mm(xp)

xp
,

Ap =
((x1)2 + (x2)2)mm(xp)− (x1 + x2)m1m(xp)

(xp)2

⇔ Q = {xpp1 + 2x1pm, x
pp2 + 2x2pm, pm}. (4.87)

4.3.9 Podalgebra {L2 +K1, L1 −K2 + P2, P0 − P3}
V posledńı tř́ıdě požadujeme IP tvaru Q1 = pAm +mm(x), Q2 = xppA1 + 2x1pAm +m1m(x) a
Q3 = −(xppA2 + 2x2pAm) + pA2 +m3(x). (Značeńı funkce m3 opět pouze z pozice IP ve výčtu,
př́ıslušný prvek algebry nemá zavedené označeńı.) Rovnice zachováńı:

Z1 : ∂mmm = 0, ∂pmm − Fpm = 0, −∂1mm + F1m = 0, −∂2mm − Fm2 = 0,

Z2 : ∂mm1m + xpF1m = 0, ∂pm1m − 2x1Fpm − xpFp1 = 0, ∂1m1m − 2x1F1m = 0,

−∂2m1m + xpF21 − 2x1Fm2 = 0,

Z3 : ∂mm3 + (xp − 1)Fm2 = 0, ∂pm3 + (xp − 1)Fp2 + 2x2Fpm = 0,

−∂1m3 + (xp − 1)F21 − 2x2F1m = 0, −∂2m3 + 2x2Fm2 = 0. (4.88)

Involuce:
I12 : xp(∂1mm − F1m) + 2x1∂mmm − ∂mm1m = 0,

I13 : −(xp − 1)Fm2 − 2x2∂mmm − xp∂2mm + ∂2mm − ∂mm3 = 0,

I23 : −2x2(xpF1m + ∂mm1m)− xp∂1m3 − 2x1∂mm3+

+(xp − 1)(xpF21 − 2x1Fm2 − ∂2m1m) = 0. (4.89)

Řešeńım je

mm = mm(xp), m1m = m1m(xp), m3 = m3(x
p), F21 = F1m = Fm2 = 0,
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Fpm = m′m(xp), Fp1 =
m′1m(xp)− 2x1m′m(xp)

xp
, Fp2 =

m′3(x
p) + 2x2m′m(xp)

1− xp
. (4.90)

Vhodná kalibrace:

Am = mm(xp), A1 =
m1m(xp)− 2x1mm(xp)

xp
, A2 =

m3(x
p) + 2x2mm(xp)

1− xp
,

Ap =
x2(x2mm(xp) +m3(x

p))

(xp − 1)2
+
x1(x1mm(xp)−m1m(xp))

(xp)2

⇔ Q = {pm, xpp1 + 2x1pm, −(xpp2 + 2x2pm) + p2}. (4.91)

T́ımto jsme dokončili klasifikaci tř́ıd systémů integrabilńıch v prvńım řádu ve 2 a 3 prosto-
rových rozměrech. Ve 2 prostorových rozměrech též klasifikaci jejich př́ıpad̊u s dodatečnými
lineárńımi IP a analýzu těchto př́ıpad̊u (tato by ve 3 prostorových rozměrech byla kompli-
kovaněǰśı ale zcela analogická). Nyńı budeme pokračovat systémy integrabilńımi ve druhém
řádu.
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Kapitola 5

Integrabilita druhého řádu

Zadáńı práce ukládá provést částečnou či úplnou klasifikaci systémů integrabilńıch ve
druhém řádu ve dvou prostorových rozměrech. V Kapitole 3 jsme zjistili, že nejvyšš́ı moc-
niny v hybnostech IP druhého řádu obecně odpov́ıdaj́ı lineárńım kombinaćım součin̊u dvo-
jic prvk̊u Poincarého algebry. Ř́ıci něco pro klasifikaci směrodatného o nižš́ıch mocninách
je již ale poměrně obt́ıžné. Pod́ıvejme se proto nejprve krátce, jaké jsou klasické metody a
výsledky v oblasti klasifikace integrabilńıch systémů druhého řádu.

Důležitými systémy integrabilńımi ve druhém řádu jsou jistě ty, které jsou integrabilńı d́ıky
separabilitě Hamilton-Jacobiho rovnice. V Kapitole 1 jsme zmı́nili, že tyto maj́ı některé IP
prvńıho a některé druhého (někdy pouze prvńıho) řádu a že je (teoreticky) umı́me nalézt
algebraicky. Existuje několik článk̊u, které pro tyto systémy hledaj́ı speciálńı superintegra-
bilńı př́ıpady (např. [26, 28] pro systémy separabilńı v kartézských souřadnićıch).

Tyto systémy však nejsou jedinými integrabilńımi ve druhém řádu. To ukazuje např. článek
[29], zde se hledaj́ı neekvivalentńı komutativńı dvojice kvadratických element̊u 3D Euklei-
dovy algebry (tj. nejvyšš́ı mocniny potenciálńıch IP druhého řádu). Ukazuje se, že je jich
v́ıce, než dvojic odpov́ıdaj́ıćıch IP separabilńıch systémů. Explicitně se tam též konstru-
uje př́ıklad systému, který takovéto IP má. Článek se však obecně nezabývá t́ım, co se
děje v nižš́ıch mocninách a konstrukćı systémů zachovávaj́ıćı př́ıslušné IP. (To může být
značně náročné - separabilńı systémy jsou v př́ıslušných souřadnićıch obvykle poměrně jed-
noduché, u neseparabilńıch ale apriori nev́ıme, jaké souřadnice použ́ıt, ani nemáme žádný
zjednodušený tvar, který bychom mohli předpokládat.)

Analogickým zp̊usobem by bylo možné postupovat i zde, tj. hledali bychom neekviva-
lentńı komutativńı dvojice kvadratických element̊u 3D Poincarého algebry, č́ımž bychom
vytvořili klasifikaci nejvyšš́ıch mocnin hybnosti potenciálńıch IP zaručuj́ıćıch integrabilitu
druhého řádu. Ze zmı́něných d̊uvod̊u by však patrně bylo v rámci práce nezvládnutelné
nalézt všechny př́ıslušné systémy a vypořádat se s klasifikaćı nižš́ıch mocnin. Rozhodli jsme
se proto provést pouze částečnou klasifikaci systémů integrabilńıch ve druhém řádu, totiž
právě klasifikaci ortogonálńıch separarabilńıch systémů, i když je pravděpodobné že, po-
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dobně jako v klasickém př́ıpadě, takto neźıskáme kompletńı výčet integrabilńıch systémů
ve druhém řádu.

5.1 Separabilńı systémy ve 2+1

Pokusme se aplikovat metodu hledáńı separabilńıch systémů. Ty, jak v́ıme z Kapitoly 1,
jsou automaticky integrabilńı a to bud’ v prvńım řádu, nebo právě ve druhém, kdy jeden
IP je prvńıho řádu a druhý druhého. V článku [14] nalezneme přehled neekvivalentńıch or-
togonálńıch metrik na 3D Minkowského prostoročase. Je jich 58, lze je však rozdělit do 12
rodin a ukazuje se, že většinou stač́ı na zjǐstěńı separabilńıch potenciál̊u uvažovat celou ro-
dinou najednou. V následuj́ıćım přehledu tedy budeme pracovat hlavně s nimi, až v př́ıpadě
nalezeńı separabilńıch potenciál̊u s konkrétńımi metrikami. Zapisovat je budeme v souladu
s článkem pomoćı souřadnic u, v, w, kde u odpov́ıdá časové souřadnici. Ještě uved’me, že
existuj́ı alternativńı metody systematického studia separability na pseudoriemannovských
varietách (např. [31]), nezdá se, že by přinesly nové možnosti pro naše studium. Zde se
tedy budeme držet článku [14].

Naše metoda tedy bude následuj́ıćı: tam, kde je to efektivně možné shrneme celou rodinu
do jednoho popisu (obsahuj́ıćı zat́ım bĺıže nespecifikované funkce), který splňuj́ı všechny
metriky v ńı, např. ds2 = du2 − (f(v) + g(w))(dv2 + dw2). Neznamená to však, že je tato
metrika plochá pro libovolná f(v), g(w), pouze pracujeme s obecným tvarem, dokud je to
možné. V tomto obecném tvaru metriky nalezneme separabilńı potenciály dle vzorce (1.7),
př́ıpadně L-C podmı́nky (1.5) a k nim IP povstávaj́ıćı se separability HJR.

Pokud separabilńı potenciál s IP druhého řádu v dané rodině najdeme, uvedeme konkrétńı
tvary metrik a jejich převod do pseudokartézských souřadnic. Konečně, pro nalezené v
druhém řádu integrabilńı systémy se pokuśıme naj́ıt speciálńı př́ıpady s daľśım(i) IP nav́ıc
a to opět pomoćı předpokladu, že tento IP nav́ıc je prvńıho řádu. Pro tyto nalezené speciálńı
př́ıpady uděláme nerelativistickou limitu a daľśı charakteristiky, které budeme moci źıskat.

5.1.1 Rodina F1

Prvńı rodina obsahuje dvě metriky, které rozebereme postupně. Prvńı jsou běžné pseudo-
kartézské souřadnice

(F11) : ds2 = du2 − dv2 − dw2. (5.1)

Probereme postupně možnosti rozděleńı souřadnic na tř́ıdy dle (1.6) : 1/ a = u, α = v, w,
pak dle (1.7) máme

Au = 0, Av(u), Aw(u). (5.2)

To znamená, že kvadrát potenciálu viditelně splňuje i požadavek (1.7), tj. AµA
µ !

= M(u)
(kde M(u) je libovolné). IP v tomto př́ıpadě jsou ale zjevně prvńıho řádu: Q = {pv, pw},
což pro nás nyńı neńı d̊uležité. Zcela analogicky dopadá situace a = v, α = u,w a a = w,
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α = u, v.

2/ Daľśı možnost jsou dvě souřadnice druhé tř́ıdy: a = u, v, α = w, pak (1.7) požaduje

Au = Av = 0, Aw = −m(u) + n(v)

∧ AwAw = m2(u)− 2m(u)n(v) + n2(v)
!

= −M(u) +N(v), (5.3)

kde v posledńım řádku na levé straně
!

= je AµAµ explicitně rozepsané tak, jak vycháźı
z předpis̊u v prvńım řádku a na pravé straně je to, co posledńı vztah podmı́nky (1.7)
požaduje o tvaru tohoto součinu. Funkce figuruj́ıćı v podmı́nce (1.7) jsou zde pro větš́ı
přehlednost přejmenovány. Stejně budeme podmı́nku (1.7) vyjadřovat i dále. Nyńı ale, jak
lze podmı́nku splnit: to je možné jen pokud m(u) = 0, n(v) libovolná, nebo naopak. T́ım
jsme ale źıskali jen speciálńı př́ıpad prvńı možnosti. Při permutaci souřadnic dostaneme
opět analogickou situaci.

Druhá metrika rodiny má tvar

(F12) : ds2 = du2 − u2dv2 − dw2, (5.4)

kde je opět v́ıce možnost́ı. 1/ a = u, α = v, w, pak

Au = 0, Av(u), Aw(u) (5.5)

opět automaticky splňuje podmı́nku AµA
µ !

= −M(u). IP jsou ale opět viditelně prvńıho
řádu - Q = {pv, pw}.

2/ Pro a = u, v, α = w je

Au = Av = 0, Aw = m(u)− n(v)/u2

∧ AwA
w = −(m2(u)− 2m(u)n(v)/u2 + n2(v)/u4)

!
= M(u)−N(v)/u2. (5.6)

To lze splnit s n(v) = 0 a libovolnou m(u). To je ale jen speciálńı př́ıpad předchoźıho. Pro
a = u,w, α = v dostaneme opět jen speciálńı př́ıpad, totiž Av(u). Rodina tedy nemá sepa-
rabilńı systémy s IP druhého řádu. Všechny separabilńı systémy této rodiny (integrabilńı
v prvńım řádu) jsou tedy již obsaženy v Kapitole 4.

5.1.2 Rodina F2

Druhá rodina F2 má dvě metriky. Prvńı je tvaru

(F21) : ds2 = du2 − dv2 − v2dw2. (5.7)

Zde tedy může být 1/: a = v, α = u,w, tedy

Av = 0, Au(v), Aw(v) (5.8)
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automaticky splňuj́ı podmı́nku AµA
µ !

= F (v). IP jsou však prvńıho řádu: Q = {pu, pw}.

Druhou možnost́ı jsou dvě souřadnice druhé tř́ıdy 2/: a = u, v, α = w. Pak

Au = 0 = Av, Aw = m(u)− n(v) ∧ AwAw = −v2(m(u)− n(v))2
!

= M(u)−N(v), (5.9)

což splňuje mu = 0, n(v) libovolná. To je ale jen speciálńı př́ıpad předchoźıho. Zcela ana-
logicky funguje druhá volba a = w, v, α = v.

Druhá metrika je tvaru
(F22) : ds2 = v2du2 − dv2 − dw2, (5.10)

zcela obdobným postupem jako pro prvńı ale zjist́ıme, že jediný separabilńı potenciál je

Av = 0, Au(v), Aw(v), (5.11)

který má však IP prvńıho řádu Q = {pu, pw}. Ani tato rodina tak nemá separabilńı
systémy integrabilńı ve druhém řádu. Všechny nalezené separabilńı systémy jsou tedy i
zde některými z Kapitoly 4 (resp. jsou na ně převoditelné př́ıslušnými transformacemi).

5.1.3 Rodina F3

Tato rodina má dvě metriky, které lze zapsat ve tvaru

ds2 = du2 − (f(v) + g(w))(dv2 + dw2), (5.12)

tedy a = v, w, α = u (možnost a = u, v, w je jako vždy triviálńı). Požadujeme tedy

Av = Aw = 0, Au = −m(v) + n(w)

f(v) + g(w)
∧ AuAu =

(m(v) + n(w))2

(f(v) + g(w))2
!

= −M(v) +N(w)

f(v) + g(w)

⇔ (m(v) + n(w))2 = −(f(v) + g(w))(M(v) +N(w)). (5.13)

To lze ale splnit jen pokud všechny funkce v a všechny funkce w vystupuj́ıćı v tomto vztahu
jsou si (až na př́ıpadné konstanty) rovny. To ale z Au dělá konstantu. Tato rodina tedy
nemá relevantńı separabilńı potenciály.

Na tomto mı́stě je vhodná poznámka: u předchoźıch rodin byly rovnice (1.7) poměrně
přehledné, zde (a dále) už se za takové označit sṕı̌se nedaj́ı a je tedy vhodné ověřit, že řešeńı,
která jsme našli, jsou skutečně jediná. K tomu pomůže L-C podmı́nka (1.5) : řekněme pro
zjednodušeńı pro Av = Aw = 0, Au(v, w) (jak vyb́ıźı prvńı část podmı́nky (1.7)). Pak jediná
netriviálńı L-C podmı́nka je pro dvojici vw. Po vyděleńı předfaktorem dostaneme polynom
lineárńı v pu, koeficient prvńı mocniny je (f(v) + g(w))∂vwAu + ∂wAuf

′(v) + ∂vAug
′(w),

ten chceme nulový. Po zahrnut́ı tohoto faktu do rovnice zbývá z koeficientu nulté mocniny
−∂wAu∂vAu(f(v) + g(w)), jelikož funkce f, g jsou vždy nekonstantńı, lze druhou rovnici
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splnit pouze pokud Au(v) či Au(w), oboje však po dosazeńı do prvńı požaduje tuto závislost
konstantńı.

Skutečnost, že jsme zde k potvrzeńı/nalezeńı výsledku mohli elegantně použ́ıt L-C podmı́nku
je sṕı̌se výjimka plynoućı z malého počtu dimenźı a tvar̊u metrik. Jak jsme již uvedli, je
podmı́nka většinou velmi těžkopádná a nemuśıme být schopni ji vyřešit. Proto i dále vždy
uvedeme obě cesty.

5.1.4 Rodina F4

Čtvrtá rodina má 11 metrik tvaru

ds2 = (f(u) + g(v))(du2 − dv2)− dw2, (5.14)

tedy a = u, v, α = w. Podmı́nky na separabilńı potenciál jsou:

Au = Av = 0, Aw =
m(u)− n(v)

f(u) + g(v)
∧ AwAw = −(m(u)− n(v))2

(f(u) + g(v))2
!

=
M(u)−N(v)

f(u) + g(v)

−(m(u)− n(v))2 = (f(u) + g(v))(M(u)−N(v)), (5.15)

tedy zcela analogické předchoźı rodině. Ani tato tedy nemá netriviálńı separabilńı potenciál.
Ověřeńı z L-C podmı́nky (1.5) by vypadalo zcela analogicky předchoźı rodině, jen se u
vyměńı za w.

5.1.5 Rodina F5

Tato rodina obsahuje tři metriky tvaru

ds2 = du2 − u2(dv2 + f(v)dw2), (5.16)

tedy a = u, v, α = w. Podmı́nky ř́ıkaj́ı

Au = Av = 0, Aw = m(u)−n(v)

u2
∧ AwAw = u2f(v)

(
m(u)− n(v)

u2

)2
!

= M(u)−N(v)

u2

⇔ u2f(v)

(
m2(u)− 2m(u)n(v)

u2
+
n2(v)

u4

)
= M(u)− N(v)

u2
, (5.17)

což lze splnit s m(u) = 0 a n(v) libovolnou. To tedy v d̊usledku ř́ıká, že pro libo-
volné Au = Av = 0, Aw(v) máme separabilńı potenciál a tedy integrabilńı systém. L-C
podmı́nka nám tento závěr potvrd́ı: po úpravě v podmı́nce pro vu je koeficient pv tvaru
−f(v)∂uvAw + f ′(v)∂uAw a u nulté mocniny f(v)∂uAw∂vAw. Zcela stejné rovnice dosta-
neme i pokud v metrice bude mı́sto u2 libovolná g(u).

Zkusme naj́ıt IP pro obecný tvar metriky (5.16). Jistě prvńı z nich bude Q1 = pw,
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druhý (očekáváme ho druhého řádu) muśıme nalézt. Již ve výzkumném úkolu [19] se
ukázalo jako výhodné (a úspěšné) hledat IP druhého řádu separabilńıch systémů ve tvaru
Q = (pAµ )2fµ(x), tj. vyskytuj́ı se v něm pouze druhé mocniny pAµ , ne smı́̌sené členy a nižš́ı
mocniny. Vezměme tedy tento tvar a pod́ıvejme se, co nám dá rovnice nulovosti časového
vývoje (1.3). Koeficient̊u třet́ıch mocnin hybnosti dávaj́ı rovnice:

p3u : ∂ufu = 0, p2upv : ∂vfu = 0, p2vpu : 2fu − u3∂ufv = 0, p3v : ∂vfv = 0, p2vpw : ∂wfv = 0,

pvp
2
w : fv∂vf + f v∂vfw = 0, p3w : ∂wfw = 0, p2wpu : 2fu − u3f∂ufw = 0,

pwp
2
u : ∂wfu = 0. (5.18)

Můžeme využ́ıt, že podle těchto rovnic je fu konstanta, můžeme ji položit jednotkovou a
odeč́ıst od hledaného IP Hamiltonián. Výsledný IP se ř́ıd́ı stejnými rovnicemi, jen s fu
nulovou. Pokud toto zahrneme do rovnic, zjist́ıme, že i fv je konstanta, vyděĺıme ji a opět
to zahrneme do rovnic. Ty nám ted’ ř́ıkaj́ı, že fw(v) a jediná netriviálńı rovnice je šestá.
Jej́ım řešeńım je fw = K + 1/f(v). Když tento tvar dosad́ıme a zjednoduš́ıme (1.3), poté
z něho zbývá pouze 4pAwpvK∂vAw = 0, což nutně znamená K = 0. Celkem tak

Au = Av = 0, Aw(v) : Q = {pw, p2v + (pAw)2/f(v)}. (5.19)

Nyńı bude vhodné vypsat konkrétńı metriky a zkusit v nich nalézt př́ıpady s IP nav́ıc, a
také systémy převést do 2+1 děleńı. Ukazuje se, že celou rodinu je snadné vyjádřit v 2+1
rozštěpeńı - d́ıky vyjádřeńı časové souřadnice u se totiž jedná o jednu z hyperbolických
Diracových forem (2+1 analog H1). Tj. 2+1 Hamiltonián

H = pu =

√
1 +

(pAv )2

u2
+

(pAw)2

f(v)
+ Au. (5.20)

Zat́ım ale z̊ustaňme ve 3D a pod́ıvejme se na konkrétńı tvary metrik a jejich převody do
pseudokartézských souřadnic. Prvńı metrika rodiny je

(F51) : ds2 = du2 − u2(dv2 + e2vdw2),

x0 + x2 = u(evw2 + e−v), x0 − x2 = uev, x1 = uwev, u > 0, v, w ∈ R,

x1

x0 − x2
= w,

√
(x0)2 − (x1)2 − (x2)2 = u, ln

(
x0 − x2√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2

)
= v. (5.21)

Předpokládejme systém tvaru (5.19) a hledejme př́ıpady s IP nav́ıc. Rovnice plynoućı z
požadavku Lieovy derivace jsou

Lvu: f(v)e−v(2c3w − c4)/u2 = 0, Lwu: − (−c3e−v + ev(c3w
2 − c4w − c5))f(v)/u2 = 0,

Lwv: c3(f
′(v)−3f(v))e−v+(f ′(v)−f(v))(−c3w2+c4w+c5)e

v+u(c1w+c2))/u = 0, (5.22)

kde cj jsou parametry v Poincaréovském vektorovém poli převedeném do souřadnic F51
(je jich pět, šestý odpov́ıdá právě pw, žádné požadavky na něj tedy nejsou). Prvńı rovnice
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implikuje nulovost c3, c4, druhá též c5. Zahrneme-li toto do třet́ı rovnice, vyvstává jediný
možný př́ıpad s IP nav́ıc, vycházej́ıćı z c1 a c2, plat́ı-li f ′(v)− f(v) = 0. Tj. celkem

Au = Av = 0, Aw = Kev : Q3 = pv − pww, (5.23)

kde uvedený IP př́ısluš́ı konstantě c2, druhý, závislý IP př́ıslušný c1 je Q̃ = pvw+pw(e−2v−
w2)/2−Ke−v. Protože žádný z IP, ani elektromagnetické pole samotné v sobě neobsahuje
časovou souřadnici u, je možné vyjádřit ve 2+1 děleńı i trajektorii. Ta je tvaru

Q2 = (Q1w +Q3)
2 + (Q1 −Kev)2e−2v (5.24)

a je pro dvě r̊uzné volby parametr̊u vykreslena na Obrázćıch 3 a 4 v př́ıloze.

Též se pod́ıvejme na nerelativistickou limitu tohoto systému: převedeme ho do pseudo-
kartézských souřadnic jako

A0 = − x1

x0 − x2
K√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2
, A1 =

K√
(x0)2 − (x1)2 − (x2)2

,

A2 =
x1

x0 − x2
K√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2
, (5.25)

což znamená

F01 =
Kx2

((x0)2 − (x1)2 − (x2)2)3/2
, F02 = − Kx1

((x0)2 − (x1)2 − (x2)2)3/2
,

F12 =
Kx0

((x0)2 − (x1)2 − (x2)2)3/2
, (5.26)

tj. po dosazeńı x0 = ct a Ei/c = F0i vid́ıme, že pokud c nevystupuje v K jsou limity B, Ei
nulové. Pokud ale budeme předpokládat K = kc2, dostaneme vše konečné a nenulové,
konkrétně

E1 =
ksgn(t)x2

t3
, E2 = −ksgn(t)x1

t3
, B = −ksgn(t)

t2
. (5.27)

(Ve vyjádřeńı jsme ponechali sgn(t), aby bylo vidět spojeńı s p̊uvodńım systémem. Vzhle-
dem k singularitě v t = 0 by ale byly trajektorie na dvou poloosách striktně odděleny,
vždy bychom pracovali jen na jedné, zde můžeme použ́ıvat vyjádřeńı bez sgn(t), - lze za-
hrnout do definice konstanty). Upozorňujeme též, že jsme museli změnit kalibraci. Proto
IP v nerelativistickém př́ıpadě nebudou limitami zde uvedených, ale tyto je třeba převést
do nové kalibrace (uvedená má nekonečné limity). Nová klasická kalibrace může být např.
ϕ = 0, A1 = −kx2

2t2
, A2 = kx1

2t2
.

Přejděme k druhé metrice rodiny:

(F52) : ds2 = du2 − u2(dv2 + sinh2 vdw2),
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x0 = u cosh v, x1 = u sinh v cosw, x2 = u sinh v sinw, u, v > 0, 0 < w < 2π,

u =
√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2, w = arctan
x2

x1
,

v = arcosh
x0√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2
. (5.28)

Hledáme-li pro systém (5.19) speciálńı př́ıpady s IP prvńıho řádu nav́ıc, nacháźıme opět
jeden př́ıpad s jedńım IP nav́ıc, po převedeńı do společných souřadnic se ale ukazuje, že se
jedná o systém shodný s (5.23), pouze s konstantou −K. Nebudeme proto v́ıce rozepisovat
jeho hledáńı a tvar. (Obecně si systémy (5.19) jednotlivých metrik rodiny rovny nejsou,
ale hledáńım speciálńıch př́ıpad̊u jsme se zjevně dostali do jejich pr̊uniku.)

Ještě se pod́ıvejme na posledńı, třet́ı metriku:

(F53) : ds2 = du2 − u2(dv2 + cosh2 vdw2),

x0 = u cosh v coshw, x1 = u cosh v sinhw, x2 = u sinh v, u > 0, v, w ∈ R,

u =
√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2, w = arctanh
x1

x0
,

v = arcsinh
x2√

(x0)2 − (x1)2 − (x2)2
. (5.29)

I zde však hledáńı př́ıpad̊u s IP nav́ıc vede pouze k systému (5.23), nebudeme ho tedy
rozepisovat.

5.1.6 Rodina F6

V šesté rodině jsou tři metriky tvaru

ds2 = w2(du2 − f(u)dv2)− dw2, (5.30)

tedy a = w, u, α = v, tzn.

Au = Aw = 0, Av =
m(u)

w2
−n(w) ∧ AvAv = −w2f(u)

(
m(u)

w2
− n(w)

)2
!

=
M(u)

w2
−N(w)

⇔ −w2f(u)

(
m2(u)

w4
− 2m(u)n(w)

w2
+ n2(w)

)
=
M(u)

w2
−N(w), (5.31)

což lze splnit pro libovolnou m(u) a n(w) = 0. V d̊usledku opět libovolné Av(u) je separa-
bilńı. Ověřeńı z L-C podmı́nky vypadá analogicky předchoźı rodině (při záměně roĺı u a w).

Analogicky předchoźımu postupu lze nalézt

Au = Aw = 0, Av(u) : Q = {pv, p2u − (pAv )2/f(u)}. (5.32)
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Nyńı se pod́ıváme na př́ıpady maj́ıćı IP prvńıho řádu nav́ıc u konkrétńıch metrik. Prvńı
metrika rodiny je tvaru

(F61) : ds2 = w2(du2 − e2udv2)− dw2,

x0 + x2 = w(euv2 − e−u), x0 − x2 = weu, x1 = vweu, w > 0, v, u ∈ R,

w =
√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2, u = ln

(
x0 − x2√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2

)
, v =

x1

x0 − x2
. (5.33)

Rovnice Lieovy derivace jsou zcela analogické předchoźı rodině (5.22), pouze tam, kde tam
vystupuje w, zde vystupuje v, tam kde v (5.22) vystupuje v je zde u. Konečně tam, kde v
(5.22) vystupuje u zde bude w. Nakonec proto výsledkem pátráńı po př́ıpadech s IP nav́ıc
je jeden systém, maj́ıćı dva lineárńı IP nav́ıc, z ńıž však jen jeden je nezávislý:

Au = Aw = 0, Av = Keu : Q3 = pu − pvv (5.34)

(a druhý Q̃ = puv − pv(v2 + e−2u)/2 +Ke−u závislý). Pod́ıvejme se na převod a limitu:

A0 = − Kx1√
(x1)2 + (x2)2 − (x0)2(x0 − x2)

, A1 =
K√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2
,

A2 =
Kx1√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2(x0 − x2)
, (5.35)

tedy

F01 = − Kx2

((x1)2 + (x2)2 − (x0)2)3/2
, F02 =

Kx1

((x1)2 + (x2)2 − (x0)2)3/2
,

F21 =
Kx0

((x1)2 + (x2)2 − (x0)2)3/2
. (5.36)

Zde opět, pokud předpokládáme, že v K nevystupuje c, jsou pole limitně nulová. Pokud
bychom je chtěli nenulová, naráž́ıme na rozd́ıl od páté rodiny na problém: pokud bychom
předpokládali K = kc2, dostali bychom sice konečné, nenulové limity, tyto by však byly
komplexńı. Konkrétně E1 = −Ikcsgn(It)x2/t3, E2 = Ikcsgn(It)x1/t3, B = Ikcsgn(It)/t2.
Je to zp̊usobeno t́ım, že v odmocnině ve jmenovateli je v limitě záporné č́ıslo. Přes proble-
matickou interpretaci se můžeme ptát, zda pokud povoĺıme imaginárńı konstantu (vyrušivš́ı
I ve jmenovateli), nedostaneme klasický superintegrabilńı systém. Odpověd’ je kladná, po-
kud připust́ıme k = k̃I, pak dostáváme v limitě právě systém (5.23), ke kterému jsme se
již vyjádřili. Je to d̊usledek toho, že dvojice metrik F51 a F61, dále F52 a F62 a konečně
F53 a F63 se nepovažuj́ı za ekvivalentńı pouze proto, že každá z dvojice pokrývá jinou část
prostoročasu.

Druhá metrika v rodině je

(F62) : ds2 = w2(du2 − sinh2 udv2)− dw2,
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x0 = w sinhu cosh v, x1 = w sinhu sinh v, x2 = w coshu, u, w > 0, v ∈ R,

w =
√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2, v = arctanh
x1

x0
,

u = arccosh
x2√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2
(5.37)

a systém (5.32) má opět jediný př́ıpad s IP prvńıho řádu nav́ıc. Po převedeńı do společných
souřadnic se ale ukazuje, že je shodný s (5.34), pouze s opačnou konstantou. Nebudeme se
j́ım tedy dále zabývat.

Posledńı metrikou rodiny je

(F63) : ds2 = w2(du2 − cosh2 udv2)− dw2,

x0 = w sinhu, x1 = w coshu cos v, x2 = w coshu sin v, w > 0, 0 < v < 2π, u ∈ R,

w =
√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2, v = arctan
x2

x1
,

u = arcsinh
x0√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2
(5.38)

a hledáńım systémů (5.32) s IP nav́ıc opět naraźıme na systém shodný s (5.34).

5.1.7 Rodina F7

Tato rodina obsahuje pouze jednu metriku, přesto ji prozat́ım zaṕı̌seme obecně jako

ds2 = w2(f(v)du2 − dv2)− dw2, (5.39)

tj. a = w, v, α = u, což znamená požadavek

Av = Aw = 0, Au = −m(v)

w2
−n(w) ∧ AuAu = f(v)w2

(
m(v)

w2
+ n(w)

)2
!

= −M(v)

w2
−N(w)

⇔ w2f(v)

(
m2(v)

w4
− 2m(v)n(w)

w2
+ n2(w)

)
=
M(v)

w2
−N(w), (5.40)

což, analogicky předchoźım rodinám, splńı n(w) = 0 a m(v) libovolná, tj. Au(v). Ověřeńı
z L-C podmı́nky vypadá analogicky předchoźım rodinám.

IP jsou pak
Av = Aw = 0, Au(v) : Q = {pu, p2v − (pAu )2/f(v)}. (5.41)

Když máme obecné předpisy, můžeme přej́ıt k hledáńı př́ıpad̊u s IP nav́ıc. Nejprve ale
uved’me explicitně metriku:

(F71) : ds2 = w2(sin2 vdu2 − dv2)− dw2,
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x0 = w sinhu sin v, x1 = w coshu sin v, x2 = w cos v, u > 0, 0 < v < π, w ∈ R,

w =
√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2, u = arccosh
x0

x1
,

v = arccos
x2√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2
. (5.42)

Rovnice Lieovy derivace jsou

Lvw: − f(v)(e−uc2 − euc3)/(sin(v)w2) = 0,

Lvu: ((sin(v)(cos(v)c2 + c4w)f ′(v) + cos2(v)c2 − cos(v)c4w − 2c2)f(v))e−u+

+(cos(v)eu sin(v)c3 + eu sin(v)wc5 + cos2(v)c1 − c1)f ′(v)+

+(cos2(v)euc3 − (euc5w − c1 sin(v)) cos(v)− 2euc3))/(sin(v)w),

Luw: − f(v)(− cos(v)(e−uc2 + euc3) + c1 sin(v))/w2 = 0. (5.43)

Z prvńıch dvou rovnic c2 = c3 = c4 = 0 a použijeme-li tuto skutečnost, posledńı rovnici lze
zjednodušit na w(sin(v)f ′(v)− cos(v)f(v))(c5e

u + c4e−u) = 0, což znamená, že systém má
jeden př́ıpad s IP nav́ıc:

Av = Aw = 0, Au = K cos v : Q3 =

(
−pu coth v + pv +

2Kev

e2v − 1

)
eu (5.44)

a daľśım závislým Q̃ =
(
pu coth v + pv − 2Kev

e2v−1

)
e−u. Je zaj́ımavé si všimnout, že všechny

př́ıpady s IP nav́ıc v rodinách F5, F6 a F7 měly tvar, v němž nenulová složka tř́ıpotenciálu
odpov́ıdá (až na konstantu) derivaci odmocniny funkce f vystupuj́ıćı v metrice. Pod́ıvejme
se ještě na převod a limitu. Po převedeńı máme

A0 =
Kx2√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2((x0)2 − (x1)2)
,

A1 = − Kx0x2√
(x1)2 + (x2)2 − (x0)2((x0)2 − (x1)2)x1

, A2 = 0, (5.45)

tud́ıž

F01 = −
Kx2

√
(x0)2 − (x1)2

x1
√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2
3 , F01 =

K
√

(x0)2 − (x1)2√
(x1)2 + (x2)2 − (x0)2

3 ,

F21 =
Kx0

√
(x0)2 − (x1)2

x1
√

(x1)2 + (x2)2 − (x0)2
3 . (5.46)

Situace je velmi podobná, jako u předcházej́ıćı rodiny - pro K v němž nevystupuje c jsou
pole limitně nulová, pokud bychom je chtěli nenulová, mohli bychom toho dosáhnout při
předpokladu K = kc, pak bychom ale pole měli v limitě komplexńı. Jedná se tedy o stav,
kdy, přesto, že relativistický systém má smysl, jeho limita nemá smysl/neńı fyzikálńı. To
se nezdá být v principu zase tak zvláštńı, nakonec, elektromagnetismus je prakticky teorie
relativistická, neńı tedy patrně nutné, aby všechny nerelativistické obdoby měly smysl. U
tohoto systému se nav́ıc zdá, že povoĺıme-li formálně v limitě k = k̃I, abychom vyrušili
imaginárńı jednotku, neźıskáváme systém s odpov́ıdaj́ıćım množstv́ım IP.
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5.1.8 Rodina F8

Tato rodina má tři metriky tvaru

ds2 = f(v)g(w)du2 − (f(v)± g(w))(dv2 + dw2), (5.47)

tedy a = v, w α = u. Podmı́nky na separabilńı potenciál jsou

Av = Aw = 0, Au = −m(v) + n(w)

f(v)± g(w)

∧ AuAu = f(v)g(w)

(
m(v) + n(w)

f(v)± g(w)

)2
!

= −M(v) +N(w)

f(v)± g(w)
. (5.48)

To mimo konstanty splnit nelze. Tato rodina tedy nemá netriviálńı separabilńı potenciál.
Ověřeńı přes L-C (1.5): netriviálńı podmı́nka na vw po vyděleńı předfaktorem má koefici-
ent u pu: −f(v)g(w)(f(v) + g(w))∂vwAu + g′(w)f 2(v)∂vAu + f ′(v)g2(w)∂wAu, po zahrnut́ı
požadavku na jeho nulovost zbývá nultá mocnina tvaru f(v)g(w)(f(v) + g(w))∂vAu∂wAu,
v obou možnostech pak ale z prvńı rovnice plyne konstantńı závislost.

5.1.9 Rodina F9

Zde se nacháźı 12 metrik tvaru

ds2 = (f(u)± g(v))(du2 − dv2)− f(u)g(v)dw2 resp.

ds2 = (g(v)± f(u))(du2 − dv2)− f(u)g(v)dw2, (5.49)

tedy a = u, v, α = w a

Au = 0 = Av, Aw =
m(u)− n(v)

f(u)± g(v)

∧ AwAw = −f(u)g(v)
(m(u)− n(v))2

(f(u)± g(v))2
!

=
M(u)−N(v)

f(u)± g(v)
, (5.50)

což opět nemá netriviálńı řešeńı, rodina je tedy bez separabilńıch potenciál̊u. Ověřeńı
prob́ıhá zcela analogicky předchoźı rodině, pouze u a w si vyměńı mı́sta, a změńı se některá
znaménka.

5.1.10 Rodiny F10, F11, F12

Rodina 10, resp. 11, resp. 12 obsahuje 4, resp. 4, resp. 10 metrik tvar̊u

(F10) : ds2 = du2 − u2(f(v) + g(w))(dv2 + dw2),

(F11) : ds2 = w2(f(u)− f(v))(du2 − dv2)− dw2,

(F12) : ds2 = f(u, v, w)du2 − g(u, v, w)dv2 − k(u, v, w)dw2 (5.51)

(přičemž v posledńı uvedené maj́ı funkce nějaký konkrétńı vztah a tvar, to pro nás ale neńı
d̊uležité). To ale znamená, že ve všech př́ıpadech a = u, v, w a tedy tyto metriky nemaj́ı
netriviálńı separabilńı potenciál.
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Závěr

V práci jsme se zaměřili na systematické zkoumáńı speciálně relativistických jednočásticových
systémů s elektromagnetickým polem ve dvou a třech prostorových rozměrech, které jsou
integrabilńı d́ıky IP prvńıho či druhého řádu ve složkách hybnosti (a př́ıpadně maj́ı daľśı
nezávislé IP prvńıho řádu nav́ıc). K tomu jsme potřebovali definice a tvrzeńı z oblasti
(super)integrability, speciálńı relativity a separability HJR uvedené v Kapitole 1 a hamil-
tonovské popisy relativistické dynamiky rozebrané v Kapitole 2. Tyto popisy jsou bud’

kovariantńı (4D resp. 3D), nebo se odehrávaj́ı v 3+1 (resp. 2+1) rozštěpeńı Minkowského
prostoročasu. Oboje má své výhody i nevýhody, popis voĺıme podle situace a účelu. Zjis-
tili jsme však, že IP a jejich př́ıpadná involuce se mezi popisy přenášej́ı. Dále jsme v této
kapitole krátce uvedli historii (systematického) zkoumáńı relativistické (super)integrability.

V Kapitole 3 jsme zjistili, jak vypadaj́ı obecné IP prvńıho a druhého řádu v hybnosti
(poč́ıtali jsme v kovariantńım popisu), předevš́ım v nejvyšš́ıch mocninách hybnosti. Konkrétně
IP prvńıho řádu jsou právě poincaréovské IP, tj. lineárńı kombinace prvk̊u Poincarého al-
gebry - hybnost́ı, moment̊u hybnost́ı a boostových prvk̊u. T́ım se lǐśı od IP prvńıho řádu
v nerelativistickém př́ıpadě, kde vystupuj́ı prvky Eukleidovy algebry (v časově nezávislém
př́ıpadě jejich lineárńı kombinace, při povoleńı časové závislosti jsou koeficienty kombi-
nace funkce času). Nejvyšš́ı mocniny hybnost́ı v obecném relativistickém IP druhého řádu
pak odpov́ıdaj́ı součin̊um dvojic Poincarého algebry. (V klasickém př́ıpadě je situace opět
analogická s Eukleidovou algebrou.) Provedené zkoumáńı nám poskytlo lepš́ı vhled do
převáděńı IP z relativistického systému do jeho nerelativistické obdoby (toto prob́ıhá li-
mitou, při převodu však z IP mohou zmizet některé členy, může se změnit řád, časová
závislost i počet, může být třeba změnit kalibraci apod.).

Výsledky Kapitoly 3 př́ımo naznačuj́ı metody klasifikace systémů integrabilńıch v prvńım
a druhém řádu. V Kapitole 4 jsme klasifikovali systémy integrabilńı v prvńım řádu a dvou
a třech prostorových rozměrech. Protože jsou IP prvńıho řádu poincaréovské, potřebovali
jsme komutativńı podalgebry 3D resp. 4D Poincarého algebry rozměru 2 resp. 3. Tyto
jsme částečně nalezli, částečně převzali z [35]. U 3D Poincarézy bylo takových podalge-
ber 7, u 4D analogie 9. U každé takové tř́ıdy jsme tedy požadovali zachováńı množiny
IP prvńıho řádu tvaru součtu daného prvku algebry a obecné funkce souřadnic. Zároveň
jsme požadovali, aby tyto byly vzájemně v involuci. Z těchto rovnic jsme byly schopni určit
obecné tvary elektromagnetického pole zachovávaj́ıćı dané IP. V př́ıpadě dvou prostorových
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rozměr̊u jsme ještě hledali speciálńı př́ıpady nalezených systémů maj́ıćı daľśı nezávislé IP
prvńıho řádu. Našli jsme řadu r̊uzných př́ıpad̊u s IP nav́ıc. Dva jejich speciálńı př́ıpady
měly maximálńı počet IP, bylo tedy možné př́ımo z IP určit (a vykreslit) jejich trajek-
torie. U konkrétńıch systémů jsme též určili jejich nerelativistické limity a ukázalo se, že
některým v nerelativistickém př́ıpadě přibývá jeden nezávislý IP prvńıho řádu.

V Kapitole 5 jsme naznačili, jakým zp̊usobem by se dělala obecná klasifikace systémů inte-
grabilńıch ve druhém řádu (založeno na analogickém postupu pro nerelativistické systémy).
Jelikož jsme ale chtěli systémy explicitně zkonstruovat, omezili jsme se pouze na separabilńı
systémy, které maj́ı vlastnost integrability (nejvýše) druhého řádu automatickou. Využili
jsme klasifikaci neekvivaletńıch ortogonálńıch metrik na 3D Minkowského prostoročase, v
nichž se separuje Hamiltonián volné částice z [14] (protože to je nutnou podmı́nkou se-
parability systémů s elektromagnetickým polem). Hledáńım separabilńıch potenciál̊u jsme
zjistili, že pouze tři z 12 uvedených rodin metrik maj́ı separabilńı potenciály integrabilńı
ve druhém řádu, celkem se jedná o 7 metrik (tedy i 7 systémů). K těmto jsme nalezli
př́ıslušné IP. Hledali jsme též jejich podpř́ıpady maj́ıćı daľśı nezávislé IP prvńıho řádu, pro
každou rodinu jsme nalezli jeden (nacházel se vždy v pr̊uniku potenciál̊u separabilńıch ve
všech metrikách rodiny a měl specifický tvar). Tento jsme převedli do pseudokartézkých
souřadnic a provedli limitu. Fyzikálně přijatelná se však zdála být jen v jednom př́ıpadě.
U jednoho ze systémů byl nalezen maximálńı počet IP, proto bylo možné z nich vyjádřit
(a vykreslit) př́ımo jeho trajektorii.

Co se navázáńı na tuto práci týče, bylo by zaj́ımavé v́ıce prostudovat, co je d̊uvodem
větš́ıho množstv́ı dodatečných IP v nerelativistickém př́ıpadě u systémů nalezených v sekci
4.2. Může se jednat např. o limity dosud neobjevených relativistických IP druhého řádu,
o rozpad jednoho relativistického IP na dva či změnu funkcionálńı závislosti v d̊usledku
limity. (Vı́me, že někdy např. v limitě vymyzela závislost na nějaké souřadnićı, proto bylo
vidět prakticky, jak nový IP vznikne, nicméně to nepoṕırá předchoźı možnosti.) Taktéž
by bylo vhodné tyto systémy zkusit vyřešit (toto jsme zde provedli jen pro systémy s ma-
ximálńım počtem IP). Daľśım přirozeným pokračováńım je nalezeńı systémů s dodatečnými
lineárńımi IP i pro systémy ve 3 prostorových rozměrech (tj. ze sekce 4.3).

Nalezeńı (všech) separabilńıch systémů maj́ıćı 3 prostorové dimenze se jev́ı jako značně
ambiciózńı plán, nicméně dalo by se zač́ıt např. metrikami, v ńıž lze provést rozštěpeńı v
instantńı formě (pak by se zároveň jednalo o navázáńı na výzkumný úkol [19]), u těchto
systémů by pak opět šlo hledat př́ıpady s dodatečnými (lineárńımi) IP. Alternativou by
bylo se zaměřit na jeden systém souřadnic (např. kartézský, jehož separabilńı systémy byly
již nalezeny ve [19]), hledat systémy s dodatečnými IP a analyzovat je. Konečně, analýza
komutuj́ıćıch kvadratických prvk̊u univerzálńı obalové algebry Poincarého algebry (ale-
spoň 3D verze), podobná klasifikaci v [29] pro Eukleidovu algebru, by nám umožnila zač́ıt
kompletńı klasifikaci integrability druhého řádu v relativistickém př́ıpadě.
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Př́ıloha

Zde uvád́ıme vykresleńı trajektoríı nalezených systémů s maximálńım možným počtem IP
nalezených v práci. Vše je vykresleno v jednotkách 1 = c = m0 = −q. Index 0 u souřadnic
a hybnost́ı v popisech obrázk̊u znamená volbu počátečńıch hodnot (tyto se dosad́ı do IP
a tak urč́ı jejich hodnotu pro dané počátečńı podmı́nky). Omezené/uzavřené trajektorie
jsou vykresleny celé (Obrázek 1 a 3), v př́ıpadě neomezených/neuzavřených trajektoríı je
vykresleńı ukončeno v mı́stě, kde je již z tvaru křivky patrné, jak bude pokračovat dále
(Obrázek 2 a 4).

Obrázek 1: 2+1 trajektorie (4.14) systému 2/ (4.13) pro volbu K0 = 0, K1 = 2.8, p10 =
0.3, p20 = 0.6; x10 = 7, x20 = 2.
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Obrázek 2: 3D trajektorie systému 12/ (4.38) pro volbu K = 2, p10 = 0.1, pm0 = 0.4, pp0 =
0.7, xp0 = 0.6446122767, x10 = 0.4693764592, xm0 = 2.493698916.

Obrázek 3: 2+1 trajektorie (5.24) systému (5.23) pro volbu K = 4, pv0 = 2.6344, pw0 =
1, v0 = 0, w0 = 2.0344.
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Obrázek 4: 2+1 trajektorie (5.24) systému (5.23) pro volbu K = 2, pv0 = 1.5, pw0 =
0.3, v0 = 1, w0 = 3.
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