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Uvod

Zkoumani integrability, resp. superintegrability je v podstaté hledanim a studiem fesitelnych
systému. Prirozeneé se tak jedna o oblast znacné dulezitosti, kterd je studovana dlouhodobeé.
Dlouho bylo zndmo nékolik klasickych fyzikélnich pripadu, napr. Keplerova uloha, resp. po-
hyb ve sféricky symetrickém potencialu obecné, ¢i konstantni magnetické pole s vhodnym
elektrostatickym potencidlem. Téchto pripadu vsak nebylo mnoho. Situace se zacala ménit
ptiblizné v 60. letech, kdy zapocalo systematické studium (super)integrability. K nejvétsim
pokrokum vsak doslo hlavné v poslednich letech.

Z roku 2013 pochézi prehledovy ¢lanek [32], shrnujici dosavadni poznatky. Zhruba ve
stejném obdobi pak zacala soucasna vlna studia problematiky. Do té lze Tadit také ¢lanky
(7, 6, 11, 17, 24, 26, 28, 29, 27|, vénujici se systematickému hleddni polynomialni (su-
per)integrability (tim je minéno, ze integraly pohybu jsou polynomy v hybnostech) kla-
sické a kvantové s elektromagnetickym polem. Jelikoz je toto studium vzdy spojeno s
hledanim ruznych symetrii, hraji v ném zasadni roli téz Lieovy grupy a algebry (samotné
zachovavajici veliciny tvori Lieovu algebru). Obvyklé schema je takové, Ze se nalezne (¢
k té se hledaji specialni superintegrabilni ptipady ruznymi metodami, které zminime dale
v textu.

V roce 2017 vysel ¢lanek [13], v némz autofi studuji specidlné relativistickou superinte-
grabilitu s elektromagnetickym polem. Cinf tak v tzv. Diracovych forméch relativistické
hamiltonovské dynamiky (zavedeny byly Diracem v [8]), tj. v konkrétnim rozstépeni na
prostor a cas, které je pak svym chovanim podobné klasickému hamiltonovskému popisu.
Clanek piedstavuje nékolik superintegrabilnich systémi, kterym se dale vénuje detailnéji.
Klicovou roli zde hraji poincaréovské symetrie. Nejednd se vSak o systematické studium
nybrz spise o piiklady. (Clanek byl nésledovan dalsim [1], ktery se zabyva specidlné re-
lativistickou superintegrabilitou se skaldrnim polem a je jiz vice systematicky.) Dalsim
piikladem studia relativistické integrability je ¢ldnek [30] z roku 2020, tento ji studuje
z pohledu separability Hamilton-Jacobiho rovnice na konkrétni skupiné potencialu, totiz
Lienard-Wiechertovych. Nepouziva vSak Diracovy formy, ale kovariantni Hamiltonovsky
popis, ktery je nékdy vyhodnéjsi.

Tento text se vénuje systematickému studiu specidlné relativistickych integrabilnich systému
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(a ¢astecné jejich superintegrabilnich podpiipadu) s elektromagnetickym polem majicich
integraly pohybu prvniho a druhého tfadu v hybnostech ve dvou a tfech prostorovych
rozmérech. V prvni kapitole proto pripomeneme zakladni definice a tvrzeni z oblasti specialni
relativity, (super)integrability a separability Hamilton-Jacobiho rovnice (separabilni systémy
jsou zdroven integrabilni), nastinime metody a postupy, které dédle pouzijeme. Zavedeme
téz notacni aumluvy, které umozni elegantnéjsi vyjadreni v dalsich kapitoléch.

V druhé kapitole detailnéji rozebereme specifika specidlné relativistického hamiltonovského
popisu (jeho ruznych druhu a vztah mezi nimi). Stru¢né shrneme vysledky z clanku [13]
a dalsich a také bakaldrské prace a vyzkumného tkolu (roénikova prace mezi bakaldiskou
a diplomovou praci) autorky [18, 19], na které tento text ¢dstecné navazuje a které se téz
vénovaly relativistické (super)integrabilité. Ve tteti kapitole jiz piimo uréime strukturu in-
tegralu pohybu prvniho a druhého tadu, porovname s nerelativistickou situaci a nasledné
vyuzijeme pro klasifikace v néasledujicich kapitolach.

Ve ctvrté a paté kapitole predstavime a pouzijeme konkrétni metody klasifikace. Konkrétné
ve ¢tvrté klasifikujeme systémy ve dvou a tfech prostorovych dimenzich, jejichz integra-
bilita je ddna integraly pohybu prvniho fadu. Systémy explicitné vyjadiime, nalezneme
jejich nerelativistické limity a téz se u nich pokusime najit nékteré specidlni ptipady s
dodatecnymi integraly pohybu navic. V pété kapitole pak provedeme (éastecnou) klasifi-
kaci systému integrabilnich v druhém tadu ve dvou prostorovych rozmeérech. Se systémy
budeme pracovat analogicky ctvrté kapitole.
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Kapitola 1

Zakladni notace a objekty

Tento text vyuziva pojmy a koncepty z nékolika ruznych oblasti. Tato kapitola slouzi jako
jejich zakladni prehled. Definic a tvrzeni zde uvedenych bude vyuzivano v dalsich kapi-
tolach. Nejprve nékolik notacnich imluv.

1/ indexy, specidlni znaky: nebude-li feceno jinak, znac¢ime feckymi pismeny (ty-
picky u,v, k) slozky velicin na Minkowského prostorocase, tj. u = 0,1,2....,n, kde n je
pocet prostorovych dimenzi. Latinkou (typicky ¢, 7, k) zna¢ime prostorové slozky velic¢in
(tj. i = 1,2...,n). V textu uzivime Einsteinovy sumacni konvence, tj. pies opakovany in-
dex se scitd. Nékdy budeme pro uspornost zapisu pouzivat znak 0, = a% a ot = % (s
latinskymi indexy stejné). Obecné se budeme snazit dodrzovat konvenci, Ze mald pismena
(typicky ¢, h) prislusi nerelativistickym veli¢indm a velka (typicky @, H) relativistickym.
Umluva se nevztahuje na slozky elektrického a magnetického pole, nebot o téch mluvime
vyhradné v nerelativistickém pifpadé - v relativistickém ptipadé pouzijeme F),,, v limiteé
budeme pouzivat E;, B; (viz (1.2)).

2/ zékladni veli¢iny a nastaveni: pii prdaci na Minkowského prostorocase pouzivame
metricky tenzor tvaru (g,,) = diag(l,—1,—1,—1) (v jednotkach, kde ¢ = 1). Vsude bu-
deme pracovat s castici o jednotkové hmotnosti a minus jednotkovym nédbojem my =
1, ¢ = —1 (tj. modelové jde o elektron), tedy jeji klasicky hamiltonidn (relativistické verze
predstavime v Kapitole 2) v kartézskych soutradnicich je tvaru

h= %(p+A(m,t))2+<p(w,t), (1.1)

kde A, ¢ jsou elektromagnetické potencialy. V relativistické verzi pouzijeme ctytpotencial,
tj. (v obecnych jednotkach) (A,) = (¢/c,—A), svazany s tenzorem elektromagnetického
pole F,, = 0,A, — 0,A,,. Ten lze pomoci elektrického a magnetického pole prepsat jako

0 El/c EQ/C Eg/C
. —El/C 0 —Bg B2

(F'uy> N —EQ/C Bg 0 —B1
—E3/C —BQ Bl 0

(1.2)

12



Zavedeme tézZ oznaceni pl‘:‘ = p, — Ay, jelikoz casto bude vyhodnéjsi pracovat s ni nezli s p,,.

Pokracujeme s pojmy z oblasti integrability superintegrability. Ty budeme studovat v ha-
miltonovském popisu a abychom je mohli definovat, potifebujeme pracovat se zachovavajicimi
se veli¢inami, jinak téz integrdly pohybu (déle IP). IP je veli¢ina, jejiz hodnota podél kazdé
fazové trajektorie soustavy urcené fesenim Hamiltonovych kanonickych rovnic s libovolnou
pocateéni podminkou je konstantni v ¢ase. Casovy vyvoj veli¢iny f je dan

0
Z_‘i ={h, f} + (9_]; (= 0 pokud f je IP), (1.3)

kde {g, f} = 0;90° f — 9;fd?g je Poissonova zdvorka. Obecné budeme IP oznacovat jako ¢
(resp. @). Nasleduji formdalni definice.

Definice: Hamiltonovsky systém s n stupni volnosti nazveme integrabilnim pravé tehdy,
kdyz obsahuje n IP, které jsou v involuci a funkciondlné nezavislé.

Definice: Hamiltonovsky systém s n stupni volnosti nazveme superintegrabilnim prave
tehdy, kdyz je integrabilni a existuje-li dalsich k& € {1,...,n — 1} IP takovych, ze vSech
(n+ k) IP je funkcionalné nezavislych. Je-li £ = 1, nazveme systém minimélné superinte-
grabilnim a je-li kK =n — 1, nazveme ho maximélné superintegrabilnim.

Uvedené definice vsak pottebuji nékolik doplnujicich komentaita. Prvni se tyka pojmu funk-
cionalni nezavislosti - ta musi byt splnéna alespon na husté podmnoziné fazového prostoru
(i kdyz se to ne vzdy uvadi). Druhy komentér nardzi na pouziti involuce piimo v definici
integrability. Tato skutecnost souvisi s tim, ze IP tvoii Lieovu algebru, pricemz Lieovou
zavorkou je Poissonova zavorka. To méa celou fadu dusledku, z téch nejjednodussich napf.
to, ze Poissonova zavorka dvou IP je opét IP. To muze znac¢né zjednodusit hledani dalsich
IP (mame-li napt. predstavu o jejich typu). Vime napfi., ze IP muzeme linedrné kombino-
vat a z toho, ze tvori Lieovu algebru plynou také jisté podminky na Poissonovu zavorku
(¢astecné) neznamého IP a jinych, jiz znamych ¢i pozadovanych.

Poslednim, ale pro nas zasadnim komentarem je, ze uvedené definice se v naprosté vétsiné
pouzivaji pro casové nezavislé systémy i IP. Existuji sice geometrické popisy ¢asové zavislé
hamiltonovské mechaniky [36], nicméné obecné casova zdvislost déld problematiku slozitéjst
a v systematickém studiu (super)integrabilnich systému se (alespon v ramci aktudlni viny)
prakticky neobjevuje. Klasifikaci klasickych ¢asové zavislych systému nemame, nékdy se
ale objevi IP obsahujici ¢as i u ¢asové nezavislého systému. S takovym pripadem se pak
naklada individualné.

Je nutno podotknout, ze v piipadé integrability existuje piimé rozsireni [37] piicemz se
ukazuje, ze definici lze pak zavést stejné, jako jsme to provedli zde (rozdil je skuteéné
pouze v uvazovani zavislosti na ¢ase u Hamiltonidnu a IP). Zdkladni vlastnost integra-
bilntho systému, tj. principidlni analytickd tesitelnost (alesponn v kvadraturdch) by tak
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méla byt zachovana.

Pokud je autorce znamo, neni zatim zcela jasné, jaké dusledky ma jaky pocet dalsich
IP pro chovani a teSeni systému a neexistuje piimé zobecnéni pojmu superintegrability
pri uvazovani casové zavislosti. V casové nezavislém piipadé superintegrabilita znamena
(Castecnou) algebraickou tesitelnost. Kazdy nezavisly IP navic vuci tém zarucujicim inte-
grabilitu snizuje potfebny pocet integraci - jeden IP navic umozni jednu kanonickou veli¢inu
vyjadrit z IP. Mame-li maximalni superintegrabilitu, dokazeme nalézt trajektorii systému
¢isté algebraicky - z IP vyjadiime vSechny hybnosti a dostaneme vztah v némz vystupuji
pouze konstanty (dané hodnotami IP, tedy vlastné volbou pocatecnich podminek) a po-
lohy /soufadnice.

Pti uvazovani casovych zavislosti je situace komplikovanéjsi - zda se, ze ¢asové IP | nejsou
stejné dobré* jako ty ¢asové nezavislé. Kdybychom napt. uvazovali ¢asové nezavisly systém
a chtéli trajektorii, nebude stacit n — 1 IP, pokud v nékterém vystupuje cas, potiebujeme
jich n. Nékdy lze se systémem dobte pracovat, zkombinuji-li se dva casové IP v jeden
necasovy [16]. V textu se budeme s ¢asovymi IP (alespon tedy alespon v ur¢itém popisu)
setkavat pravidelné, k tématu se proto jesté vratime.

Jelikoz se v textu nékolikrat dotkneme otazky separability Hamilton-Jacobiho rovnice,
uvedeme zde ve zkratce nékolik zakladnich faktu a vztahu. Upozorinujeme vsak, ze je tento
text pouziva pouze jako nastroj, neaspiruje na vysvétlovani problematiky v jeji iplnosti a s
geometrickym pozadim. Nez za¢neme, upozornujeme, ze do konce kapitoly neplati imluva
o latinskych a Teckych pismenech - zde principidlné nerozlisujeme, na jakém prostoru pra-
cujeme, indexy 1, j... znaci jakékoli souradnice. Bezcéasovd Hamilton-Jacobiho rovnice, dale
jen HJR, platici pro konzervativni systémy ma tvar

H (:cj, %) = k(a;), (1.4)

kde H je Hamiltonidn (v této fazi jakykoli), 27 jsou soutradnice, k je konstanta, kterd je
ovSem zavisld na dalsich konstantdch a; (tyto konstanty jsou ve skutecnosti prave IP se-
parabilnfho systému). Konecné W (a7, a;) je funkce, kterou hleddme, tzv. dplny integral
HJR, ¢i Hamiltonova charakteristicka funkce. V ptripadé separabilni HJR lze W hledat v
separovaném tvaru W = Wy(z', a1) + ... + W, (z", a,,), kde n je pocet stupiiti volnosti. Pro
nas bude dulezité, ze ze separability HJR plyne integrabilita (obecné druhého fadu) pro
dany Hamiltonidn/systém. Zde ndm pujde o to, jak separabilni systém poznat a jak nalézt
jeho IP. Shrime zdkladni poznatky, vychazejici predevsim z [3, 4].

Prvnim je, Ze nutnou a postacujici podminkou separability (1.4) je Levi-Civitova podminka
(uvedena jiz v jeho ¢lanku na toto téma [21]). Ta plati pro jakykoli Hamiltonidn a ma tvar
(pfes opakované indexy se nesc¢ita)

OHYHO,H + O,HO;HI"H — 9 HO,HO H — & HO,HO'H = 0, (1.5)
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pro kazdou dvojici ruznych indext/souradnic i, j. Je vSak pravdou, ze (1.5) je vétsinou
velmi komplikovand a jeji ptimé pouziti je tak spise vzacné. Zasadni osobou ve vyzkumu
separability HJR je Sergio Benenti, ktery se spolu s fadou spolupracovniki vénuje jeji al-
gebraické a geometrické podstaté predevsim u polynomidlnich Hamiltonianu.

Predpoklddejme tedy tzv. geodeticky Hamiltonidn tvaru H = 1g“p;p;, tj. bez jakychkoli
poli. Rozdélme soutadnice na soutadnice prvni a druhé tiidy podle hodnoty

_ OH
- O'H’
Je-li R linedrni v hybnostech, je souradnice prond tridy (ty znacime «, S...), neni-li, je druhé
tridy (ty znacime a,b...). Benenti odvozuje [4], Ze separabilita geodetického Hamiltonidnu
je nutnou podminkou pro separabilitu Hamiltonidnu s elektromagnetickym polem. V teorii
separability existuji tiidy ekvivalence soutradnic (rozlisené podle tvaru a vlastnosti W).
V kazdé tridé ekvivalence existuji tzv. normalni soutadnice. Nejobecnéjsi tvar metrického
tenzoru v nich lze nalézt v [4]. Navic, pracujeme-li na riemannovské varieté s konstantni
kiivosti, jsou v kazdé tiidé ekvivalence dokonce ortogonalni soufadnice [15]. Prevod v rdmci
jedné tiidy lze téz nalézt v [3] stejné jako IP piislusejici separabilité v danych souradnicich.

R

(1.6)

V normaélnich ortogonélnich soutadnicich lze téz [4] odvodit obecny tvar elektromagne-
tického potenciélu, u kterého (kdyz ho pridame do geodetického Hamiltonidnu) separabi-
lita pretrvava. Pokud je pfitomno pouze elektromagnetické pole (a ne zadné dalsi skaldrni,
tj. Hamiltonian tvaru H = %gij pApj‘) jsou podminky velmi striktni:

%

AC =0, A*=g"¢Y, A;A = g™, (1.7)

a’

kde ¢ a ¢, jsou pouze funkcemi soufadnice a. Nejsou konkrétné urceny, v praxi tedy
hleddme separabilni potencial tak, ze si rozepiSeme prostiedni vztah s libovolnymi funk-
cemi a snazime se zjistit, jaké dodatecné vztahy (mezi sebou, k metrice...) musi spliiovat,
aby soucin A"A, odpovidal tvaru tieti podminky. Jak jsme jiz fekli, takové potencidly
hleddme v soutradnicich, o kterych vime, ze geodeticky Hamiltonidan v nich separabilni je.
Hleddme piitom zvlast ve vSech neekvivaletnich metrikach.

Jak jsme jiz nékolikrat uvedli, ze separability plyne integrabilita systému. V pripadé po-
lynomidlnich Hamiltonidnu jsou vysledné IP prvniho a/nebo druhého #adu (nikoli vsak
pouze druhého). IP jsou svazény s Killingovymi vektory a tenzory a teoreticky je lze nalézt
algebraicky (ne vzdy je to vsak nejjednodussi). Tvar IP odpovidajici potencidlu (1.7) je

Qa = Pa; Qb = Q:Ot(lb) (pg + ¢gﬁpapﬂ + 2¢3pa + 292511) (18)

kde P Jsou prvky b-tého tadku inverze tzv. Stackelovy matice, kterou uréuje metrika - ve
Stéackelové matici jsou prvky funkce zavisejici pouze na soutadnici odpovidajici fadkovému
indexu a komponenty metriky maji tvofit jeden tadek jeji inverze. VSechny piitomné ¢
jsou funkcemi pouze soutradnice odpovidajici jejich spodnimu indexu. Posledni dvé funkce
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v zévorce jsou ty z podminky (1.7), ¢2° je podobné jako Stickelova matice algebraicky
urcitelné. I v tomto pifpadé odkdzeme na literaturu [3, 4], nebot v my v textu nepouzijeme
tento zpusob urcovani IP. Bylo v8ak vhodné pro kontext uvést jeho tvar.

Na zaveér jesté poznamka: vysledky zde prezentované byly odvozeny na riemannovskych
varietach, uvedené nicméné plati i pro pseudoriemannovské [4]. Rozdil u Minkowského
trik - muze se stat, ze jisté soubory souradnic pokryvaji kazdy pouze Cast prostorocasu
a je pak otazka, zda je lze vyhlasit za ekvivalentni, pokud jinak podminky na to spliuji.
K problematice se vratime v Kapitole 5, v podstaté ale plati, ze se budeme drzet litera-
tury a v pripadé podobného stavu systémy vice prozkouméame, abychom zjistili, ¢im se v
praxi lisf. Taktéz Kalnins [15] rozebird pouze riemannovské variety s konstantni kiivosti.
Je proto mozné, ze v piipadé Minkowského prostorocasu budou neekvivalentné separabilni
i jiné souradnice.
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Kapitola 2

Specifika hamiltonovského popisu
relativistické dynamiky

V principu existuji dva zékladni typy hamiltonovského popisu relativistické (testovaci)
castice. Prvnim je ,4D“ hamiltonovsky popis, druhym je popis v 341 rozstépeni pro-
storoc¢asu. Za¢neme 4D popisem, jeho stru¢ny popis lze najit napt. v [5]. Zde ma Hamil-
tonidn tvar

H*Y = g"pipi,, (2.1)

a je parametrizovan vlastnim ¢asem castice (pripadné afinnim parametrem, jez je jeho
linedrni transformaci). Néekdy se jako predfaktor pouziva 1/2. Jednd se vlastné o vyuziti
podminky normalizace hybnosti

pub" (= 9" pup = 1 — P*) = mipc?, (2:2)
kterou vyuzijeme i ddle. Casovy vyvoj veliciny Q je

% = {H'" Q} = 0,H*Y0"Q — 0,Q0" H*" (2.3)
(nepredpokladdme, ze by mohla byt veli¢ina zavisld na vlastnim case ¢éstice). Vyhody
tohoto popisu spocivaji v kovarianci a polynomialité Hamiltonidnu - polynomialni Hamil-
tonidny ddvaji vzniknout jednodussim rovnicim (pohybovym, ¢asového vyvoje, separabi-
lity HJR...) Také mame automaticky vzdy jeden IP - Hamiltonidn sam a IP s nimiz se
setkdvame jsou vzdy casové nezavislé. Nevyhodou je, ze nékteré pojmy znamé klasické
hamiltonovské mechaniky mohou mit ponékud nepiimocarou analogii ¢i interpretaci. Také
Ize tento popis pouzit pouze pro jednocésticové systémy (u vice ¢astic neméame spole¢nou
parametrizaci). Dalsi nevyhodou je, ze i pfes to, ze jeden IP mame automaticky, vzdy
jich potfebujeme dohromady vice, nez u 3+1 popisu. Kone¢né, nerelativistickou limitu lze
piimo provadét rovnéz jen ve vhodném 341 popisu.

Nez prejdeme ke druhému typu popisu, udélame odbocku k Poincarého grupé, tj. grupé
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symetrii Minkowského prostorocasu, ktera pro nés bude klicova a budeme se s ni setkévat
v prubéhu celého textu. Z invariance vuéi ni plynou IP, konkrétné plati [13]

LeF =0 & Q=¢&"p, +Ax), kde LA, = 0,A je TP, (2.4)

kde &* je poincaréovské vektorové pole. To ma v pseudokartézskych souradnicich a obvyklé
bazi tvar

£0 a® 4 2twor + T2whs + w3
gt - a' + 2w, — 2Pwrs — 23w 95
£3 ad + %3 + xlwis + 22was

kde a*,w,,, jsou libovolné konstanty. Potencidlni IP v této bazi tak jsou (pro jednoduchost
psano bez A(x)):

Qa“ - p,LL? Qwij - xlp] - $]pz == Lk? Qwoi - xipo + xopi = Kz (26)

kde u druhého IP jsou (ijk) cyklické permutace (123). Jejich pritomnost znac¢i v uvedeném
potadi invarianci viéi translaci v 2*, invarianci viiéi rotaci okolo osy z* a invarianci vici
boostu ve sméru z°. Pfipomindme, Ze explicitni tvar Lieovy derivace pro tenzor druhého
fadu je LeF, = £70,F + F5,0,8° + F50,£°.

2.1 Diracovy formy

Druhym, klasickému popisu blizsim popisem relativistické dynamiky jsou Diracovy formy.
Ptistup, a prvni tii formy, zavedl Dirac v [8]. Jedna se vlastné o 3+1 rozstépeni prostorocasu
(foliace), dané vhodnou (a moznou) volbou ¢asu 7. Tim se podobaji rozstépeni zndmého
z obecné relativity [33]. Podminky na to, co lze zvolit jako ¢asovou soutadnici (a tedy i
parametr Hamiltonidnu) jsou ddny nékolika pozadavky (lze je najit v [12, 2] stejné jako
dalsi informace o tomto 3+1 popisu), konkrétné kazda svétocara musi projit nadplochou
konstantniho casu ¥ : 7 = 0 pravé jednou a podgrupa Poincarého grupy tvorici grupu
stability nadplochy (tj. ty transformace Poincarého grupy, vuéi kterym je ¥ invariantni)
musi byt tranzitivni (tj. kazdé dva body ¥ musi byt mozné spojit prvkem grupy stability).
Pozadavky znamenaji nenulovy tzv. Faddeev-Popovuv operator (FP) - nazev pochazi z
metod kvantovani polnich teorii.

Ve 4D Minkowského prostorocase spliuje zminéné podminky pouze 5 moznosti voleb 7,
které predstavime nize. Nejprve ale k dalsimu postupu. Vypoctem normaéaly k nadplose
konstantniho casu

or

a jejim souc¢inem se ¢tythybnosti (tj. vlastné projekei)

FP = N¥p, = N,p* ~ H (2.8)
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se ziskd slozka (¢i obecné kombinace slozek) hybnosti, kterd bude ptedstavovat Hamil-

tonidn. Tato se po prevodu do soutadnic dané formy (p; = pj/%L;;) pak pomoci ostatnich
vyjadii z (2.2). Jesté poznamenejme, proc je ve vztahu (2.8) imérnost a ne rovnost: pred
prislusnou hybnosti muze vzejit nepodstatna konstanta, ktera se pak v Hamiltonianu ty-
picky neuvazuje. Predevsim ale vysledek nemusi jednotkové odpovidat energii, coz bychom
od Hamiltonidnu chtéli. Proto soucin (2.8) spoc¢teme vzdy v jednotkéch ¢ = 1 a v obecnych
jednotkach vyjadiime az vysledek v novych soutradnicich.

Zrekapitulujeme hlavni vyhody a nevyhody 3+1 popisu. Vyhodou je, Ze popis pti rozdéleni
na prostor a ¢as je analogicky tomu, ktery zname z klasické fyziky. Téz je jim mozné popsat
vice ¢astic a potfebujeme méné IP. Nevyhodou je, ze Hamiltonidny jiz nejsou polynomialni
a pocita se tak s nimi obtiznéji. Bézné se téz vyskytuji, jak uvidime dale, IP (a systémy)
obsahujici cas.

Jesté upozornéme, ze IP existujici pro 4D Hamiltonian se do 341 forem prevede jednoduse
tak, Ze se za slozku hybnosti p, (je-li v ném piitomna) dosadi formovy Hamiltonidn. Pro¢
tomu tak je, uvidime v sekci 2.3. Zde to uvadime, abychom se mohli rovnou podivat na
poincaréovské IP v Diracovych formach.

Nyni jiz predstavime 5 moznych voleb 7 ve 4D Minkowského prostorocase, prislusné Ha-
miltonidny a jejich vlastnosti. Formy maji jesté dalsi charakteristiky, které nyni neuvadime
(byly napf. v bakaldrské praci [18]). Uvadime informace, které budeme potiebovat a téz
opravu téch, které byly v bakaldiské praci uvedeny chybné (konkrétné slo o vypocet Ha-
miltonianu tzv. hyperbolickych forem).

Instantni forma

Tato forma pracuje piimo s galileovskym casem (tj. stejnym ¢asem, jaky se pouziva v
bézném nerelativistickém popisu (1.1)), tedy

Yia'=0, 7=2"%c=t (2.9)
Norméla (2.7) v geometrickych jednotkéch a jeji soucin s hybnosti jsou
N,=(1,0), N"p, = po, (2.10)

coz tedy v geometrickych jednotkach odpovida p,. Najdéme ji ale pievodem souradnic
primo, pak v nich vyjadfeme podminku (2.2):

OxY
Pr =P =cpy = p; /¢ —pf —p3 —p; =, (2.11)

to ndm kone¢né umozinuje vyjadrit Hamiltonidn (vyjadiime rovnou s elektromagnetickym

polem):
H' =c\/+ (p)? + o, (2.12)
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kde ¢ = Agc. Vidime, ze i rozmérové to sedi, protoze py = %, tedy Hamiltonian ma rozmér
energie a lze ho ptfimo spojit s nerelativistickou situaci, konkrétnée

lim (H' — ¢*) = h. (2.13)

c—00
Pro ucelenost jesté explicitné vypiSme rovnici casového vyvoje veli¢iny ):

dQ

— = {H,Q}+0,Q = ;H'PQ - ,Q H' + 9,Q. (2.14)

Na zavér par komentaiu k formé jako takové: jeji jasnou nevyhodou je, ze se v ni kvuli
odmocniné v Hamiltonidnu Spatné pocita. Je ale v jistém smyslu nejprirozenéjsi - volba
galileovského casu je nejblize nasi ,,bézné zkusenosti®. S tim téz souvisi skutecnost, ze ne-
relativistickou limitu bude vzdy nutné délat z instantni formy (i pokud predchozi vypocty
byly s vyhodou provddény v jiné formé), tedy tato forma pro nés bude klicova. Poin-
caréovské 1P, uvazujme je pro jednoduchost bez A(z), maji v obecnych jednotkach tvar
(za py dosazujeme H'/c )

an = HI/Ca Qaj = Pj, Qwij = xlpj - xjpla Qwio = miHI/C + Ctpz (215)

Samoziejmeé ale IP zustane IP i po vynasobeni libovolnou konstantou ¢i odecteni konstanty.
To také bude tfeba udélat, budeme-li chtit prejit k limité. Predpoklddejme nyni, ze v A;, ¢
nevystupuje ¢ (pokud by vystupovalo, museli bychom k systému pristoupit individudlné)
a udélejme limitu. Prvni IP vyndsobime ¢ a od vysledku ode¢teme c¢?. Naopak posledni
[P ¢ vydeélime (jinak bychom v limité v obou pfipadech dostali nekone¢no). Odpovidajici
nerelativistické IP pak budou

%

G0 =h, Qi =Djr e, = 2D —TPi, Qu =2+ s (2.16)

Frontalni forma

Druhou hojné pouzivanou formou je forma frontalni:

0 3
Yo'+ 2P =0, T:$ e

=t+a2*/c=aP, (2.17)

kde z? je jedna z novych soutadnic. Jelikoz mezi instantni a frontdlni formou budeme
hojné prevadét, napiSeme si rovnou i zpétnou transformaci pro soutadnice i hybnosti mezi
pseudokartézskymi souradnicemi a souradnicemi svételného kuzele, které jsou pro frontalni
formu pfirozené:

SUp:(SCO—i-aj’g)/C, Cl?m:( 0—&33)/6, :Ulle, JZQZJZQ,
10 = c(a? +2™)/2, 2° =c(a? —2™)/2, ' =2, 2* =27
pp = c(po +p3)/2, pm = c(po—p3)/2, p1=D1, P2 = D2,
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po = (pp +pm)/c, p3 = (Pp — Pm)/C, P1 =1, P2 = Do (2.18)

(Indexy p, m znamenaji plus a minus, ve vétsiné publikaci se prislusné souradnice znaci
xt,27.) Nekdy se téz 2P a 2™ zavadéji vydélené /2. Norméla je N, = (1,0,0,1), protoze
ale lezi na nadplose, pouziva se misto ni druhy svétlupodobny vektor n* = 85‘:—:, tj. pouzije
se prvni vztah prvni rovnice (2.18):

Do + P3

nt = (1/2,0,0,1/2), nfp, === (2.19)

Zbyva jen prepsat podminku (2.2) do novych soutadnic:

(p + pm)2 (p B pm)2 4p Pm
= e = S S (2.20)
c c c
a muzeme vyjadrit Hamiltonian:
2 AN2
T Lt (s (2.21)

Apy,
kde L= 1,2, tj. 2+ = (2%, 2?). Toto znaceni je pomérné casté, my jej ale ddle vyuzijeme
jen vzacneé.

Jesté uved'me rovnici ¢asového vyvoje veliciny Q:

W Q)+ 0,0 = HTPQ - 0,00 H + 0,0, (2.22)

kde 7 =1,2,m.

Déle se jesté podivame na typickou bazi poincaréovského vektorového pole v souradnicich
svételného kuzele:

&p a? + ztwyy, + 22wy + TPwpm

gl | @™+ trwr + 2Pwen — 2wy (2.23)
| at — 2w + Pw /2 + 2wy /2 | '

£2 a? 4 rlwiz + TPway 2 + ™ way, /2

tedy po dosazeni HY za p, jsou pifslusné potencidlni IP (opét piseme bez A(x)):
QGLO - HFa Qaj = p37 me = x1p2 - x2p1a prm - poF - xmpma

Qwip = xi‘HF + xmpl/27 Qwim = xlpm + xppi/27 (224)

i = 1,2. Na zdver je jesté dobré uvést, ze jak frontalni, tak instantni kalibrace (tj. volba
¢asu a prace s piislusnymi soufadnicemi) se pouziva téz ve strunové teorii [38].

Nadplochy konstantniho ¢asu zbylych t{ forem jsou hyperboloidy (tj. na rozdil od pfedchozich
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dvou nejsou ploché). Pouzivané jsou, pokud je ndm zndmo, podstatné méné nez predeslé
dvé. Obcas se objevuje forma bodovéa, kterou odvodil uz Dirac [8], zbylé dvé vystupuji
napi. v [20], avSak ve zcela jiném kontextu, nez je ten nas. I kdyz je z nich nejpouzivanéjsi
forma bodova, zacneme ,,z opa¢ného konce“, totiz nejjednodussi hyperbolickou formou.
Do téchto forem nebudeme prevadét poincaréovské vektorové pole. Divodem je jednak, ze
tyto formy vyuzijeme méné hojné (jen ve 2+1 rozstépeni nékterych separabilnich systému
v Kap. 5), pole je pomérné komplikované a predevsim to, ze tyto formy nemaji zadné , pre-
ferované souradnice®, jako jsou instantni formy pseudokartézské a u frontalni souradnice
svetelného kuzele. Zde zvolime jistou parametrizaci, resp. adaptované souradnice u vsech
forem podobné, moznosti je ale vice. Posledni poznamka se tykd parametru a, ktery se v
nich vyskytuje. Tento muze byt zvolen i nulovy [12], pocet tzv. kinematickych generatoru
(tj. vlastné pocet prvku grupy stability) se tim ale snizuje a 7 musi byt kladné. To pro nas
nicméné problém nebude.

H2

Forma, kterou uvadime jako prvni z hyperbolickych nemé, pokud vime, zavedeného po-
jmenovani, nazyvame ji proto H2. Obecné je dana kalibraci

Yoai— (22 =0, 7=/t (z1)2/c2 —a2/c2. (2.25)

Zde, jak jsme jiz uvedli, budeme brat a = 0. Parametrizaci volime:

1 = rccosh(w), ' =7esinh(w), 2*=2% 2°=2"
1
T =1/(20)2/c% — (x1)2/?, w= arctanhx—o, =2 2’ =2a" (2.26)
x

Tedy prevod hybnosti (uvddime jen smér, ktery dédle pouzijeme):

po = cosh(w)p,/c — sinh(w)p, /er p; = —sinh(w)p, /¢ + cosh(w)p,, /cT,

P2 = P2, P3=Ps (2.27)
Norméla a jeji soucin s hybnostmi v obecnych jednotkach je
N, = (cosh(w), —sinh(w),0,0), N"p, = cosh(w)py + sinh(w)p;. (2.28)

To odpovidé p,. Ptevedeme podminku (2.2) do novych soutadnic a vyjadiime Hamiltonidn:
¢® = (cosh(w)p, /¢ — sinh(w)p,, /cT)? — (= sinh(w)p,/c + cosh(w)p,/cT)* — p3 — p3 =
=pr/c* = pl/(Te)* — ps — p3, (2.29)
HT2 = ¢, :c\/62+p£/(70)2+p3+p§. (2.30)
U této formy si jesté predvedeme parametrizaci s nenulovym a: tato muze byt napt. tvaru
2% = ¢(1 + a) cosh(w) + ¢v2a7sinh(w), = = ¢(7 + a)sinh(w) + ¢v2a7 cosh(w),
=12 =2 (2.31)

a zcela analogicky pro ostatni hyperbolické formy. Jak jiz ale bylo zminéno, nebudeme ji
zde vyuzivat.
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H1

Druha z hyperbolickych forem opét, pokud vime, nema zavedeny nazev, zde ji proto budeme
oznacovat jako formu H1. Je dana

Yot =0, T:\/t2—xi/c2—a2/02 (2.32)

(pfipomindme L= 1,2). Pro a = 0 zvolime parametrizaci

2° = reccoshw, 2! =r7esinhweosf, z° = Tesinhwsing, 3 = 22,

2 0
x T

T=1/t? —2% /2, 0 =arctan—, w = arcosh————. (2.33)
! c\/t? — a2 [ c?

Ptevod hybnosti
po = cosh(w)p,/c — sinh(w)p,,/cT,
p1 = —sinhw cos Op. /¢ + coshw cos Op,, /et — sin Opy /T sinh w,

po = —sinhwsin Op, /c + coshwsinbp,, /et + cosOpg/Tcsinhw,  ps3 = ps. (2.34)

Déle spoctéme normalu a jeji soucin s hybnosti v geometrickych jednotkach
N,, = (cosh(w), —sinhw cos #, — sinhwsin 4, 0),

N*¥p,, = pg cosh(w) + p; sinhw cos 6 + py sinhwsin 0, (2.35)

coz opét odpovida p, Podminka (2.2) a Hamiltonién je

= pz/c2 — ]03,/(07')2 — pg/(CT sinhw)2 — pg, (2.36)

HA' = c\/02 + p2/(eT)? + p2/(cTsinhw)? + p3. (2.37)

Bodova forma

Posledni z hyperbolickych forem, bodova, je dana

Yoad—x?=0, T=/t2—x2/c—a%/c (2.38)
Parametrizaci pro a = 0 zvolime v souladu s [12] jako

2° = rccoshw, 2! =7esinhwsinfcos¢, 2% = Tesinhwsinfsing, 2° = Tesinhw cosé,
2

x
T=\/t? —x%/c2, ¢ =arctan—,
!

0 1\2 2)2
w = arccoshx— f = arctan M

N, (27)?
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Hybnosti se prevedou jako
po = cosh(w)p, /c —sinh(w)p, /eT, p; = —sinhwsin @ cos ¢p, /¢ + cosh w sin O cos pp,, /cT+

+ cos ¢ cos Opg/Tesinhw — sin ¢py/Tesinhwsinf,  py, = —sinhwsin @ sin ¢p, /c+
+ cosh wsin @ sin ¢p,, /e + sin ¢ cos Opg/Tesinhw + cos ¢py /e sinhwsin 6,
ps = — sinhw cos Op, /¢ + coshw cos Op,, /e — sin Opy /cT sinh w. (2.40)
Norméla a jeji soucin s hybnosti je
N,, = (cosh(w), — sinh w sin # cos ¢, — sinh w sin @ sin ¢, — sinh w cos ),

N¥p,, = cosh(w)po + sinh w sin 6 cos ¢p; + sinhw sin @ sin ¢p, + sinhw cos Ops,  (2.41)

coz opét odpovida p,. Koneéné podminka (2.2) a Hamiltonién je

& =pi/ —p/(rc)* — ps/(resinhw)? — p} /(Tesinhwsin )2, (2.42)

HP = C\/62 +p2/(1¢)? + p3/(Tesinhw)? + p3 /(Tesinh wsin 0)2. (2.43)

Celkem vidime, ze Hamiltoniany vSech hyperbolickych forem maji podobnou strukturu a
jsou vsechny c¢asové zavislé i pro volnou ¢astici.

Nez formy opustime, jesté poznamku - pii jejich zkouméni jsme uvazovali ¢tyrdimezionalni
Minkowského prostorocas. Obecné lze ale tici, ze podgrupy Poincarého grupy a pozadavky
na nadplochy konstantniho casu vytvoii podobnou strukturu i v jinych dimenzich. Vzdy
budeme mit analog instantni a frontalni formy a n hyperbolickych forem, kde n je pocet
prostorovych rozmeéru. Zda ale nemohou ve vyssich dimenzich ptibyt jesté dalsi formy, jejiz
analogie ve 4D neni, by vyzadovala dalsi zkoumani.

2.2 (Super)integrabilita

Na tomto misté provedeme kratky souhrn toho, co se piimo tyka specialné relativistické
(super)integrability. Pokud je ndm zndmo, superintegrabilita v Diracovych forméach byla
poprvé studovéna v ¢ldnku [13], ktery zkoumd elektromagneticky potencidl a nésledné v
[1], ktery se vénuje skalarnimu potencialu, pracuje tedy s tzv. dynamickou hmotnosti

m(z) = mo + V(x), (2.44)

kde V() je skaldarni pole. Hamiltonidn v Diracovych forméch se pak vyjadiuje z dynamické
obdoby (2.2), tj.

P'pu=m?(x) = H' = /p; + m*(z)

(analogicky pro ostatni formy). Symetrie (a tedy i IP), které lze v tomto popisu hledat
pochdzeji z invarianci vaéi konformni grupé (tj. k Poincarého grupé ptibyva jesté dalsich 5
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parametru). Jelikoz ale skaldrni pole neni v centru naseho zdjmu, opustime tuto problema-
tiku a prejdeme k ¢lanku [13]. Nejprve poznadmka k notaci: tento clanek pouzivéd definici
superintegrability tak, jak jsme ji vyslovili v Kapitole 1, ovSem nijak nerozlisuje ¢asovou
(ne)zavislost systému ani 1P, tj. definice je shodnd, dusledky, které se s ni poji v casové
zavislém pripadé nikoli.

Clének [13] se po kratkém vylozeni relativistické dynamiky v Diracovych forméach a in-
formaci o Poincaréové grupé (vztah (2.4), tvary IP) vénuje péti systémum vyjadienym ve
frontalni ¢i instantni formé. Nejprve uvadi piipad planarnich vin, tj. A;(2?), As(2?), A, =
0 = A,, majicich 5 poincaréovskych IP, feSeni systému vyzaduje jednu integraci. Druhy
pripad je oznacovany jako TM-mode model, ten je prehlednéjsi zapsat pomoci poli jako
E = e(aP)(z', 2%, 27), B = €(aP)(2?, —x',0). Tento systém m4 4 poincaréovské IP, dale
se v ¢lanku ukazuje, ze existuje jesté paty IP, nalezeny pomoci ansatz na jeho tvar ) =
fpr + fPpa+ 3, kde f7 = fi(x,pm) (pro obecnou €(zf) vyjaddieny v integrdlnim tvaru),
pomoci téchto IP je pak v ¢lanku ukazana tesitelnost systému. Tretim prikladem je tzv.
unduldtor, vyjddfeny v instantni formé jako B = By(coswz?,sin w3, 0) majici ¢tyii poin-
caréovské IP. Z chovani Hamiltonovych rovnic je pak ukazano, ze existuje jesté paty IP,
nepolynomialni v hybnostech.

Nasleduje kapitola clanku, ktera se zabyva systémy majicimi méné nez 3 poincaréovské
IP. Prvni je nazvany jako helikdlni boost, pole jsou tvaru E = Fy(z? 2! — (27)w,0),
B = Fy(z! — (2P)%w, —22,0). Tento systém m4 dva poincaréovské IP. Ansatz Q = flp; +
f?pa + f? ale ukazuje, Ze existuji dalsf. Druhym systémem jsou tzv. virové paprsky tvaru
A; = By(z'sing — 22 cos @), Ay = Bo(—x' cos ¢ — x*sin @), kde ¢ = waP, které maji dva
poicaréovské 1P, da se vsak ukazat pritomnost dalsich ti IP.

Objevuji se v8ak téz clanky, které studuji (super)integrabilitu v kovariantnim popisu.
Piikladem je [30], kde se mezi Liénard-Wiechertovymi potencidly ve 4D Minkowského
prostorocasu hledaji ty, které maji separabilni HJR (tedy jsou i integrabilni).

Sama autorka se pak problematice vénovala v bakalafské praci a vyzkumném tkolu [18; 19].
V prvnim piipadé slo hlavné o relativistickou obdobu (ndhodné vybranych) systému, o
nichz je zndmo, Ze jsou nerelativisticky superintegrabilni. V relativistickych piipadech bylo
typicky nalezeno stejné nebo méné IP nez v klasickém, bézné se téz objevovaly IP ob-
sahujici cas. Na nékolika mistech, kde byl pocet IP nizsi, byla nalezena, ¢i alespon na-
znacena uprava ctyrpotencialu, ktera by jej zvysila. Déle bylo nalezeno nékolik piikladu
(super)integrabilnich systému ve frontélni formé, neslo vsak o systematicky pruzkum a
vétsina tak nebyla pftilis slozité.

Ve druhém piipadé [19] slo hlavné o ¢asové nezavislé separabilni systémy ve 3+1. Ani zde
vSsak neslo vylozené o systematické hledani, systematické bylo zakladni rozdéleni, kde se
ukdzalo, ze separabilita v Diracovych formach (vynechdvame-li ¢asovou zavislost) je ekvi-
valentni separabilité ve 4D, rozdélily se zakladni typy ¢tyfpotencidlu podle (ne)pfitomnosti
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A; a pii jeho pifitomnosti dle chovani Aj. Byla nalezena fada piikladu separabilnich
systému a jejich IP v ruznych ze 11 moznych soutfadnych systému (kde se separuje geode-
ticky Hamiltonidn, soufadnic se separabilnimi potencidly je ale méné). U instantni formy
kartézskych souradnic a frontdlni formy soufadnic svételného kuzele byly systematicky
nalezeny vsechny.

2.3 4D vs 341 popis

Jiz jsme uvedli, Ze je nékdy vyhodné (¢i dokonce nutné) pracovat v Diracovych forméch
a nékdy naopak v kovariantnim popisu. Vztah IP ve 4D a 341 popisu jsme zatim jen
naznacili. V této sekci prozkoumame vztah téchto dvou popisu vice, predevsim z hlediska
IP. Ukéaze se, ze rovnice pro zachovani IP a involuci IP jsou shodné ve 4D popisu i ve
forméch (kdyz za ¢asovou slozku hybnosti dosadime pfislusny Hamiltonidn). S vyhodou
pozdéji vyuzijeme piistup, kdy pocitame ve 4D a do 341 se pievede az vysledek.

Zacneme zachovanim IP. Méjme 4D Hamiltonidn (2.1) a obecny IP Q(x, p), ktery dosadime
do rovnice ¢asového vyvoje ve 4D, tj. (2.3). Mame tedy

LOHY0Q | OH'OQ  0QOH'™  9Q OH' _

0x% Opg dxd Op;  0z° Opo O0xI Op; N
0A; 0Ap | 0Q 0A,; 0Ap | 0Q (9@ 0Q

=2 pAT _pATO 2 g pAT A G _gpd a9
[p] g0 Do (91:01 BP0 [p] P ]1 op, D0 ge0 T g

nym dosadme za py z (2.2) a oznacme rovnou jako H. Vhodné by bylo spise oznacen{
\po 1, zde ale kvili snazsf manipulaci toto vyéislenf oznacéime jen 22 . Déle oznacime

8100 oHT"

H' — Ay = /1 + (p})? jako /==, pokracujeme tedy
([0 _04)] 0Q 9410Q  _0Q . ,0Q\ _
_2({j0 W@xo} 3HI+[j(?J \/_(?xﬂ}apj \/Tax°+pj oxd )

DA, 00  0A, 00 0Q DA) 0Q DA 0Q 00
_ A J ] 7% i - % %
=2 {pﬂ (8930 or " ow op, axa') = (0$0 or " ow op, 0350)} - (245)

Nyni porovnejme s (2.14), kde bereme Q jako funkci Q(z°,, p, H') a oznacime jako 0
derivaci, kterd nezohlednuje zavislost v H' (tu zpracujeme separatné), tj. napt. pro Q =

H(x,p)xt + p12° bude g—z = 2°. Pak mame

L OH'0Q 0QoH' 0Q _oH' (NQ 50 am) - (é@ 90 am) 6HI+

Oxi Op; 0w dp; | 020 Ol Ip; *omT OHT Op, O * OHT 07 | Op,

) 0Q OH! Py OA; 0
9@, 99 _ + Q L 9@ AN
amo 8[‘[[ oxY \/_ oxJ 8])] 8HI \/_
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0Q . 0Q
\ow ' 0H!

- 04; | 04 I +5Q+ 0Q ( »f 0A; | 04y _
N as 0x0 020

Vo 00 OH!
v (04,00 50 04,00 04000 0G| 00 00
Vo Oxd dp; ~ Qi 020 OH! Oxd dp;  dx0  Ox0 OHT
Pokud rovnici (2.46) vyndsobfme —2, /7, dostdvame piesné rovnici (2.45). IP se ze 4D

do instantni formy tedy skutec¢né (pii dosazeni za py) prendseji. Analogické procedury lze
provést i s ostatnimi formami.

(2.46)

Nyni se podivejme na involuci. Obecné si Poissonovy zavorky dvou velicin ve 4D a ve
3+1 po dosazeni za casovou slozku hybnosti neodpovidaji. Ukazuje se ale, ze pokud se
pohybujeme na urovni IP, involuce se zachovava. I v pripadé, ze tyto IP v involuci nejsou,
zustane jejich Lieova/Poissonova zavorka formalné shodna (pii dosazeni formového Ha-
miltonidnu za piislusnou slozku hybnosti). Podivejme se, jak vypada Poissonova zavorka
dvou veli¢in v Diracové formé a jak ji lze spojit s jejim kovariantnim protéjskem. Notace
je shodna jako v predchozim odvozovéni:

0000 90:0Q:
{Q17Q2}3+1 — &pﬂ 8p] 837] apj =

el | 0Q. oH! 9Qs L 0Q0HT 9Qs | 0Q; OH! Q1 | 0@ 0H!
~\ 0w OH 921 | \ 9p;  OH! Op; Ozi  OH! 9xi | \ 9p; = OH! p;

_ 0100y 90,0Q1 90y (OH'0Q1 0Qi0H' 001 (OH'0Qy 9Qx 0H'Y _
O 5pj Oz 5pj OH! \ Ox 5pj dxi Opj oHT \ OxJ 5pj oz Op;

L 0Q10Qy  0Q20Q1 | 0Q20Q1  0Q10Qy

_ 9Q1 0Q, _ Q4 0Q, i Qs [ 0Q, . 0Q, OH! 0 dQ; i 0Q OH! _
éxj 5]9]- 5.14 5pj 8]—]1 égpo 8]—]] 81‘0 8]—[1 5330 8HI 81:0

_0Qi0Qy  0Q:0Q1 | 901 0Qx  9Q20Q1 _
Oxi Op;  Oxd dp;  O0x0 OH'T 920 OH!
Q. 0 9Qy 0 Q. 0 9Qy 0
_0@10Q) 902001 00100y 00001 _ 0 o 2.07)
Oxi Op;  Oxd dp; 020 Opo  9x° Ipo
Pti upravovani se za druhym rovnitkem dva cleny vzdjemné odecetly. Za ttetim jsme pouzili
predpoklad, ze Q; jsou IP, tj. dosadili jsme z (2.14). Za predposlednim rovnitkem jsme opét
pouzili pg = H', byt jde o mirné zneuziti notace, zde je vyznam stejny - vyraz pred timto
rovnitkem jiz nijak nezohlediiuje piipadnou vnitini strukturu H'.
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Typicky piiklad vyse uvedenych pievodi jsou Qi = pox! + pia! a Qs = py jsou zjevné
ve 4D v involuci. Po piechodu do instantni formy piejdou na Q; = Hz!' 4+ p12° a Qs = po,
ty uz automaticky v involuci nejsou. Budou ale, pokud H! nezdvisi na 22 a to je pravé
podminka na to, ze ()2 = py je IP. Zachovani se téz prenasi, u ()2 je to jasné - kdyz na
22 nezévisi jeden z H*P, H', pak ani druhy. S @; se to ma nésledovné: ve 4D je rovnice
zachovéani (2.3) polynom prvniho fadu, pozadavek na nulovost koeficientu vsech hybnosti
nam d& rovnice, které musime splnit. Nulty rad jiz nic nového nedodéava. Ve 3+1 je rovnice
zachovéni (2.14) vyrazem, ktery lze rozdélit na ¢dst ndsobenou odmocninou /=~ a ¢dst bez

ni. Cést bez ni je polynom nultého fédu a pozadavek nulovosti dd pravé rovnici shodnou
s rovnici pochézejici z pozadavku nulovosti koeficientu py ve 4D verzi. Cdst ndsobend od-
mocninou je polynom prvniho fadu v prostorovych hybnostech, koeficienty jsou shodné s
témi ve 4D verzi. Nulty rad uz opét neptrinasi nové nezavislé rovnice. Analogicky to bude
u jinych IP.

Poznatky z této sekce nam tikaji dulezitou véc, totiz ze integrabilita v obou popisech je
ekvivalentni. V kapitole 4 a 5 to vyuzijeme: budeme hledat pro Minkowského prostorocas
o dvou prostorovych rozmérech dva nezavislé IP v involuci. To zaruéi integrabilitu ve 3D
popisu, kde tietim potiebnym IP bude 3D Hamiltonian, ale i ve 241 popisu, kdy takové
dva IP na integrabilitu staci.
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Kapitola 3

Struktura IP prvniho a druhého radu

V této kapitole prozkoumame obecnou strukturu IP prvniho a druhého fadu v hybnos-
tech - urc¢ime rovnice podminujici jejich zachovani, porovname je s klasickymi a vyvodime
z nich moznosti klasifikace integrabilnich systému, pripadné hledani jejich superintegra-
bilnich podpftipadu v dalsich kapitolach. Kvuli snazsimu vyjadifeni budeme pracovat na
Minkowského prostorocase (tj. v kovariantnim popisu), z minulé kapitoly vime, ze rovnice
jsou po potiebnych upravach shodné s témi, které bychom dostali v Diracovych formach.
Pocitat budeme v pseudokartézskych souiadnicich. Pouzijeme vyjadieni IP pomoci p/’j‘,
to ndm, jak uvidime, umozni formulovat rovnice v terminech Fj,,, coz je vyhodnéjsi a
prehledné;jsi. Protoze porovnavame s klasickou situaci, budeme pocitat v ¢ # 1. Tam, kde
se rovnice lisi dle rozméru prostorocasu, v némz pocitame, predpokladejme, ze se jedna
o 4D Minkowského, bude ale vidét, ze tvar rovnic v jiném poctu prostorovych dimenzich
(zejména dvou, které budeme potiebovat déle) je zcela analogicky. (V piipadé 3D Min-
kowského se jednoduse ,,vyskrtd“ vse, co obsahuje tieti prostorovy index.)

3.1 Prvni rad

Predpokladejme tedy zcela obecny systém s Hamiltonidnem (2.1) a pfedpoklddejme IP
linearni v hybnostech

Q = py f"(x) + f(=). (3.1)
Jako TP musi @ spliiovat (2.3), coz je polynom druhého fadu v hybnostech, pficemz koe-
ficient kazdé kombinace mocnin hybnosti musi byt nulovy. Rovnice, jez to zaruéi, nyni
vypiSseme (pficemz ignorujeme piipadné konstanty pred rovnicemi). Upozornujeme, ze ve
vypisech rovnic se pfes opakované indexy nescita. Nasledujici rovnice vznikaji z pozadavku
na nulovost koeficientti druhych mocnin:

pi DOt =0, pipi i O f7 +0;f" =0, popi: i f° — o f = 0. (3.2)

Tyto rovnice 1ze jednoduse vytesit. Vysledkem je, Ze ¢leny prvniho fadu v hybnostech
(3.1) jsou tvaru libovolné linedarni kombinace prvku Poincarého algebry (2.4). Zahrneme-
li rovnice (3.2) do (2.3), zbyvaji ndm pozadavky na nulovost koeficientu prvnich mocnin
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hybnosti. Ty davaji rovnice
Pt fE+ [P+ APy + 0.f = 0. (3.3)

Zahrneme-li do (2.3) i tyto rovnice, vysledny polynom je uz nulovy (tj. koeficienty nultych
mocnin jsou jiz nulové automaticky). Jesté drobny komentér k rovnici (3.3): pokud pu = 0,
jedna se po vynasobeni ¢ o rovnici, v niz vystupuji slozky E a zadné ¢ v ni nefiguruje
(8o = 250, = 0,/c). Pokud ale p =i, v jednom ze ¢lenti se objevuje E;/c. (Viz (1.2))

Nyni bychom radi situaci porovnali s klasickou. O té vime napt. z [24], Ze pii ansatz
q = pj.‘ fi(z) + f(z) vychdzi linedrni kombinace eukleidovskych IP. Je ale otdzkou, s
¢im vlastné porovnavat v nasi situaci - vime, ze pii prechodu od Minkowského do in-
stantni formy se dosazuje za py Hamiltonidn H’. Ten pak v pfechodu ke klasickému popisu
prejde na klasicky Hamiltonidn h. Zahrime tedy do ansatz i ten. Taktéz zahrneme ¢asovou
zavislost (vime, ze casové IP nezmizi). Ansatz (pii tvaru Hamiltonidnu (1.1)) ma tedy tvar

q=hf(z,t) + pi f(z, 1) + [, 1), (3.4)
kde h? = h — ¢, pFicemz ¢ musi spliiovat (1.3). Tfet{ mocniny dévaji jednoduse rovnice
pl:0;ft =0, (3.5)

vSechny ostatni kombinace tfetich mocnin tyto rovnice jen opakuji. Po jejich zohlednéni se
dostavame k druhym mocnindm:

Rovnice (3.5) a (3.6) maji feseni v podobné kombinace eukleidovskych IP s predfaktorem
ve formé libovolné funkce casu, tj. f(t)l; a fPi(t)p; a IP tvaru 2f4(t)h + 0, flatp;. Kdyz
zahrneme i rovnice (3.6), v (1.3) zbyvaji prvni mocniny, ptislusné rovnice jsou

pi: cEof' + Fyf? + Fuf* + 0, — 0if = 0. (3.7)
Po jejich zahrnuti stale zbyva nenulovy koeficient nulté mocniny, konkrétné
fleFy + flcFjo + freFyo + 0. f = 0. (3.8)

(Rovnice jsme napsali v terminech F},,, aby se lépe porovnavaly s relativistickymi, upo-
zorfiujeme, 7Ze v téchto rovnicich nikde ¢ nevystupuje, nebot c¢Fyy = cE;/c = E;.) Po-
rovnejme nyni rovnice, které jsme dostali, s témi relativistickymi (3.3)-(3.2). Rozdil mezi
nejvyssimi mocninami (resp. fesenim (3.2) a (3.6) jsme jiz popsali, v prvnim piipadé jde o
poincaréovské IP, v druhém o eukleidovské). Déle je vidét, ze rovnice (3.8) a rovnice (3.3)
s u = 0 pro komponenty E jsou shodné. Pro y = ¢ budou ale shodné pouze pokud nebude
uvazovana casova zdvislost f? a bude-li ¢f® = f*. Z toho plyne, Ze prostorové hybnosti a
momenty hybnosti se zachovavaji v klasickém i relativistickém ptipadé za stejnych okol-
nosti.

Celkoveé jsou téz vysledky konsistentni s dfive diskutovanymi limitami poincaréovskych

IP (bez A), totiz Ze eukleidovské IP se shoduji, limitou H! —¢? je h (ten dostavame, pokud
1t je konstanta) a boostové IP prechdzi na x' + tp;.
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3.2 Druhy rad

V této sekci budeme studovat integrabilitu ve druhém fadu. Podobné jako v predchozi
kapitole zacneme zcela obecné - rovnicemi pro zachovani obecného IP druhého tadu.
Predpokladejme tedy

Q = pp () + 1) + £(), (39)
dosadime do (2.3) a vyjadiime v terminech F),,. Uz z tohoto je jasné, ze je problém pomérné
komplexni - pracujeme-li na 4D Minkowském, hleddme 15 funkci a k tomu Sest slozek F),,
(pro 3D Minkowského pak 10 funkci a tfi slozky). Dostdvame polynom tfettho fadu v
hybnostech, veskeré koeficienty musi byt nulové. Vysledné rovnice vypiSeme, zacneme se
tfetimi mocninami (ptipadné multiplikativni predfaktory nezohlediiujeme), pies opakované
indexy se nescita:

pi DO M =0, pgpj : ajfoo—aoij =0, p?Po : aijj—aofjj =0, p?pj : @fij‘f'ajfﬁ =0,

popip; : O f" + 0, fY — 0o f7 =0, pipipr : Oif7F + 0 f" + O fij = 0. (3.10)
Téchto 20 rovnic pro 4D, resp. 10 pro 3D (tam nemdame posledni typ ve vyctu) lze jiz na
této trovni vyiesit. Zjistujeme, Ze vysledkem jsou libovolné linedrni kombinace soucini
dvojic prvku Poincarého algebry, tj. pro 4D jde o 50 konstant, pro 3D je jich vsak pouze
20. Pokracujme rovnicemi plynoucimi z pozadavku na nulovost druhych mocnin hybnosti.
Zahrneme-li rovnice (3.10) do rovnice zachovani (3.9), dostavame

P2 Fu f™ + Flof' + Fyp f* + 9, " = 0,
pop; : Frof ™ + Fiof? 4+ Ff% + Fi f + 2(f%° + ) + 0o f* — 0:f° = 0,
pips - Ejf ™ + Fiof " + Fif7" +2(f%7 — [")Fyj + Foof” = 8, = 8:f7 =0, (3.11)
tj. 10 rovnic pro 4D, resp. 6 pro 3D. Po jejich zahrnuti se muzeme podivat na rovnice pro
prvni mocniny:
P Ouf + ['Fupu+ [ Feu+ [AFy = 0. (3.12)

Pokud zahrneme tyto 4 (resp. 3) rovnice, dostavame nulu, tedy koeficienty u nultych moc-
nin jsou uz nulové automaticky:.

Nyni se opét podivame na klasicky pripad, zde jiz pro zjednoduseni vezmeme piedpokladany
tvar IP pouze ve tvaru

g =pi'p] f7(z,t) +pl f (. t) + flz,1), (3.13)

¢infme tak kvili zjednoduseni, ale také kviili tomu, ze druhd mocnina H' dava pouze éleny
druhého a prvniho fddu v hybnostech (o odmocninu, kterou rozvijime), coz odpovidé prvni
mocniné h. Tedy nepotiebujeme zahrnovat druhou mocninu h, aby se nam objevily limity
hlavnich relativistickych IP, které chceme. V této notaci jsou rovnice nejvyssich (tj. tfetich)
mocnin

Pl oif" =0, P?pj L0, f7 + ajfii =0, pipjpr: O fY + ajf“g + 0,f% = 0. (3.14)

31



Pti jejich zohlednéni se v druhych mocninach objevi rovnice
i fijFij + 5 Fy + 0" — 0, f =0,
pip; : fFi 4 [P F 4 27 — [ Fi+ 0 f7 = 0,7 — 0;f" = 0. (3.15)
Pti jejich zohlednéni rovnice prvniho fadu jsou
Of' —Oif +2f"cFo+ fcFyo+ f*cFuo+ f;Fyj + fuFi. = 0. (3.16)
Po jejich zohlednéni zbyva pouze nultd mocnina, ktera je tvaru
ficFio + fjcEjo + frcEro = 0. (3.17)

Muzeme se opét podivat na Feseni rovnic (3.14), tj. jak vypadaji ¢leny nejvyssich rédu.
Neptekvapivé se jednd o linearni kombinace ndsobku dvojic prvka Eukleidovy algebry (t;j.
hybnosti a momentu hybnosti), kde ale koeficienty kombinace nejsou konstanty, nybrz
funkce ¢asu. Téchto funkei je v pripadé 3D prostoru 20, v pripadé 2D pouze 6.

Porovnejme jesté rovnice (3.10)-(3.12) s (3.14)-(3.17). Rozdil mezi nejvyssimi mocninami
(a jejich fesenim) jsme jiz okomentovali. Rovnice jsou pomérné znacéné odlisné, podobnosti
se v8ak najdou: napft. rovnice (3.12) pro pu = 0 je stejnd jako (3.17), pokud f neni zavisla
ze spolecné IP jsou znacné ,oklesténé®, obecné se tedy IP druhého radu v relativistickém
a nerelativistickém pripadé znacné lisi.
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Kapitola 4

Integrabilita prvniho radu

V predchazejici kapitole jsme zjistili, ze vSechny potencidlni IP prvniho fadu maji obecné
tvar prvku Poincarého algebry sectenymi s funkei soufadnic (urcenou (2.4), jak vime z 2.
kapitoly). To ndm piimo nabizi zpusob klasifikace systému integrabilnich v prvnim fadu -
jednoduse potiebujeme znat abelovské podalgebry 4D resp. 3D Poincarého algebry rozméru
3 resp. 2 (pro tfi ¢i dva prostorové rozmeéry). Nasledné budeme pozadovat zachovani a in-
voluci prislusnych IP. Tim nalezneme tvar systému zachovavajicich tyto veliciny. Tyto
systémy budou vzajemné neekvivalentni a veskeré ostatni systémy by pak mélo byt mozno
prevést na jeden z nalezenych v klasifikaci - IP systému pfevedeme podobnostni transfor-
maci na jednu z dvojic/trojic z klasifikace a piislusné grupové transformace pak budou
témi, ktery systém sam prevede na jeden z tvaru systému v klasifikaci.

Nez se vyjadiime ke Kklasifikaci, upozornujeme, ze v klasickém piipadé je situace zcela
analogickd - misto Poincarého grupy/algebry se pouzivd grupa/algebra Eukleidova. Jeji
podagebry jsou znamy a s integrabilitou prvniho fadu ve tfech rozmérech se pracuje napi.
v [24], kde se, podobné jako to zde udélame my, hledaji systémy zachovavajici IP prislusné
jednotlivym podalgebram a hledaji se specialni superintegrabilni ptipady.

4.1 Klasifikce abelovskych podgrup Poincarého alge-
bry

Pro klasifikace podgrup /podalgeber existuje , kucharka “ prezentovand napt. v [34]. V ¢lanku
[35] lze nalézt piehledy podalgeber 4D Poincarého grupy, véetné trojrozmérnych, které
potiebujeme. 7Z téch staci vybrat ty abelovské a mame hotovo. Jelikoz vsak potiebujeme
téz 3D Poincarého grupu a jelikoz je téz vhodné detailnéji popsat Poincarého grupu a upev-
nit notaci, naznacime zde zjednodusenou verzi jeji klasifikace. Vice konkrétné o Poincarého
grupé lze nalézt napf. v [10].

Zacénéme tim, co vlastné je Poincarého algebra. Ve 3D ma ve standardni bazi generatory
L, K1, Ky, Py, Py, Py, kde L = x'py — 2?p1, K; = 2°p; +2'py (P} jsou standardni hybnosti,
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kvuli konsistenci je, pokud mluvime o generdtorech, budeme znacit takto). Komutacni
relace maji tvar (uvddime pouze ty nenulové):

[Kl,Po]:Ph [KQ,P0]2P27 [thl]:POa [KQ,PQ]:P(), {L,Pl]ng,
[L,PQ] - _P17 [L,Kl] — KQ, [L,KQ] — —Kl, [Kl,KQ] - —L, (41)

pro uplnost uvedme, ze nékdy se prvky L, K; souhrnné oznacuji jako M, a spoletné tvori
algebru so(2,1), tj. algebru pfislusnou Lorenzové grupé. Poincarého algebru lze rozlozit
jako so(2,1) & R3{ R, Py, P}, pficemz existuje izomorfismus so(2,1) ~ sl(2,R). Zamé&ime
se nejprve na Lorentzovskou ¢ést souctu, pricemz vyhodnéjsi je nejprve pracovat s sl(2,R)
a az poté tesit, jak presné vypada izomorfismus.

Co tedy vime o sl(2,R): jeji prvky jsou redlné, bezestopé matice 2x2. Generatory a ko-

mutacni relace jsou
0 1 1 0 00
(o) -l h) =(00)

[h, €] = 2e, [h, fl = =2f, [e, f] = h, (4.2)
pricemz e, f jsou nilpotentni a h je poloprosty. Nyni bychom chtéli urcit neizomorfni prvky.
Pravé informace o (ne)nilpotentnosti prvki je pro nés klicova, nebot tyto na sebe vzajemné
jisté prevést nejdou. (Slovo ,prevést“ pouzivame ve smyslu existence podobnostni trans-
formace X = ¥ Xe Y, kde Y je redlnd linedrni kombinace generdtori a X prvek, ktery
transformujeme na X.) Ukazuje se, ze kazdou matici z sI(2,R) s nulovim determinantem
lze prevést na realny nasobek f. Kazdou matici s nenulovym determinantem a realnymi
vlastnimi ¢isly lze prevést na redlny nésobek h (nebo imagindrni ndsobek e — f) a koneéné
kazdou matici s nenulovym determinantem a imagindrnimi vlastnimi ¢isly lze prevést na
redlny nasobek e — f (nebo imagindrni ndsobek h). Duvodem, pro¢ jsou nakonec moznosti
tii je to, ze pozadujeme prevadéni pouze na redlné matice (aby spadaly do algebry), jinak
bychom si vystacili se dvéma moznostmi.

Daéle potiebujeme vztah mezi prvky sl(2,R) a so(2,1), hledame tedy v so(2,1) prvky,
které odpovidaji nalezenym tfem neizomorfnim prvkum si(2,R), coz uréime porovnanim
komutacnich relaci obou algeber. Tyto nam tikaji, ze f odpovida L + Kj, h odpovida
K, a konecné e — f odpovidda L. Nyni se budeme chtit vratit k celé Poincarého algebte
a konec¢né nalézt komutativni podalgebry rozméru dva. Na zakladé predchoziho vykladu
predpokladame, ze zakladni moznosti budou

1/Qi =L+ Xy, Qa=X,, 2/Q1 =K+ X1, Q2= Xo,
3/Qr =L+ Ky+ X1, Q2=Xo, 4/Q1= X1, Q2 = Xs, (4.3)

kde X; € R3{P,, P;, P»}. Dalsim tikolem, nez se pustime do podobnostnich transformaci je
doplnit X; tak, aby Q1 a Q2 komutovaly (hleddme abelovské podalgebry). Jak vidno, za
X lze dosadit cokoli, piipustnd X, uréi relace (4.1). Vznikaji tiidy

1/ =L+ K +X,Q:=FP—P, 2/Q1=K +X,Q=D5,
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3/ =L+X,Q:=F, 4/Q1=X1,Q= X, (4.4)

kde jsme oproti pfedchozimu popisu prohodili vyznam z' a 22 a to kvuli tomu, Ze ve

vyslednych podalgebrach se objevuje Fy = Py, tedy nyni Py & P», coz je P, resp. P, v
soufadnicich svételného kuzele, které se nam na hledani a popis nékterych systému bu-
dou hodit. V poslednim kroku hleddme v jednotlivych ttidach moznosti, které uz nelze
vice zjednodusit ¢i prevést vzdjemné na sebe. O tom, co je jednoduché rozhoduje vice
méné konvence, o nepfevoditelnosti pak néjaka charakteristika podalgeber (¢i prislusnych
podgrup), kterd se lisi - napt. normalizator/centralizator, Killingova forma apod., ¢asto
lze téz neprevoditelnost odhadnou z néjakého fyzikélniho argumentu (napft. principidlni
rozdilnost svétlu/casu/prostorupodobnych vektoru). Také lze ale pouzit ¢lanek [35] a ar-
gument, ze pokud néco nelze prevést ve 4D Poincaréze, nejde to jisté ani v jeji 3D obdobé.
Na to, abychom mohli pracovat s celou algebrou potifebujeme novou vérnou reprezentaci
maticemi. Jako vhodné se jevi reprezentovat linearni kombinaci k; K; + [ L + a; P; jako

0 1{31 k2 Qo
k?l 0 -l ay
]{?2 ) 0 (05} (45)
0 0 0 0

Na konci procedury ziskavame sedm dvojrozmérnych abelovskych podalgeber 3D Poin-
carého algebry, totiz

{P07P1}7 {P17P2}7 {va()}v {K27P1}7

{Ph— P, P}, {Ki—L P—PF}, {Ki—L+PF+P,F— P}, (4.6)

kde posledni tii podalgebry se zna¢né zjednodusi v soufadnicich svételného kuzele (2.18).

Jesté se vratme ke 4D Poincaréze, kterou potfebujeme na klasifikaci 3+1 v prvnim iadu
integrabilnich systému. Zde je devét trojrozmérnych abelovskych podalgeber a to

{P17P27P0}a {P17P27P3}7 {L3aP0aP3}a {K37P17P2}7

1
{Po— P, P, P}, {Ly+ Ky, Py, — P, P»}, {L2+K1—§(P0+P3)7P0—P3,P2},

{Lo+ Ky, Ly — Ko, Py — Ps}, {Ls+ Ky,Ly — Ky + P>, Py — Ps}, (4.7)

kde prvni tfi jsou jednodusi v pseudokartézskych soutadnicich, zbytek opét v souradnicich
svételného kuzele.

Jak jsme jiz uvedli, podalgebrami Poincarého algebry jsou i podalgebry Eukleidovy al-
gebry, konkrétné jde o prvni a tieti podalgebru ve vyctu (4.6) a prvni a tieti ve (4.7).
Presto, ze tyto systémy budou patrné vypadat relativisticky stejné jako nerelativisticky,
uvedeme je a budeme s nimi pracovat. Jak kvuli kompletnosti vyctu, tak kvuli specidlnim
pripadim, které jiz stejné byt nemusi (a nebudou).
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Na zavér sekce jesté poznamka - v celé sekci jsme explicitné neuvedli zadnou z podob-
nostnich transformaci. Duvodem je znacna délka piislusnych vyrazu (v podobnostni trans-
formaci X = ¢¥ Xe™Y je Y néjaka linearni kombinace prvku algebry, pravé koeficienty této
kombinace jsou znacné komplikované, zavisi na tom, jak vypadd X) a téz to, ze je nikde dale
nebudeme potiebovat jejich explicitni tvar. Na vyzadani jsou soubory s transformacemi k
dispozici u autorky nebo vedouciho prace.

4.2 Tridy integrabilnich systémui ve 2+1

Néasleduje vycet dvoudimenzionalnich abelovskych podalgeber Poincarého algebry, které
reprezentuji jednotlivé tiidy integrabilnich systému. Pocitat budeme ve 3D Minkowském
(prevedeni do forem je piimocaré), v pseudokartézskych soutfadnicich ¢i souradnicich svételného
kuzele. Mame tedy vzdy jeden IP - tj. Hamiltonian a k nému pozadujeme dalsi dva IP v
involuci Q);, j = 1,2. Rovnice pro zachovani IP prvniho fddu jsme jiz sice obecné videli v
Kapitole 3, navic nékteré se budou v ruznych tidach opakovat, kvili prehlednosti a pohodli
¢tenére je viak pro kazdou tifdu vypiseme zvlast. Budeme je znacit jako Zj, kde j = 1,2.
Budeme tedy pozadovat zachovani ); v involuci, které je podminéno splnénim rovnic Zj a
pozadavkem na jejich involuci. Budeme se vzdy snazit nalézt kalibraci takovou, kde IP jsou
co nejjednodussi, tj. kde v (2.4) A;(x) = 0. To, jak se ukaze, bude mozné ve vsech piipadech.

Taktéz provedeme systematické hledani dalsich IP prvniho fadu, k ¢emuz vyuzijeme vztah
(2.4), rovnice znamenajici nulovost dané slozky Lieovy derivace budeme znacit Luv. U
konkrétnich systému téz provedeme nerelativistickou limitu, tj. nalezneme nerelativisticky
analog systému a jejich IP, pripadné se podivame, zda nerelativisticky systém nemé jestée
dalsi IP prvniho tadu. Nalezneme-li systémy majici maximélni mozny pocet IP, vyjadiime
a vykreslime téz jejich trajektorii/fesen.

Jesté nez prejdeme k procesu, dvé praktické poznamky. Prvni je ovérovani funkciondlni
(ne)zdvislosti pifpadnych dodateénych IP na ostatnich. To je mozné provést bud expli-
citné (hleddame, zda nejde néjaky IP piimo napsat jako funkci ostatnich) ¢ pomoci vypoctu
hodnosti matice, kde v kazdém sloupci jsou derivace jednotlivych IP podle jedné veli¢iny.
Oboje je v zapisu pomérné dlouhé a obvykle se to v ¢lancich neuvadi. Ani my tyto vypocty
neuvadime, na vyzadani vsak budou poskytnuty.

Druha poznamka se tyka provadéni nerelativistické limity systému ve smyslu ¢ — oo.
Abychom toto mohli provést, musime ¢ explicitné napsat vsude, kde se objevuje, tedy do-
sazujeme ¥ = ct, instantni Hamiltonidn tvaru (2.12) a kone¢né Fy; = E;/c a Fy; = B (4j.
3D analog (1.2)), pripadné téz Ay = ¢/c.
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4.2.1 Podalgebra {F,, P}

Pozadujeme tedy IP tvaru @, = pt + my(z), Q2 = pi + mo(z). Podminky na zachovan{
jsou

71 : (%ml — F01 = O, —(91m1 = 0, —827711 + Fgl = 0,

72 : 80m0 = O, —almg — F01 = O, —627’710 — F()2 =0. (48)

Rovnice involuce je:
—81m0 + aoml — FOl =0. (49)

Resit tuto soustavu sedmi rovnic (jako sedmou bereme rovnici involuce) je jednoduché - z
druhé rovnice vime my (2%, 2°), ze ¢tvrté pak mo(z!, 2?). Ddle dosadime z prvni rovnice do
rovnice sedmé, ¢imz zjistime mo(x?) a zdroven Fy = 0. Z Sesté rovnice pak plyne Fpy =
—mg(2?). Z nulovosti Fy; a prvnf rovnice plyne my(z?) a ze tieti konetné Fy; = m/(z?).
Celkem tedy mame teSeni

mo = mo(2?), my=mi(2?), Fo =0, Fy=m)(2?), Fy=—mj(z?). (4.10)

Nyni bychom jesté chtéli najit kalibraci, kterd IP co nejvice zjednodusi (idedlné vsak ne
na ukor pfilisné slozitosti Hamiltonidnu). Takovou lze najit:

AO = m0($2), Al = ml(xQ), Ag =0 ~ Q = {pl,po}. (411)

Vidime, zZe nerelativistickou limitu netfeba provadét, vse dopadne stejné, jako klasicky (jak
jiz. vime z Kapitoly 3), tj. systém je shodny, IP jsou ¢ = {p1, h}.

Jesté bychom chtéli védét, zda ma tato trida systému néjaké piipady s dodatecnymi IP
prvniho fadu. Pozadavek nulovosti Lieovy derivace (2.4) davé rovnice

LO1 : mllwog — mf)wlg = O, LO02: (MOQ.Z'O + wlgl’l + a2)m3 + wmmll = O,
L21 : (weea? + wipz! + a®)m) + weimy = 0. (4.12)

Zkusme je analyzovat. V druhé a tieti rovnici vystupuji z° a 2!, koeficienty pred nimi musi
byt nulové, protoze vse ostatni je funkei z%. To se muze stat bud pokud mj = m{ = 0,
nebo pokud wgs = w1z = 0. V prvnim piipadé jsou slozky tenzoru elektromagnetického pole
konstanty a z druhé (¢i teti) rovnice plyne wiy = 0. Prvni rovnice pak implikuje jeden IP
(spojeni wis a wye), Z4dné podminky nejsou na a?, to tedy implikuje dalsi IP. Ukazuje se
vsak, Ze tyto IP navic nejsou na ostatnich nezdvislé, nezavisly je pouze jeden, feknéme a?.
Tento ptipad nize uvedeme jako 2/

Nyni analyzujme druhou moznost, tj. wge = wis = 0, bez podminek na m;. Pak prvni rov-
nice je splnéna trividlng, druhd a tiet{ ddvaji soustavu a*mf+wem; = 0, a®?m/ +weymf = 0,
implikujici jeden IP, jejimz feSenim jsou exponencidly. Nalezeny IP je nezavisly. Tento
pripad uvedeme nize jako 1/. Jesté poznamenejme, ze v pruniku uvazovanych moznosti se
zadné nové systémy neobjevuji. Celkem tedy dostavame

1/F01 _ O,Fgl _ [(1efaggQ/b_i_f(zeagﬁ/b7 F02 _ _Klefa;ﬂ/b_i_[(éeagﬂ/b . Q?, _ (x1p0+x0p1)a+p26
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2/ For =0, Fyy = Ky, Foo = Ko : Q3 = py — Kzt — Koa°. (4.13)

Pokud v systému 1/ bude a = 0, prechédzi tento na 2/, tj. konstantni pole. Jelikoz je
ale konstantni pole dulezitym ptipadem samo o sobé a bude se opakované objevovat i
déle, uvadime ho samostatné. U systému 2/ si pov§imnéme, ze pokud K, = 0, pak nejen
systém, ale i IP jsou ¢isté prostorové. To ndm umoznuje vyjadrit 2+1 trajektorii (dosadime
doQy=H"2Q; a Q3) jako

Qg =1 + (Ql — K1[E2)2 + (Q3 + K1$1)2. (414)
Trajektorie je vykreslena na Obrazku 1 v priloze.

Podivejme se jesté na limity systému 1/ a 2/: ackoli jsou oba systémy casové nezavislé,
neobejdeme se bez tiprav. Dosadime-li E; = cFy;, je jasné, ze jediny piipad, kdy dosahneme
konecné limity bude, kdyz budeme predpoklddat pro libovolnou konstantu vystupujici v
Foo, 7e¢ K; = ki/c (kde i = 0,1 resp. i = 1,2). Déle dosazujeme 2° = ct a py = H'/c a
délame limitu. Jejim vysledkem bude

1/ E1 = O, B = 0, E2 = —]{jle_a$2/b + k2eaz2/b Q3 = plt + ZL'I
2/ E1 =0, B=K, By=—ko: q3 = ps — Kyz' — kot, (4.15)

IP zustavaji nezavislé, druhy pripad mé dokonce dalsi nezavisly IP prvniho fadu navic.

4.2.2 Podalgebra {P;, P,}
Pozadujeme zachovani Q; = pi' + my(z), Q2 = p3' + ma(x). Rovnice pro zachovani jsou
71 : a()ml — F01 = O, —81m1 = 0, —827%1 + F21 = 0,

72 : 80m2 — FQQ == 0, —82m2 == 0, —81m2 — F21 =0. (416)

Rovnice involuce je

Oomq — O1mey — Iy = 0. (4.17)
Rovnice fesfme zcela analogicky predchozimu typu. Resenim je
my =my(2%), my=ma(z?), Fou =0, Fo=mi(z%), Fo=mh(a") (4.18)
a vhodnou kalibraci pak
Ag=0, A =mi(2), Ay=me(2®) < Q= {p,m} (4.19)
Limita technicky vzato obecné nemusi existovat (jedna se o zdvislost na x° = ct), pokud

ale uvazujme vsechny zucastnéné funkce jako funkce t, pak systém v limité zustava shodny
a [P taktéz.
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Hledejme nyni ptripady s IP navic. Rovnice nulovosti Lieovy derivace jsou
LO1 : (worz' + woez® + a®)dom!; + wigmlh = 0,

L02 : (worz' + weez?® + a®)Oymly — wigm) =0, L21 : weem) — weymy = 0, (4.20)

jejich analyza bude podobna, jako u predchézejici tiidy: chceme vynulovat koeficienty u
x! a 2%, tedy prvni moznost je m} = m4 = 0. Pak z (napt.) prvni rovnice wi = 0, jeden
IP piindsi a’, na které nejsou zadné podminky, druhy IP je kombinaci veli¢in piislusejicim
wo2 a wor z posledni rovnice. Tyto dva IP vSak nejsou nezavislé na ostatnich, to je pouze
jeden. Tuto moznost uvadime nize jako 2/.

Druh4 moznost jak vynulovat koeficienty z' a 22 je wgy = wp = 0. Pak tfeti rovnice je

splnéna trividlné a prvnf a druhd dévaji soustavu adym/| +wamly = 0, a®dymfy —wiom) = 0,
implikujici jeden IP. Jejim feSeni jsou goniometrické funkce, piipad uvadime jako 1/. V
pruniku zminénych moznosti nic nového neni, opét tedy mame dva pripady s IP navic:

1/ Fyy =0, Fy, = K cos(ax®/b) — Kysin(ax®/b), Foy = Ky cos(ax’/b) + K sin(ax®/b) :
Q3 = a(z'py — pr1a®) + pob
2/ F21 == O, F01 = K17 F02 = K2 . Q3 = Po — lel - KQZL’2. (421)
I zde lze ziskat konstantni pole i ptipadu 1/ volbou a = 0, pfipady jsme vsak z duvodu

podobnych analogické situaci v predchozi tiidé oddélili.

Podivejme se na limity: aby byly konecné, u vsech predfaktorovych konstant opét potiebujeme
K; = k;/c, i = 1,2. U prvniho systému téz potiebujeme a = A/c. S témito zménami pak
systémy nerelativisticky vypadaji zcela analogicky:

1/ B =0, By = kycos(At/b) — ko sin(At/b), Ey = ko cos(At/b) + ky sin(At/b) :

q3 = a(xlpz — p1$2) + hb
2/B=0, Ey =k, By =ky: qg=h— kjz' — kya?. (4.22)

IP zustavaji nezavislé a prvni i druhy piipad maji dalsi IP prvniho fadu navic.

4.2.3 Podalgebra {L, Py}
Pozadujeme Q; = pj + mo(x), Q2 = 2'pf — 22pft + mys(z). Rovnice zachovéni:
71 : 80m0 = O, —almg — F01 = O, —627’710 — F02 = O,

72 : 8177112 + $1F21 = 0, agmlg + ZE2F21 = O, 80m12 — F()1$2 + Fogl'l =0. (423)

Involuce:
Jil(agmg + FOQ) — x2(81m0 + FOl) — 80m12 = 0. (424)
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Z prvni rovnice vime mg(z!,2%). Dosazenim druhé a tieti do sedmé pak mio(z?t, 2?).
Déle dosazenim druhé a tfeti do Sesté ziskdvame vztah 2201my = x'0ymy, ktery zna-
mend mo((z!')? + (22)?). Vyndsobenim ¢tvrté rovnice 22, paté z! a jejich porovnanim také
mia((x')? + (2?)?). Slozky F,, lze pak pifmo vyjadiit z druhé, treti a c¢tvrté (¢i paté)
rovnice. Celkem

mo = mo((2')* + (2%)%),  miz = mia((a')? + (2°)%),  Fouo = —20'mg((2")? + (2%)?),

F21 = —2m'12((x1)2 + (l’2)2), F02 = —2x2m6((x1)2 + (Jf2>2). (425)
Vhodna kalibrace je:

Ay = Pl + )

Ay = mo((x1)2 + <I2>2)7 = (z1)? + (22)

ehmia(2)? + (22))
(21)2 + (22)2
Limita je pifmocard, nebot stejny systém existuje i klasicky - systém tedy ztstava shodny,

q = {h,z'py — 2*p:}.

Ay = & Q= {p(]?xpo - 172}71}‘ (4.26)

Podivejme se, zda mé tiida néjaké piipady s IP navic. Rovnice jsou (2.4) jsou
LO1 : (worz” + a')(mg + 2'0imyp) + (woea® + a®)z' Damy + woam'y = 0

L02 : —(woa” + a')a?0im) — (woer® + a®)(my + 220omy) + wermhy = 0
L21 : —(wera” + a")0im)y — (weer® + a?)0om!)y + 22wermy — vt weemy = 0. (4.27)

Na prvni pohled ptisobi komplikované, v§imneme-li si ale tvaru koeficientu u 2V (kterych se
chceme zbavit), dokdZeme je zjednodusit. Koeficient u 2° v posledni rovnici —2m/,(woy 2t +
wo2x?), tj. bud mf, = 0, nebo wy; = wez = 0. Volme nejprve prvni moznost a podivejme
se na koeficient u 2% v prvni rovnici: wo;(m) + z'0ymy) + weer!domy a v druhé rovnici:
—wo1 201 mf — woa(mf+x?0amy), pokud checeme udrzet woy, woe nenulové, musi byt my = 0.
(Duvodem jsou opét koeficienty - vime, Ze obé m jsou funkce souctu druhych mocnin z! a
22, je tedy jasné, Ze napt koeficient pred x'z? se musi vynulovat.) Prvni (& druhd rovnice)
ale nakonec stejné nulovost wge a wp; vynuti - jinak by implikovaly nulovost m/,, coz uz by
znamenalo celkové nulové pole.

Vratme se tedy na zacdtek a piedpoklddejme pouze wy = wpe = 0. Z posledni rovnice
znovu dostaneme mf, = 0 (nebo a3 = as = 0, pak uz ale zadny IP nezbyva). Prvni (¢
druhd) rovnice fika my = 0 a dostavame dva IP, souvisejici s a; a as. Pole, které jsme nasli
je ale Fyy = Fypo = 0, Fyy = — K, coz je specidlni piipad (4.13). Nebudeme ho tedy rozebirat
dale.
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4.2.4 Podalgebra {K,, P}

Pozadujeme Q; = pi' +my(z) a Q; = p3'a® + pita® + moa(z). Rovnice jejich zachovan{ jsou
71 : 80m1 — F()l = O, —81m1 = 0, —82m1 + F21 = 0,

72 : 80m02 — $0F02 = 0, 82m02 -+ I'ZFOQ = O, 81m02 -+ Fglfﬂo -+ F01£L'2 =0. (428)

Rovnice involuce je:
2°(0ymy — Foy) + 2%(0ymy — Fo1) — Oymge = 0. (4.29)
Soustava se fesf zcela analogicky predchozimu typu (rozdil je jen ve znaménku). Resenf je
my = my((2%)° = (2°)?),  moez = mea((2?)” = (2°)?),  Fon = —22"m) ((2*)* — (")),

Fyy = 22"m ((2%)* = (2°)%),  Foo = —2mpp((2?)” — (2°)?) (4.30)

a vhodna kalibrace

& Q= {p1,p’ + por®}. (4.31)

Limitu u této a dalsich ttid nebudeme obecné rozepisovat. Nemame specifikovanou zavislost
na (z2)? — (2°)2 = (2%)? — (ct)?, v F,, vime tedy jen, ze vysledné funkci bude domino-
vat t, limita ale muze byt napt. nulova, bude-li se vyrazem deélit, ¢i nekone¢na, bude-li se
jim nasobit, ale také nedefinovana (kdyby byl napf. vyraz v goniometrické funkci). Aby
se dosahlo konecné, definované limity, bude typicky tieba provést skalovani konstant vy-
skytujicich se uvniti funkei apod. Provadét limity budeme déle jen u specialnich systému
(typicky téch s IP navic).

Ptipady s IP navic: rovnice nulovosti Lieovy derivace jsou

LOL: —(woi!' + a°)(m] + 2°9gm}) — (wiaz' + a®)2°dym] — wigmi, = 0,
L02: —(woiz' + a®)Bympy — (wiex! + a*)0amyg, + 2 wiom) — 2’werm) = 0,
L21 : (worz' + a®)x?0ym) + (wipz' + a®)(m) + 220,m)) + wermpy, = 0 (4.32)

a jejich analyza je velice podobnd piedchozimu typu, proto jen zrychlené: koeficienty u !

nas vzdy nakonec donuti vynulovat wy; a wis. Pokud od zacatku predpokladame wy; =
wi = 0, zjistime, ze jediné netrividlni pole je Fy; = Fop = 0, Fpo = — K, majici IP navic
povstavajici z ag a as. Jde ale opét jen o specidlni piipad (4.13), ktery jsme jiz studovali.
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4.2.5 Podalgebra {FP, — P, P}

Tuto i nasledujici ttidy je vyhodnéjsi zkoumat v soufadnicich svételného kuzele (a v ptipadé
2+1 popisu ve frontaln{ forme). Pozadujeme Q; = pi' +my(z) a Qa2 = p2: +my,(z). Rovnice
zachovani maji tvar

Z1: 81m1 = O, 8mm1 -+ Flm = 0, 3pm1 — Fpl = O,

22: Opmpy, =0, Omy, — Fi,,, =0,  Oymy, — F, = 0. (4.33)

Rovnice involuce je
Gmml — 61mm + Flm = 0. (434)

Rovnice se fesi analogicky prvnim dvéma tiidam (rozdil je jen v ndzvu soufadnic). Celkové
feSeni je tvaru

My = My (2P),  my =my(2P), Fpp =m) (2P), Fin =0, F,;=mi(z"), (4.35)

pfi vhodné kalibraci mame
A, =0, Ap=my@a"), A=m@") < Q={p, pn} (4.36)
Podivejme se na piipady s IP navic. Z pozadavku na nulovost Lieovy derivace plyne
Lim: m) wi, =0, Lpl: (Wpma? + wipx' + a)0ym| + wpmm!, + wimml, =0,

Lpm: (wpma® + wipz' + a?)d,m!, + wiym} /2 = 0. (4.37)

Tyto rovnice zacneme analyzovat od prvni - tu jde splnit, pokud m/, = 0, nebo wy, = 0.
V prvnim piipadé by ale ze tieti rovnice (zistaneme-li u wy, nenulové) musi byt i mj = 0,
tedy slo by o nulovd pole. Uvazujme tedy wy, = 0 a vratme se ke tiet{ rovnici. Zde
budto m!, = 0, nebo w,, = a® = 0. Uvazujme prvn{ moznost: zbyvd ndm druhd rov-
nice, kterou musime vyftesit, pficemz o m/, vime, ze je konstanta. Tato rovnice mé tvar
(Wpma? +aP) Oym +wpmm! +wiymy, = 0. Pokud nepfedpokldddme zddnou z konstant nulo-
vou, odpovid& feseni této rovnice (m4) pripadu predstavenému jako 2/ nize, majici jeden IP
navic. Specialni pripady budou z toho feSeni vidét a budeme je diskutovat pozdéji. Jediny
z nich, ktery se lisi poctem IP je podpiipad m!, = 0, tento ma jesté dalsi IP (pochazejici
Cisté z wypy, ), diskutujeme ho jako 12/.

Druhd moznost byla w,,, = a” = 0 (a stdle téz wy, = 0), pak ndm opét zbyva jen druhd rov-
nice, které se zjednodusila na tvar wy,,m,, = 0. Vynulovanim wy,, by uz zadné IP nezbyly,
tedy chceme m!, = 0. To tedy implikuje IP z wy,,, na m; zadné podminky nejsou. Bude
vidét, ze zminény 12/ je téz specidlnim pripadem tohoto piipadu. Celkem tedy existuji dva
pripady s jednim dodatecnym IP, které navic maji spoleé¢ny podpiipad s jesté dalsim IP
navic:

1/ Epp = Fipy =0, Fp =m(2?) : Q3 =2p,x' + p1a® — / my (zP)dx?
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—Klfxp + K2
bx? + a
b=0: Q3= 12a*p,+12afp,x' +6afpa’ + K, f*(2)* —12K,a*a™ — 3K, f (27)* — 12 Ksax’
b#0: Qs =2f(ba” + a)(Kiaf + Kob) In(br? + a) + (4pma™ — 4p,aP)b* +
+((=2p12? — Appat) f + (4K 2™ — 4p,)a + 4Kx )b — faP (K faP + 2K,)b?
—2af(K1f:1:p + Kg)b - 2a2f2K1
K
bzP + a
Neékolik komentaru: systém 2/ je pro jeho piehlednost zapsan pomoci konstant a, b, f.
Tyto, v uvedeném potadi, odpovidaji a,, wym, wim. Forma, v jaké je 2/ zapsano obsahuje
i vSechny specialni piipady, kdy je napi. néktera z konstant nulova kromé jediného, kdy
a = b = 0. Ve skutecnosti ale tento piipad vede na 1/. Taktéz si muzeme vSimnout, ze
2/ obsahuje jako specidlni piipad téz konstantni pole (f = b = 0), (Q3 se vlastné rozdéli
na dva, jak je vidét z feSeni druhé rovnice Lieovy derivace). Nicméné ukazuje se, Ze tyto
dohromady nejsou nezavislé. Dalsi specidlni pripad, kdy se IP oddéluji je K7 = 0, coz je
prave spoleény podpiipad 1/ a 2/ oznaceny 12/. Zde jsou vysledné IP nezéavislé. V ném je
tfeba brat Qs z pripadu 1/, nebot ten z piipadu 2/ vymizi.

2/ Fi =0, Fpp=K, F,=

12/ Fppy = Fipy =0, Fp = — D Qq = —pp(ba® +a) + pubr™ + Kzt (4.38)

Jesté se podivame na limity téchto ptipadu (resp. pouze 2/ a 12/, které zndme expli-
citng). Zatneme s jednodussim 12/. Zde m; = £1In(ba? 4 a) a po pievodu Ay = Ay =
0, Al = %1H<b($0+x2) +Cl) To znamena FUZ = O, FOl = m, F21 = m. Nyni
dosadime 2° = ct a E; = cFy;, v limité mame

12/ By = % Fy=0, B=0. (4.39)
Viditelné ale musime zménit kalibraci, kdybychom chtéli pracovat pifimo s tiipotencidlem
pracovat, nebot puvodni A; mé nekonecnou limitu. Nerelativistické IP budou v této jiné
kalibraci pak mirné odlisné, nez limity relativistickych napsanych v puvodni kalibraci.
Podobné to bude i ddle, ukazme si je zde jako priklad (dale IP jiz v tomto piipadé vypisovat
nebudeme): napt. s nerelativistickou kalibraci Ay = As = 0, A; = KIn(bt)/b je muzeme je
urcit jako

Kt(1 — In(bt))
; ,

G = D1, o =Da, g3 = pat +2°, qu=pit + ' +
kde napt. ¢, g2 jsou v involuci.
Nyni se podivame na limitu slozitéjstho 2/: mame m,, = A, = Kjz!, A4 = my =
(In(baxP+a)Kiaf— Ky foxP+In(bxP+a) Kob) /b2, resp. prob = 0 A; = —aP (K, faP —2K5) /2a.
To po prevedeni davd Ag = Ky (2®+2?), Ay = —Ky(a®+2?), Ay = (In(b(2°+2%)+a)Kiaf —
K1 fo(z° +2%) +In(b(2° + 2%) + a) Kb) /b resp. prob = 0 Ay = —(2° + 2?) (K, f (2 + 2?) —
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2K5)/2a. Minimélni zasah, ktery povede ke koneénym limitdm elektromagnetického pole
je predpoklad K = k;/c. Potom v limité

ki ft — Ky

20 B ==

E2:—2]{71, BZO

kift —k
resp. prob=0: Elz—u, E;y=B=0 (4.40)
a

ukazuje se, ze tento limitni systém ma o jeden IP prvniho fadu vice. Patrné jde o dusledek
ztraty zavislosti na jedné proménné (v kartézskych souradnicich zavislost na 2%+ x? limitné
presla na zavislost na t). S podobnou situaci se setkdme i déle.

Jelikoz ma pripad 12/ maximélni pocet IP, lze ve 3D nalézt trajektorii, pfipadné ho pfimo
vytesit ve 2+1 (tj. dosadit H za p, a vyjadiit z [P z!(2P) a 2™(2*)). Druhd moznost davd

_ Qs — Q2P — b%(ln(bxp +a) — 1)((bx? + a)

1/..p
z(x
(") 20,
HF (ba? + a) — Ka'(a”
bQ>
kde v 2™ (2P) se za z'(2P) dosadi a HI = 1+(P1+€;I;Ebfp+a))2 _ 1+(Q1+%41n(bxp+a))2. 3D tra-

jektorie je vykreslena na Obrazku 2 v priloze. Dojde se k ni tak, ze vyjéd%ime slozky p,, ze
trech IP, dosadime vysledné vztahy do dvou zbyvajicich IP a hledame prunik téchto dvou
utvaru (tedy pokud bychom méli méné IP, nedokazali bychom trajektorii zcela urcit, védéli
bychom pouze, ze je omezena na jistou ¢dst prostoru).

K tomuto a podobnym systémum jesté kratky komentar: ve skutecnosti je mozné v ar-
gumentu logaritmu a na prislusnych mistech v IP psat absolutni hodnotu. Neuvedli jsme
ji zde, jelikoz ma systém v kazdém piipadé singularitu v 2P = —a/b, kterou neprojde.
Trajektorie na jedné a druhé poloose jsou tak vzdy striktné oddélené. T'éz poznamenejme,
ze logaritmu se nejde zcela zbavit ani jinou kalibraci (objevi se bud’ v t¥ipotencidlu, nebo
v IP).

4.2.6 Podalgebra {K; — L, Py — P}

Pozadujeme Q1 = pAt +m,(z) a Qo = pia? + 22'p?t + my,,(x). Rovnice zachovan:
Z1: Opmy, =0, Oimy, — Fi, =0, Opmy, — Fppy =0,

72: Opmim + 2P Fip =0, Oymyy, + 2P Fyy — 20 F,,, = 0, Oymyy, — 22 Fyy, = 0 (4.42)

a involuce:
2POym,, + 2210, My, — TP Flm — OmMam = 0. (4.43)
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Reseni: z prvni rovnice m,, (2P, z'). Dosazenim z druhé a t¥eti do sedmé F},,, = 0 a zdroven
My, (xP). Ze tieti rovnice F,, = m,,(aP). Ze ¢tvrté a paté pak pouzitim zjisténého my,, (z?).
Konecné F,,; vyjddiime z paté rovnice. Rovnice tedy ddvaji feseni

mm = mm(l.p)’ mim = mlm(xp)a

2 1.,/ P\ _ / )
Fim =0, Fyp=ml (27), Fy=—— Mo () = 10 (27) (4.44)

xP

S Q= {pm, ma”+22'p,}. (4.45)

Jesté se podivame na ptipady s IP navic. Rovnice nulovosti slozek Lieovy derivace maji
tvar

wip(22my, — m,,)

Llm: mpw, =0, Lpm:  (Wpma? +wipr' + a?)dpm), — QP =0
T
22xt0,m! — o,m/, 2¢tm! —m/,
. p 1 p P 'm plm m 1m
Lip:  (wpma? 4+ wipx” + a?) ( o (o2 > +
2 1 m / 2 / 1 _ / -
( a +T wlp)mm + ( My, X mlm)wp =0. (446)

xP
Prozkoumejme je: opét za¢neme prvni rovnici a prvni moznosti, tj. m/, = 0. Pak ale z
druhé rovnice (chceme-li nenulovou wy,) téz m: = 0 a tedy mame nulovd pole. Proto
p im
musime v prvni rovnici zvolit druhou moznost, w;, = 0. Potom druhé rovnice pozaduje
U . ’ ~ ’ ’ ’ ~ ’ .
bud m! =0, nebo wy,, = a, = 0. Volme nejprve prvni moznost. Zbyva nam tfeti rovnice

—0pm) 2xlm! —m/ 2a'm,,+(2m},z'—m/, w 4
P "1m m 1m> + m ( m lm) P — 07 kde m;n Zname.

tvaru (wpma® + a?) < T T T e =
Rovnici je jesté tfeba rozdélit na koeficienty z! a zbytek. Koeficient u z! je aPm.,, vynu-
lovanim m;, bychom se dostali na specidlni piipad pfedchozi tiidy, tedy volme a, = 0.
Zbytek rovnice pak ddvd —wp,my + 2a'm], /aP, pricemz uz vime, ze m], je konstanta.
Reseni odpovida nifze uvedenému tenzoru elektromagnetického pole (zdpis nefunguje, po-
kud K = K; = 0, to nam ale nevadi - v tomto pripadé, jedind moznost s IP navic je

m,. = 0, coz, jak jsme jiz uvedli netieba tesit).

1

Druhé volba byla w,, = a, = 0 (a stile téz wy, = 0). NevyfeSend zbyva tieti rovnice,
ve které uz zbyva jen volit a'm/, = 0, vynulovanim a' uz by ndm zddné IP nezbyly, tedy
m! =0 a a' implikuje IP. To je ale opét jen specidln{ pifpad typu piedchozi ttidy, tedy
dale ho nezkoumame.
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Tiida ma tedy jeden novy ptipad s IP navic:

20’ K — (KyIn(a?) + Ky)

Fim=0, Fp=K, Fy=-— -

Q3 = 4K (ppa? — ppua™) + 2p1 Ky + K3 In*(2P) + 2K5 (K, — K») In(z?), (4.47)

ktery ma podpiipad s dalsim IP shodny se specidlnim piipadem (4.38) v predchozi tiidé.
U uvedeného pifpadu se podivejme na limitu. Po prevedeni mame Fy; = (In(z® + 2%) Ky +
Ky —22'K) /(2% + 2?), Foa = —2K, Fy; = (In(2° + 2*) Ky + Ky — 22'K) /(2% + 2%). Tedy
minimalni predpoklad zarucujici nenulovost a koneénost bude K = k/c a Ky = ko/In(c).

Potom ok
B=0, E,=-2k FE =— : 2 (4.48)

Ukazuje se navic, ze nerelativisticka limita mé o 1 nezavisly IP vice nez relativisticky
pripad.

4.2.7 Podalgebra {K; — L+ Py+ P>, Py — P>}

Pozadujeme Q; = pt + m,(z) a Qy = 2Ppit + 22'pA + Qp;f‘ + may(x). (Zde jsme mirné
zménili znaceni funkef m(x), nebot do této chvile byly vsechny pozadované IP jedny z téch
uvedenych v bazi (2.6) ¢i (2.24), zde druhy IP nemd ustéleny oznaceni, piislusnou funkei
tedy prosté znacime ¢islem IP ve vyctu pozadovanych.) Rovnice zachovani jsou

Z1: (9mmm = 0, 81mm — Flm = O, (9pmm — Fpm = 0,
72: — Opmy — 2P Fiyy — 2F,, = 0, Oyma — 2P F,y — 22 Fyy, = 0,
Ormy — 22" Fy,y, + 2F,; = 0. (4.49)

Rovnice involuce pak je
aPOymy, + 2210, my, — xPFl,m — Omimy — 20,my, + 2F,, = 0. (4.50)

Podivejme se na feseni: z prvni rovnice m,,(x!, 2?), dosazeni druhé a tfet{ do sedmé také
mm (2!, 2P). Dosazenim z druhé a tieti rovnice ziskdme vztah —xPd;m,, — 20,m,, = 0,
coz znamend m,,(z' — (z7)?/4). Vynésobeni pdté rovnice 2, Sesté rovnice —zP a jejich
porovnanim ziskdme stejny vztah pro mo, tj. i mo(z! — (27)?/4) . Slozky tenzoru elektro-
magnetického pole se pak vyjadii ze druhé, tieti a paté (nebo Sesté) rovnice. Celkem

M = M (2" = (27)?/4),  mz = ma(a! — (27)?/4),  Fim =my, (2" — (a7)?/4),

Fym = —aPm), (2" — (2)?/4)/2, Fp = z'm), (2" — (2?)?/4) —ml(z' — (2)?/4) /2. (4.51)

m

Vyhodnou kalibraci je
Ay = ((2%)?/2 = 2 )mp(a' — (a?)?/4) + mo(z' — (29)%/4) /2, Ap = mp(a' — (a)?/4),
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Ay = —aPmpy, (2! — (29)?/4) & Q = {pm, ¥’p1 + 22 pm + 20, }. (4.52)
Déle se podivame na pripady s dalsimi IP. Rovnice Lieovy derivace jsou tvaru
Lim:  (wpma?+wipz'+a”)d,ml, +(a' +wima? [ 24+wi,x™ /2)0ym!, —wpmml, —2Pwi,ml, /2 = 0
Lip:  (wpma® + wipz! + a®)(—z'0,ml, + 0,mby/2) + wimaPm!, /2+
+(a' 4+ wia? /2 + wipa™ [2)(—ml, — 2'Oym), + Oimb)2) + Wy (—x'ml, +mb/2) =0
Lpm:  (wpma® + wipat + a?)(—m), — 2P0,m])) — (a' + wima®/2 + wi,a™ /2)xPOym], +
twip(ztml, —mby/2) + wimm), = 0. (4.53)

Projdéme tyto rovnice. Dobrym vychozim bodem jsou koeficienty u ™. U prvni rovnice
dévéa pozadavek na nulovost tohoto koeficientu na vybeér mezi m], = 0 a w;, = 0, pficemz
tfeti rovnice znamena stejnou volbu. Volme tedy nejprve prvni ptipad. Pak ale v prvni
rovnici zbyva —m! (wpm — 2Pwi,/2) a cheeme-li stdle udrzet nenulovou (alespon) wy,, musi
byt m,, = 0. Pouzijeme-li tento vysledek ve tiet{ rovnici, zjistujeme, ze pokud chceme wy,
nenulovou, musi byt i m}, = 0, tj. méli bychom nulova pole.

Vratme se tedy na zacdtek a volme wy, = 0. Nejprve si rovnice zjednodusme informaci
o existenci IP spojeného s kombinaci wy,, a a?, odectéme ho tak, ze predpokladame wy,,
nulovou a a? se zméni na néjaké aP. Podivejme se, co pak zbyva z prvni rovnice: rozhodné
se v nf vyskytuje samostatné (z?)? (mfnéno mimo funkce) ale zadné x', to tedy znamen4,
ze jeho koeficient, wy,,m., musi byt nulovy. Volime-li w,,, = 0, pak také a” musi byt nula
ze stejné rovnice (koeficient zP). V rovnici pak zbyvd jen a'mj, ale jelikoz pii vynulovéni
a' nezbyva zadny potencidlni IP, musime volit mj = 0. Ve tfet{ rovnici je ale koeficient
a' dany m! . i ta tak musi byt nulovd. Koneéné ve druhé rovnici ndm s témito vysledky
zbyva pouze m/, ;i tu tedy musime vynulovat. Tim jsou rovnice splnény, ziskali jsme ale
jen specidlni piipad (4.35).

Jesté jsme ale neprozkoumali moznost wy, = m., = 0: ve tieti rovnici pak zbyva —(wy,2? +
a’)m). = 0, volba nulové m/ by néds opét dostala ke specidlnimu piipadu (4.35). Tedy
volme wy,, = @’ = 0 a zajim4 nas tedy opét jen koeficient a'. Prvni rovnice je nyn{ splnéna
automaticky. Ve druhé rovnici je koeficient a' tvaru mf/2 — m/!, a pozadavek na jeho
nulovost jiz uréuje i mj. Ziskali jsme systém s dodatecnym nezavislym IP uvedeny nize:

Fim=K, F,,=—-Ki?/2, F, =K(")?/4:

Q3 =p1 + K(z'2? — 2™ — (27)?/6). (4.54)
Jesté se podivejme na limitu: v té nakonec ziskdavame
kt?
El - T, E2 = B == 0, (455)

kde K = k/c?, coz je minimaln{ zasah, ktery lze udélat pro kone¢nost limity. Pro studium
IP je opét tieba pozménit kalibraci. I tento systém ma v limité o jeden nezavisly linearni
IP vice nez v relativistickém ptipadé.
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4.3 Tridy integrabilnich systému ve 341

V této sekci klasifikujeme v prvnim fadu superintegrabilni systémy ve 4D (resp. 3+1) Min-
kowském. Cely postup bude zcela analogicky predchozi sekci, s vyjimkou hledéni ptipadu
s IP navic. Reseni rovnic zachovéni a involuce u jednotlivych typu je taktéz prakticky
stejné, jako v jejich 3D analogii. Nebudeme ho tedy vice rozebirat. Jelikoz rovnice involuce
jsou nyni tfi, vyhrazujeme pro né oznaceni I:j, znacici rovnici involuce i-tého a j-tého
pozadovaného IP.

4.3.1 Podalgebra {P, P, Py}

Pozadujeme IP tvaru Q; = pi' +my(x), Qo = pi + ma(x), Q3 = pi + mo(z). Podminky
na zachovani jsou

Z1: Oymy — Foy =0, —0imy =0, —0ymy+ Iy =0, —0smy— Fi3=0,

72 : 807’)12 — F02 = 0, —81m2 — 2F21 = 0, —627)12 = O, —83m2 + F32 = 0,
73 : 80m0 == 0, —almg — F01 == O, —82m0 - F02 == O, —83m3 — F03 =0. (456)

A podminky na involuci
112 82m1 — 81m2 — F21 = 0, 113 : —81m0 + (90m1 — F01 = O,

123 : —agm() + 80m2 — Fog = 0. (457)

Tento soubor Ize vytesit jako
_ 3 _ 3 _ 3
my =my(x°), me=mo(x’), my=me(z’),

FOl = F02 = F21 = O, F03 = —mg(:cg), F13 = —m'l(atg), F32 = ml2($3) (458)

Nejefektivnéjsi kalibrace pro zjednoduseni IP (analogicky 3D systémum):

Ay =my(2?), Ay=ma(2?), A3=0, Ay=me(2®) < Q= {p1, p2, po}. (4.59)
Nerelativistickd limita ponechavd systém tak, jak je, IP prejdou na ¢ = {py, p2, h}.
4.3.2 Podalgebra {P, P, P}

Pii pozadovani Q) = p+my(z), Qo = pf+ma(z), Q3 = p4+ms(x) jsou rovnice zachovani:
Z1: 0ymy — Foy =0, —0im; =0, —0ymq+ Iy =0, —0smy — Fi3=0,
72 : 80m2 - Fog = 0, —(91m2 - 2F21 = 0, —82m2 = 0, —83m2 + F32 = 0,

73 : 80m3 — Fgg = O, —81m3 + 2F13 = 0, —82m3 — F32 = 0, —03m3 =0 (460)
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a involuce:
112 : 82m1 - 81m2 — Fgl == O, 113 : 83m1 — 01m3 + F13 == 0,
123 : 83m2 — 827713 — F32 =0. (461)

Resenim je
ml(xo), mg(xo), mg(xo), (4.62)
Foy = Fi3=1F3=0, Fy= mi(fﬁo), Foo = m’g(iﬂo), Foz = mé(iﬁ'o)
a vhodna kalibrace je

Apg=0, A= ml(xo), Ay = m2(950), As = m3(9€0) & Q= {ph D2, p3}- (4-63)

V limité, pokud uvazujeme piitomné funkce jako funkce t jsou systém i IP shodné.

4.3.3 Podalgebra {Ls, Py, P3}

Piedpokladédme Q; = pj + mo(z), Q2 = pi + ms(z), Q3 = x'pg — 2%pt + myz(x), rovnice
zachovani budou

Z1: Oymo =0, —0ymg—Fyy =0, —0ymg— Fpa =0, —03mg— Foz =0,
72 : 80m3 — Fog = 0, —01m3 + 2F13 = O, —82m3 — F32 = O, —83m3 = 0,
73 : 81m12 -+ .Ingl = 0, 82m12 + $2F21 = 0,
83m12 — F13[L’2 — Fggl'l = O, 80m12 — F()lﬂfz -+ Fozl’l = 0. (464)
Involuéni rovnice:
112 : 63m0 - 807’)13 + F03 = 07 I13: $1(82m0 + FOQ) - x2(81m0 + F(n) - aomlg = 07
123 : i['l ((92m3 -+ Fgg) —+ $2<81m3 -+ Flg) — (93m12 =0. (465)
Resenfm je
mo = mo((z")* + (2%)%),  miz = mia((a)? + (2°)%),  my =ms((a')* + (2*)),
Fig = 2my((2')" + (2%)%)2!,  Far = —2miy((2")* + (2%)%),  Fio = —2mj((2")* + (27))a",
For = —2mj((z")? + (2®)H)at, Foo = —2m{((2')? + (2?)?)2?, Fy3 = 0. (4.66)
Vhodna kalibrace je

— ma((21)2 4 (22)2 — (21?2 + (22)2 :_I2m12(($1)2+($2)2>
Ay = ma((@)2 + (12)2), A = mo((a")2 + (D), Ay EN e

_ () + (o))
Ay = (z1)2 + (22)?

Limita je ptim4, systém zlstdva shodny, IP prechdzeji na ¢ = {h, ps, x'py — 22pi}.

& Q= {po, p3, z'ps — 2*m}. (4.67)
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4.3.4 Podalgebra {Kj, P, P»}

Pozadujeme Q1 = pi' + my(x), Q2 = p§ + ma(x), Qs = piz® + pga® + myo(z). Ty se
zachovavaji za podminek

Z1: 80m1 — F01 = O, —6’1m1 = 0, —82m1 + F21 = O, —83m1 — F13 = O,
72 : 60m2 — F02 = 0, —01m2 — 2F21 = O, —agmg = O, —agmg -+ F32 = 0,
73 : 81m30 - F13:L‘0 + F(nﬂ?g = O7 82m30 + Fgg&?o + FOQLCg = O7
domazo — 2’ Fos =0,  O3mgg + z°Fy3 = 0 (4.68)
a jsou v involuci za podminek
112 : 82’/’)11 - 81m2 — F21 == 0, 113 : ZEO(agml + F13) + 173(807711 - F()l) - 81m30 == 0,
123 : 1'0(8371’12 - Fgg) + x3(80m2 - F()Q) - 82m30 = 0. (469)
To lze vytesit jako
my =ma((2%)" = (2°)%),  ma =ma((2)* = (2%)%),  mao = mao((2®)* — (2")?),
For = =2m)((2°)*=(2%)%)a",  Foo = —2my((2*)*—(2°)")2",  Fos = —2mi((2%)*~(2°)?),
Foy =0, Fiz=-2m((z*)* - (2")H2®, Fs =2m,((2*)? — (2°)%)a>. (4.70)
Vhodna kalibrace je

— o ((23)2 — (20)2 — o (232 — (29)2 :x3m30((:c3)2—(:c0)2)
A= (@) = (@), A =ma((@ = (@), A= R

2'mao((2°)* — (2°)%)
(23)2 — (20)2
Limitu obecné, podobné jako 3D analogii rozepisovat nebudeme, provadime ji jen u konkrétnich
systému (s dodateénymi IP).

Az = & Q= {p1, po, p3a’ +p0$3}- (4.71)

4.3.5 Podalgebra {P,— P, P, P}

Tuto a nésledujici t¥idy je vyhodnéjsi pocitat v souradnicich svételného kuzele (a pii 3+1
délenf pouzivat frontdlni formu). Pozadujeme Q; = pi' + my(z), Q2 = p3 + mao(z) a
Q3 = p’t + m,, (). Rovnice pro zachovan{ jsou

71: 8mm1 —+ Flm = 0, 8pm1 — Fpl = O, 81m1 = 0, —82?711 + F21 = 0,
72 : (9mm2 — Fm2 = 0, 8pm2 — Fpg = O, —81m2 — F21 = O, 82m2 = 0,

Z3: Ommy, =0, Opmpy, — Fpy =0, —01my, + Fi, =0, —0amy, — Frp = 0. (4.72)
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Rovnice involuce maji tvar
112 82m1 — almg — Fgl - 0, 123 : 6mm1 — almm + Flm == O,
123 : ame — 82mm — ' = 0 (473)
a celkové Teseni je
my =my(2F), mg=my(2”), My = My, (2F),
Flm = I'm2 = F21 = 07 Fpl = m/1<xp)7 Fp2 = m/Q(Ip>7 Fpm = m/m(xp) (474>
S vhodnou kalibraci zjednodusime IP:

Ap =0, Ay = mm(xp)7 Al = ml(xp)v Ay = m2($p) And Q = {pb b2, pm} (475)

4.3.6 Podalgebra {L, + K, Py — P3, P»}

Pozadujeme Q; = p2 + my,(2), Qa2 = p3 + ma(x) a Q3 = xPpt + 22'p2 +my,, (). Rovnice
zachovani jsou

Z1: Opmpy, =0, Oymy, — Fppm =0, —0imy, + Fip, =0, —0om,, — F0 =0,
72 : 8mm2 — Fmg = 0, 8pm2 — Fpg = 0, —81m2 — F21 = 0, 82m2 = 0,
23 : Opmam + 2P F1, =0, Opmay, — 2w1Fpm —aPFy =0,
81m1m — 2.T1F1m = O, —(%mlm + l’ngl — 2$1Fm2 =0. (476)
Rovnice involuce maji tvar
112 : Oymyy — Oy + Fpp = 0, 1131 2P (O1may, — Fim) + 22" 0mun — Omiam = 0,
123 : xp(61m2 -+ F21> -+ 2:61(6mm2 — Fmg) — 82m1m = O, (477)
coz dava celkové feseni
My = mm(xp), mg = m2($p), Mmim = mlm(xp), Foy = Fipy = Frp = 0,

! P) _ 9 1,/ D
By = (), =), Ty = )R] 7

IP 1ze zjednodusit kalibraci

l(7?) = 20V, (0
Am:mm(l'p>> A2:m2(CCp), Alzml (l’) pxm (I )’
T

2! (& mm (27) — mam (2P))

e @

& Q= {pm, P2, 2’1 + 22", }. (4.79)
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4.3.7 Podalgebra {L, + Ky — §(Py + P3), Py — Ps, P»}

Pozadujeme IP Q1 = p + mu(2), Q2 = pf +ma(x), Qs = 27pf + 22'pA — pd + my(2).
(Znaceni posledni funkce ms se odviji pouze od pozice pozadovaného IP ve vyctu, nebot
prislusny prvek algebry nemd ustdlené oznaceni.) Rovnice zachovani:

71 : Ommm = 0, E)pmm — Fpm = 07 —81mm + Flm = 0, —82mm — I'mo = O,
72 : (9mm2 — sz = 0, 8pm2 — Fp2 = 0, —81m2 — F21 = O, 827%2 = 0,
Z3: Opms + 2P Fiy — Fpy =0, Opymy — 22" F,,, — 2P Fy = 0,
—817713 — Qxlle + Fpl = O, —827’113 + .IpFQl — 2$1Fm2 + Fp2 =0. (480)
Rovnice involuce:
112 : Oom,,—O0pymo+F,,0 =0, 113: x”(@lmm—Flm)—i—leammm—8mm3—apmm—i-Fpm =0,
123 : :Ep((‘?lmg + Fgl) + QZEI(ame - Fmg) — 827713 - 8pm2 + Fpg = 0. (481)
Rovnice lze vyftesit jako
My = My (131 + (xp)2/2) ) ma = Mg (':Cl + (‘rp>2/2) ) m3 =ms3 (xl + ($p)2/2) 9
By = —m(z'+(2P)?/2),  Fip =ml (' +(2)?)2), Fua=0, Fpn=a"m) (z'+(2")?/2),
Ey = —22'ml (z' + (2P)%/2) + mi(a' + (2P)?/2), Fpp = aPmb(z' + (27)?/2). (4.82)
Vyhodnou kalibraci je
A, =2(2t + (2P))mp (2! + (2P)2/2) — ma(z' + (2P)?/2), Ay = 22Pm,, (2! + (2P)?/2),

A =mp (' + (27)%/2), Ay = ma(a’ + (a)?/2)
& Q= {pm p1, 2’p1 + 22" p, — pp}. (4.83)

4.3.8 Podalgebra {L, + K1, L; — Ky, Py — P}

Pozadujeme Q) = 2Ppt+22 pA +my, (), Qo = 2Pps +22%p2 + Mo, (1) a Q3 = p2 +m,(z).
Zachovani:

Z1: Oy, + 2P Fip =0, Opmiym — 22" Fyy — aPF, =0, Oymay, — 22"y, = 0,
—82m1m + ZL‘ngl - QJZIFmQ == 07
72 : (?mmgm — l'meg =0 8pm2m — 2$2Fpm — l'prg = O, 81m2m + $pF21 — 2.1'2F1m = O,
anQm + 21’2Fm2 = 07
Z3: Ommy, =0, Opmpy, — Fpy =0, —01ymy, + Fi, =0, —0amy, — Fp = 0. (4.84)
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Involuce:
112 : 22 2P F, o + 222 2P Y, — (xp)ngl + 2P Doy + 2220, My — TP Oy My — 220, Migm = 0,

113 : :Up(ﬁlmm - Flm) + 2xlammm - ammlm = 07

123 : 2P (Ogmin + Fino) + 20°0,My, — Oy, = 0. (4.85)
Resenim je
My = mm('rp)7 mim = mlm(xp)7 Mom = QO(J}p), F21 = Flm = I'm2 = 07
! P)y — 9 1.,/ D / P) — 9 2,0,/ D
Fpm — 7,nlm(xp)7 Fpl — mlm(x ) o mm(’x )7 Fp2 _ QO(.f ) z mm(z ) (486)

xP xP

Vhodna kalibrace je

My (2P) — 22 m,, (zP) Mo (2P) — 222 M, (2P)

Am — mm('rp)7 Al - P ) A2 - P )
4= @)+ @))mp(ar) — (2! + 2?)ma (a7)
" ()2
& Q = {2"p1 + 22 pp, 27p2 + 22°Prm, P} (4.87)

4.3.9 Podalgebra {L2 + Kl, Ll — K2 + PQ, PO — Pg}

V posledni tifdé pozadujeme IP tvaru Q) = p2 + m,(z), Q2 = 2Pp + 22'p2 + my,(2) a
Q3 = —(2Ppg +222p7) + pyt + ms(z). (Znaceni funkce ms opét pouze z pozice IP ve vyétu,
prislusny prvek algebry neméa zavedené oznaceni.) Rovnice zachovani:

Z1: Opymy, =0, Opymy, — Fppm =0, —0imy, + Fip, =0, —0om,, — F,0 =0,
22 Opmypm + 2P Fipy =0, Opymay, — leFpm —a2PF,; =0, Oimay, — 22 Fyp = 0,
— Oy + 2P Fyy — 22 Flpp = 0,
Z3: Ommsz+ (2¥ — 1)Fpg =0,  9pyms + (2P — 1) Fyy + 22*F,,,, = 0,
—Omsz + (2P — 1)Fy — 20%Fy,,, =0, —Ooms + 227 Fp = 0. (4.88)

Involuce:
112 x”(@lmm — F1m> + Qxlammm - aTrﬂnlm - 07

113 : —(aP — 1) Ep — 22%0,my — 2P 09my, + O9my, — Oyms = 0,
123 1 —22% (2P Fy,, + Opuiym) — 2P01ms — 2210, ma+
(2P — 1)(2P Fy — 22 Fp — Oymiyy) = 0. (4.89)
Resenfm je

My, = mm('rp)a mim = mlm(xp)a ms = m3(xp>7 F21 = Flm = I'm2 = 07
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/ PY _ 9 1,.,/ D / D 2 2,07 D
Fpm — m;n(xp), Fpl — m1m<l‘ ) €z mm(a: )’ sz — m3(9§ )+ z mm(x ) (490)

TP 1 — P

Vhodna kalibrace:

ms(xP) + 22%m,, (zP)
1—aP

My (2P) — 22 m,, (2P)

Am - mm(xp), Al - ) A2 -

Y

TP

_ (2P (aP) £ ms(aP)) |zl (@imun(2P) — man(2P))
Ay = (zp — 1)2 (z?)?

& Q = {pm, 2p1 + 22" pp, —(2Ppo + 222 pp,) + pa}. (4.91)

Timto jsme dokonéili klasifikaci t¥id systému integrabilnich v prvnim fadu ve 2 a 3 prosto-
rovych rozmérech. Ve 2 prostorovych rozmeérech téz klasifikaci jejich pripadu s dodateénymi
linedrnimi IP a analyzu téchto piipadu (tato by ve 3 prostorovych rozmérech byla kompli-
kovangjsi ale zcela analogickd). Nyni budeme pokracovat systémy integrabilnimi ve druhém
radu.
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Kapitola 5

Integrabilita druhého radu

Zadani prace uklada provést c¢astecnou ¢i uplnou klasifikaci systému integrabilnich ve
druhém radu ve dvou prostorovych rozmérech. V Kapitole 3 jsme zjistili, ze nejvyssi moc-
niny v hybnostech IP druhého fadu obecné odpovidaji linedrnim kombinacim soucinu dvo-
jic prvkia Poincarého algebry. Rici néco pro klasifikaci smérodatného o nizsich mocnindch
je jiz ale pomérné obtizné. Podivejme se proto nejprve kratce, jaké jsou klasické metody a
vysledky v oblasti klasifikace integrabilnich systému druhého radu.

Dilezitymi systémy integrabilnimi ve druhém fadu jsou jisté ty, které jsou integrabilni diky
separabilité Hamilton-Jacobiho rovnice. V Kapitole 1 jsme zminili, ze tyto maji nékteré IP
prvniho a nékteré druhého (nékdy pouze prvniho) rddu a ze je (teoreticky) umime nalézt
algebraicky. Existuje nékolik ¢lanku, které pro tyto systémy hledaji specialni superintegra-
bilni ptipady (napt. [26, 28] pro systémy separabilni v kartézskych soufadnicich).

Tyto systémy vsak nejsou jedinymi integrabilnimi ve druhém radu. To ukazuje napt. ¢lanek
[29], zde se hledaji neekvivalentni komutativni dvojice kvadratickych elementu 3D Euklei-
dovy algebry (tj. nejvyssi mocniny potencidlnich IP druhého fadu). Ukazuje se, zZe je jich
vice, nez dvojic odpovidajicich IP separabilnich systému. Explicitné se tam téz konstru-
uje piiklad systému, ktery takovéto IP mé. Clinek se viak obecné nezabyvé tim, co se
déje v nizsich mocnindch a konstrukei systému zachovavajici prislusné IP. (To muze byt
zna¢né narocné - separabilni systémy jsou v piislusnych souiadnicich obvykle pomérné jed-
noduché, u neseparabilnich ale apriori nevime, jaké souradnice pouzit, ani neméame zadny
zjednoduseny tvar, ktery bychom mohli predpoklddat.)

Analogickym zptisobem by bylo mozné postupovat i zde, tj. hledali bychom neekviva-
lentni komutativni dvojice kvadratickych elementi 3D Poincarého algebry, ¢imz bychom
vytvorili klasifikaci nejvyssich mocnin hybnosti potencialnich IP zarucujicich integrabilitu
druhého tddu. Ze zminénych duvodu by vsak patrné bylo v ramci prace nezvladnutelné
nalézt vsechny prislusné systémy a vypotradat se s klasifikaci nizsich mocnin. Rozhodli jsme
se proto provést pouze castecnou klasifikaci systému integrabilnich ve druhém tadu, totiz
prave klasifikaci ortogonalnich separarabilnich systému, i kdyz je pravdépodobné ze, po-
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dobné jako v klasickém pripadé, takto neziskdme kompletni vycet integrabilnich systému
ve druhém tadu.

5.1 Separabilni systémy ve 241

Pokusme se aplikovat metodu hledani separabilnich systému. Ty, jak vime z Kapitoly 1,
jsou automaticky integrabilni a to bud v prvnim iddu, nebo pravé ve druhém, kdy jeden
IP je prvniho fadu a druhy druhého. V ¢ldnku [14] nalezneme ptehled neekvivalentnich or-
togonalnich metrik na 3D Minkowského prostorocase. Je jich 58, lze je vSak rozdélit do 12
rodin a ukazuje se, ze vétsinou staci na zjisténi separabilnich potencialu uvazovat celou ro-
dinou najednou. V nésledujicim piehledu tedy budeme pracovat hlavné s nimi, az v pripadé
nalezeni separabilnich potencidlt s konkrétnimi metrikami. Zapisovat je budeme v souladu
s ¢lankem pomoci soutfadnic u, v, w, kde u odpovida ¢asové souiadnici. Jesté uvedme, zZe
existuji alternativni metody systematického studia separability na pseudoriemannovskych
varietach (napf. [31]), nezda se, ze by prinesly nové moznosti pro nase studium. Zde se
tedy budeme drzet ¢lanku [14].

Nase metoda tedy bude nasledujici: tam, kde je to efektivné mozné shrneme celou rodinu
do jednoho popisu (obsahujici zatim blize nespecifikované funkce), ktery spliuji viechny
metriky v ni, napi. ds* = du® — (f(v) + g(w))(dv® + dw?). Neznamena to vSak, ze je tato
metrika plochd pro libovolna f(v), g(w), pouze pracujeme s obecnym tvarem, dokud je to
mozné. V tomto obecném tvaru metriky nalezneme separabilni potencidly dle vzorce (1.7),
piipadné L-C podminky (1.5) a k nim IP povstavajici se separability HJR.

Pokud separabilni potencial s [P druhého radu v dané rodiné najdeme, uvedeme konkrétni
tvary metrik a jejich pfevod do pseudokartézskych soutradnic. Konecéné, pro nalezené v
druhém 7adu integrabilni systémy se pokusime najit specidlni pripady s dalsim(i) IP navic
a to opét pomoci predpokladu, ze tento IP navic je prvniho fadu. Pro tyto nalezené specialni
pripady udélame nerelativistickou limitu a dalsi charakteristiky, které budeme moci ziskat.

5.1.1 Rodina F1

Prvni rodina obsahuje dvé metriky, které rozebereme postupné. Prvni jsou bézné pseudo-
kartézské souradnice
(F11) : ds* = du® — dv* — dw®. (5.1)

Probereme postupné moznosti rozdéleni soutadnic na tiidy dle (1.6) : 1/ a = u, a = v, w,
pak dle (1.7) mame
A* =0, A%u), A“(u). (5.2)

To znamend, ze kvadrat potencidlu viditelné spliiuje i pozadavek (1.7), tj. A,A* =M (u)

(kde M (u) je libovolné). IP v tomto pfipadé jsou ale zjevné prvniho fadu: @ = {py, pw},
coz pro nas nyni neni dulezité. Zcela analogicky dopada situace a = v, @ = u,w a a = w,
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o= u,n.

2/ Dalsi moznost jsou dvé soutadnice druhé tiidy: a = u,v, & = w, pak (1.7) pozaduje
A*=A"=0, AY=-m(u)+n(v)

A AYA, = mi(u) — 2m(u)n(v) + n®(v) = —M(u) + N(v), (5.3)

kde v poslednim radku na levé strané = je A*A, explicitné rozepsané tak, jak vychdzi
z predpisu v prvnim faddku a na pravé strané je to, co posledni vztah podminky (1.7)
pozaduje o tvaru tohoto souc¢inu. Funkce figurujici v podmince (1.7) jsou zde pro vétsi
prehlednost prejmenovany. Stejné budeme podminku (1.7) vyjadiovat i dale. Nyni ale, jak
1ze podminku splnit: to je mozné jen pokud m(u) = 0, n(v) libovolnd, nebo naopak. Tim
jsme ale ziskali jen specialni piipad prvni moznosti. Pfi permutaci souradnic dostaneme
opét analogickou situaci.

Druha metrika rodiny ma tvar
(F12) : ds® = du® — v*dv* — duw?, (5.4)
kde je opét vice moznosti. 1/ a = u, @ = v, w, pak

AV =0, A(w), A“(u) (5.5)

opét automaticky spliuje podminku A, A* LM (u). IP jsou ale opét viditelné prvniho
tadu - @ = {puv, pu}-

2/ Pro a =u,v, « = w je
A= A" =0, A" =m(u) —n(v)/u?

A ApAY = —(m?(u) — 2m(u)n(v) /u* + n?(v)/u®) = M(u) — N(v)/u®. (5.6)

To 1ze splnit s n(v) = 0 a libovolnou m(u). To je ale jen specidlni piipad piedchoziho. Pro
a = u,w,« = v dostaneme opét jen specidlni piipad, totiz A”(u). Rodina tedy neméa sepa-
rabilni systémy s IP druhého fadu. Vsechny separabilni systémy této rodiny (integrabilni
v prvnim fadu) jsou tedy jiz obsazeny v Kapitole 4.

5.1.2 Rodina F2

Druha rodina F2 ma dvé metriky. Prvni je tvaru
(F21) : ds* = du® — dv* — v*dw?. (5.7)
Zde tedy muze byt 1/: a = v, a = u,w, tedy

AT =0, A'(v), A“() (5.8)
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automaticky spliuji podminku A, A* - F(v). IP jsou vsak prvniho fadu: @ = {py, pw}-

Druhou moznosti jsou dvé souradnice druhé tiidy 2/: a = u,v, o = w. Pak

!

A*=0= A", A" =m(u) —n(v) A AYA, = —v*(m(u) —n(v))? = M(u) — N(v), (5.9)

coz splnuje m,, = 0, n(v) libovolna. To je ale jen specidlni piipad predchoziho. Zcela ana-
logicky funguje druha volba a = w, v, a = v.

Druha metrika je tvaru
(F22) : ds* = vidu® — dv*® — dw?, (5.10)

zcela obdobnym postupem jako pro prvni ale zjistime, ze jediny separabilni potencial je
A" =0, A*(v), A%(v), (5.11)

ktery m& vsak IP prvniho fadu @ = {p., pw}. Ani tato rodina tak neméd separabilni
systémy integrabilni ve druhém fadu. VSechny nalezené separabilni systémy jsou tedy i
zde nékterymi z Kapitoly 4 (resp. jsou na né prevoditelné prislusnymi transformacemi).

5.1.3 Rodina F3

Tato rodina ma dvé metriky, které lze zapsat ve tvaru
ds® = du® — (f(v) + g(w))(dv* + dw?), (5.12)
tedy a = v,w, a = u (moznost a = w, v, w je jako vzdy trividln{). Pozadujeme tedy

m) +n) e, () +n@)? L M)+ Nw)

f(v) +g(w) (f(v) + g(w))? f(w) +g(w)
& (m(v) +n(w))” = —(f(v) + g(w))(M(v) + N(w)). (5.13)

To lze ale splnit jen pokud vSechny funkce v a vSechny funkce w vystupujici v tomto vztahu
jsou si (az na piipadné konstanty) rovny. To ale z A" déld konstantu. Tato rodina tedy
nema relevantni separabilni potencialy.

AV = A" =0, A"=-—

Na tomto misté je vhodnd poznamka: u predchozich rodin byly rovnice (1.7) pomérné
prehledné, zde (a dédle) uz se za takové oznacit spise nedaji a je tedy vhodné ovérit, ze fesent,
ktera jsme nagli, jsou skute¢né jedind. K tomu pomuze L-C podminka (1.5) : feknéme pro
zjednoduseni pro A” = A" = 0, A*(v, w) (jak vybizi prvni ¢dst podminky (1.7)). Pak jedina
netriviadlni L-C podminka je pro dvojici vw. Po vydéleni predfaktorem dostaneme polynom
linedrni v p,, koeficient prvni mocniny je (f(v) + g(w))0pAu + OwAuf'(v) + 0,Aug (W),
ten chceme nulovy. Po zahrnuti tohoto faktu do rovnice zbyva z koeficientu nulté mocniny
— 0 A0y Au(f(v) + g(w)), jelikoz funkece f,g jsou vzdy nekonstantni, lze druhou rovnici
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splnit pouze pokud A, (v) ¢i A,(w), oboje vsak po dosazeni do prvni pozaduje tuto zdvislost
konstantni.

Skutecnost, ze jsme zde k potvrzeni/nalezeni vysledku mohli elegantné pouzit L-C podminku
je spise vyjimka plynouci z malého poctu dimenzi a tvart metrik. Jak jsme jiz uvedli, je

podminka vétsinou velmi tézkopadna a nemusime byt schopni ji vytesit. Proto i dale vzdy

uvedeme obé cesty.

5.1.4 Rodina F4

Ctvrts rodina méd 11 metrik tvaru
ds® = (f(u) + g(v))(du® — dv*) — dw?, (5.14)

tedy a = u,v, a = w. Podminky na separabilni potencial jsou:

e mu) =) o (m(w) = n(®)? « M(u) = N(v)
A=A=0 A= T N T T T W ) T fw) )
() —n(v))* = (f(u) + g(0))(M(w) — N(v)). (5.15)

tedy zcela analogické predchozi rodiné. Ani tato tedy nema netrivialni separabilni potencial.
Ovéreni z L-C podminky (1.5) by vypadalo zcela analogicky predchozi roding, jen se u
vymeéni za w.

5.1.5 Rodina F5

Tato rodina obsahuje tfi metriky tvaru
ds® = du® — u*(dv* + f(v)dw?), (5.16)

tedy a = u,v, a = w. Podminky tikaji

A= A" =0, A” = m<u>_”i§> A APA, = uif(v) (m(u) _ ”i;”) L M(u)—lef )

coz lze splnit s m(u) = 0 a n(v) libovolnou. To tedy v dusledku fikd, ze pro libo-
volné A, = A, = 0, A,(v) mame separabilni potenciél a tedy integrabilni systém. L-C
podminka ndm tento zaveér potvrdi: po upravé v podmince pro vu je koeficient p, tvaru
—f(v)0wAw + f(v)0, A, a u nulté mocniny f(v)0,A,0,Ay. Zcela stejné rovnice dosta-
neme i pokud v metrice bude misto u? libovolnd g(u).

Zkusme najit IP pro obecny tvar metriky (5.16). Jisté prvni z nich bude Q1 = pu,

29



druhy (o¢ekdvame ho druhého tddu) musime nalézt. Jiz ve vyzkumném tkolu [19] se
ukdzalo jako vyhodné (a uspésné) hledat IP druhého fadu separabilnich systému ve tvaru
Q= (pﬁ)2f“(x), tj. vyskytuji se v ném pouze druhé mocniny pﬁ, ne smiSené cleny a nizsi
mocniny. Vezméme tedy tento tvar a podivejme se, co ndm da rovnice nulovosti ¢asového
vyvoje (1.3). Koeficientu t¥etich mocnin hybnosti davaji rovnice:

pi : aufu = 07 pipv : avfu = 07 p?;pu : 2fu - ugaufv = 07 pi : ava = 0> pgpw : awfv = O,

pvp%u : f’vavf + fvavfw = 07 pi; : awfw = 07 pq%;pu : 2fu - ugfaufw = 07

Muzeme vyuzit, ze podle téchto rovnic je f, konstanta, muzeme ji polozit jednotkovou a
odecist od hledaného IP Hamiltonian. Vysledny IP se idi stejnymi rovnicemi, jen s f,
nulovou. Pokud toto zahrneme do rovnic, zjistime, ze i f, je konstanta, vydélime ji a opét
to zahrneme do rovnic. Ty ndm ted ifkaji, ze f,(v) a jedind netrividlni rovnice je Sestd.
Jejim tesenim je f, = K + 1/f(v). Kdyz tento tvar dosadime a zjednodusime (1.3), poté
z ného zbyva pouze 4p2ip, K, A, = 0, coz nutné znamens K = 0. Celkem tak

A=A, =0, A,(v): Q= {pw. P2+ (p))*/f(v)}. (5.19)

Nyni bude vhodné vypsat konkrétni metriky a zkusit v nich nalézt pripady s IP navic, a
také systémy prevést do 2+1 déleni. Ukazuje se, ze celou rodinu je snadné vyjadrit v 241
rozStépeni - diky vyjadieni casové soutradnice u se totiz jedna o jednu z hyperbolickych
Diracovych forem (2+1 analog H1). Tj. 241 Hamiltonidn

_ (p2)? | ()
H—pu—\/l—I— 2 +f(v)+A”' (5.20)

Zatim ale zustanme ve 3D a podivejme se na konkrétni tvary metrik a jejich prevody do
pseudokartézskych souradnic. Prvni metrika rodiny je

(F51) : ds* = du® — u?(dv® + e*"dw?),

'+t =uletwt+e?), 2% -2 =wue’, 2t =wwe’, u>0, v,wcR,

1

T 0

v —v. (521
¢<x0>2—<x1>2—<x2>2> o2

Predpokladejme systém tvaru (5.19) a hledejme piipady s IP navic. Rovnice plynouci z
pozadavku Lieovy derivace jsou

20 — 2

= w, \/(xo)2 — (21?2 = (22)2=u, In <

Lvu: f(v)e "(2c5w — ¢4)/u? =0, Lwu: — (—cse™” + e’ (csw?® — cqw — ¢5)) f(v)/u® = 0,

Lwv: c3(f'(v) =3f(v))e "+ (f' (v) = f(v)) (—csw?® +cqwc5) e’ +u(cyw+es)) /u = 0, (5.22)

kde ¢; jsou parametry v Poincaréovském vektorovém poli pfevedeném do souradnic F51
je jich pét, Sesty odpovida praveé p,,, zadné pozadavky na néj tedy nejsou). Prvni rovnice
Jel y y ) tedy nej
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implikuje nulovost cg, ¢4, druha téz c5. Zahrneme-li toto do tfeti rovnice, vyvstava jediny
mozny piipad s IP navic, vychazejici z ¢; a cq, plati-li f'(v) — f(v) = 0. Tj. celkem

A, =A, =0, A, = Ke¥: Q3 = p, — puw, (5.23)

kde uvedeny IP prislusi konstanté co, druhy, zavisly IP prislusny ¢ je Q = pow+ pu(e™? —
w?)/2 — Ke™". Protoze zadny z IP, ani elektromagnetické pole samotné v sobé neobsahuje
¢asovou soutadnici u, je mozné vyjadrit ve 2+1 déleni i trajektorii. Ta je tvaru

Qo = (Qrw + Q3)* + (Q1 — Ke")%e™" (5.24)

a je pro dvé ruzné volby parametru vykreslena na Obréazcich 3 a 4 v piiloze.

Téz se podivejme na nerelativistickou limitu tohoto systému: prevedeme ho do pseudo-
kartézskych souradnic jako

x! K K
AO == ) Al = 5
20 — 22\ /(29)2 — (21)2 — (22)2 V(@02 = (z1)? — (22)?
Ay = v K : (5.25)

COZ znamena

For =

Fip = (5.26)

(@ = @) = @R
tj. po dosazeni 2° = ct a E;/c = Fy; vidime, ze pokud ¢ nevystupuje v K jsou limity B, F;
nulové. Pokud ale budeme piedpoklddat K = kc?, dostaneme vse koneéné a nenulové,
konkrétne

ksgn(t)z? ksgn(t)z*
Br=—p— 5
(Ve vyjadieni jsme ponechali sgn(t), aby bylo vidét spojeni s puvodnim systémem. Vzhle-
dem k singularité v ¢ = 0 by ale byly trajektorie na dvou poloosich striktné oddéleny,
vzdy bychom pracovali jen na jedné, zde muzeme pouzivat vyjadieni bez sgn(t), - lze za-
hrnout do definice konstanty). Upozornujeme téz, ze jsme museli zménit kalibraci. Proto
IP v nerelativistickém piipadé nebudou limitami zde uvedenych, ale tyto je tfeba prevést
do nové kalibran/;:e2 (uvedenkzi lmé nekonecné limity). Nové klasickd kalibrace muze byt napf.
@Y = 0, Al = L A2 ==

TR 2t2 -

, By = . B=— (5.27)

Ptejdéme k druhé metrice rodiny:
(F52) : ds® = du® — u*(dv® + sinh?® vdw?),
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2 = wcoshv, a'=wusinhvcosw, 2?=wusinhvsinw, wu,v>0, 0<w <2,

2

u=/(20)2 — (21)2 — (22)2, w = arctan %,

[L’O

v = arcosh . (5.28)
V(@0)? = (z1)? — (22)?
Hleddme-li pro systém (5.19) specidlni piipady s IP prvniho fddu navic, nachdzime opét
jeden pripad s jednim IP navic, po prevedeni do spoleénych souradnic se ale ukazuje, ze se
jednd o systém shodny s (5.23), pouze s konstantou —K . Nebudeme proto vice rozepisovat
jeho hledéni a tvar. (Obecné si systémy (5.19) jednotlivych metrik rodiny rovny nejsou,
ale hledanim specidlnich pripadu jsme se zjevné dostali do jejich pruniku.)

Jesté se podivejme na posledni, tieti metriku:

(F53) : ds® = du?® — u*(dv® + cosh? vdw?),

2’ = wcoshvcoshw, a!'=wcoshvsinhw, 2°=uwusinhv, u>0, v,weR,

1
uw=+/(20)2 — (z1)2 — (22)2, w= arctanhx—o,
T

513'2

v = arcsinh . (5.29)
VP =@ - @2
I zde vSak hledéni piipadu s IP navic vede pouze k systému (5.23), nebudeme ho tedy
rozepisovat.

5.1.6 Rodina F6

V Sesté rodiné jsou tii metriky tvaru

ds® = w?(du® — f(u)dv?) — dw?, (5.30)
tedy a = w,u, a = v, tzn.
A= A =0, A’ = m£§>_n<w> A AYA, = —w?f(u) <mlgj) . n(w)> L ]‘{U(;‘)_N(w)

coz 1ze splnit pro libovolnou m(u) a n(w) = 0. V dusledku opét libovolné A,(u) je separa-
bilni. Ovéteni z L-C podminky vypadd analogicky predchozi rodiné (pfi zdmeéneé roli u a w).

Analogicky predchozimu postupu lze nalézt
A" = A" =0, () Q= {pw 72— W1/ W)} (5.32)
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Nyni se podivame na piipady majici IP prvniho fadu navic u konkrétnich metrik. Prvni
metrika rodiny je tvaru

(F61) : ds* = w?(du® — e*dv?) — dw?,

2 0

' +2? =w(ev? —e™), 2 —2?=we", ' =ovwe, w>0, v,ucR,

0 2

_ 1
S > v=—" . (5.33)

w= @2+ @F - @F u=lh

(%@W+@%L%ﬁﬁ o
Rovnice Lieovy derivace jsou zcela analogické predchozi rodiné (5.22), pouze tam, kde tam
vystupuje w, zde vystupuje v, tam kde v (5.22) vystupuje v je zde u. Konecné tam, kde v
(5.22) vystupuje u zde bude w. Nakonec proto vysledkem patrani po piipadech s IP navic
je jeden systém, majici dva linedrni IP navic, z niz vSak jen jeden je nezavisly:

A, =A, =0, A, =Ke": Q3 =p,—pyv (5.34)

(a druhy Q = puv — py(v? + e72%) /2 + Ke™* zévisly). Podivejme se na prevod a limitu:

Kzt K

Ay = — , A= ;

V(@) + (22)? — (20)2 (20 — 22) V(@2 + (22)? — (a0)?
Kat

Ag = ) '
VA P @~ o
tedy
K22 Kat
For = _((xl)Q + (22)2 — (x0)2)3/2’ Fop = ((z1)2 + (22)2 — (1’0)2)3/2’

Kab

F21:

(@ + @ — @ 50
Zde opét, pokud predpokladame, ze v K nevystupuje ¢, jsou pole limitné nulova. Pokud
bychom je chtéli nenulova, narazime na rozdil od paté rodiny na problém: pokud bychom
predpokladali K = kc?, dostali bychom sice koneéné, nenulové limity, tyto by vsak byly
komplexni. Konkrétné E; = —Ikesgn(It)x?/t3, Ey = ITkesgn(It)x'/t3, B = ITkesgn(It)/t2.
Je to zpusobeno tim, ze v odmocniné ve jmenovateli je v limité zaporné ¢islo. Pres proble-
matickou interpretaci se muzeme ptat, zda pokud povolime imagindrni konstantu (vyrusivsi
I ve jmenovateli), nedostaneme klasicky superintegrabilni systém. Odpoved je kladné, po-
kud pfipustime k = kI, pak dostdvame v limité pravé systém (5.23), ke kterému jsme se
jiz vyjadrili. Je to dusledek toho, ze dvojice metrik F51 a F61, dale F52 a F62 a konecné
F53 a F63 se nepovazuji za ekvivalentni pouze proto, ze kazda z dvojice pokryva jinou ¢ast
prostorocasu.

Druha metrika v rodiné je
(F62) : ds* = w?(du® — sinh® udv?®) — dw?,
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2’ = wsinhucoshv, 2'=wsinhusinhv, z*=wcoshu, w,w >0, véER,

1
w= /(22 + (22)% — (29)2, v = arctanh%,

$2

u = arccosh (5.37)
V(@h)? + (2?)? — (20)?
a systém (5.32) mé opét jediny piipad s IP prvniho fadu navic. Po prevedeni do spolecnych
souradnic se ale ukazuje, ze je shodny s (5.34), pouze s opacnou konstantou. Nebudeme se
jim tedy déle zabyvat.

Posledni metrikou rodiny je

(F63) : ds* = w?(du® — cosh® udv?®) — dw?,
2’ =wsinhu, 2'=wcoshucosv, z°>=wcoshusinv, w>0, 0<v<2m ué€R,
2

w = /(x!)? + (22)2 — (20)2, v = arctan x—l,
T

iL‘O

u = arcsinh 5.38
VT @ = (2 o

a hleddnim systému (5.32) s IP navic opét narazime na systém shodny s (5.34).

5.1.7 Rodina F7

Tato rodina obsahuje pouze jednu metriku, pfesto ji prozatim zapiseme obecné jako
ds* = w?(f(v)du® — dv?) — dw?, (5.39)

tj. a = w, v, a = u, coz znamena pozadavek

AV =AY =0, A" = —muf;’) “n(w) A A"A, = f(v)w? (muff) + n(w)> L _]‘{U(;’) ~N(w)
o w2f(1)) (mwiv) _ Qm(':u)j(w) +n2(w)) _ ]\i(;}) _ N(w), (540)

coz, analogicky predchozim rodindm, splni n(w) = 0 a m(v) libovolnd, tj. A,(v). Ovéfeni
z L-C podminky vypadda analogicky predchozim rodindm.

IP jsou pak
A" = A" =0, A(0): Q= {pu P2 (D1/F(0)}. (5.41)

Kdyz mame obecné predpisy, muzeme prejit k hledani ptipadu s IP navic. Nejprve ale
uved me explicitné metriku:

(F71) : ds* = w*(sin® vdu® — dv?) — dw?,

64



2’ = wsinhusinv, z'=wcoshusinv, 2’=wcosv, u>0, 0<v<m wER,

0
w=/(21)? + (22)2 — (20)2, wu= arccosh%,

{172

v = arccos (5.42)

V@2 + (@2)? — (20

Rovnice Lieovy derivace jsou
Lvw: — f(v)(e “cy — €"e3)/(sin(v)w?) = 0,
Lvu: ((sin(v)(cos(v)cy + cqw) f'(v) + cos?(v)eg — cos(v)eqw — 2¢2) f(v))e ™+
+(cos(v)e® sin(v)cs + € sin(v)wes + cos®(v)ey — e1) f(v)+
+(cos?(v)etcs — (e“csw — ¢p sin(v)) cos(v) — 2e¥c3))/(sin(v)w),
Luw: — f(v)(—cos(v)(e “cy + €“c3) + c' sin(v))/w? = 0. (5.43)
Z prvnich dvou rovnic ¢; = c¢3 = ¢4 = 0 a pouzijeme-li tuto skutecnost, posledni rovnici lze

zjednodusit na w(sin(v) f’(v) — cos(v) f(v))(cse® + c*e™) = 0, coz znamena, Ze systém ma
jeden piipad s IP navic:

2Kev
A, =A,=0, A, = Kcosv: Q3:<—pucothv+pv+ 5 61>e“ (5.44)
ev —

~ 7 7z . 4 - v f— ./ / . ~ . ~ ~
a dalsim zavislym @ = (pu cothv +p, — ffffl) e . Je zajimavé si vSimnout, ze vSechny

pripady s IP navic v rodinach F5, F6 a F'7 mély tvar, v némz nenulova slozka t¥ipotencidlu
odpovida (az na konstantu) derivaci odmocniny funkce f vystupujici v metrice. Podivejme
se jesté na prevod a limitu. Po pfevedeni mame

Kz?
Ay = 7
V@ + (@22 = (@02 ((20) — (1)?)
K222
A= , A =0, 5.45
\/(xl)Q ¥+ (m2)2 _ (x0)2((x0)2 _ (m1)2)x1 ( )
tudiz
For = — Ko vy — (@) 5, fo = Ky/(2°)? — (2')?

AVEPFEP-EP T e P @
0 0Y2 _ (,1)2
Py = V) - (@) . (5.46)
2 /(@2 + (22)% — (20)?

Situace je velmi podobna, jako u predchazejici rodiny - pro K v némz nevystupuje ¢ jsou
pole limitné nulova, pokud bychom je chtéli nenulova, mohli bychom toho dosdhnout prii
predpokladu K = kc, pak bychom ale pole méli v limité komplexni. Jedna se tedy o stav,
kdy, ptesto, ze relativisticky systém m4 smysl, jeho limita nema smysl/neni fyzikélni. To
se nezda byt v principu zase tak zvlastni, nakonec, elektromagnetismus je prakticky teorie
relativistickd, neni tedy patrné nutné, aby vSechny nerelativistické obdoby mély smysl. U
tohoto systému se navic zd4, ze povolime-li formalné v limite k& = kI, abychom vyrusili
imaginarni jednotku, neziskavame systém s odpovidajicim mnozstvim IP.
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5.1.8 Rodina F8

Tato rodina ma tii metriky tvaru

ds* = f(v)g(w)du® — (f(v) £ g(w))(dv* + dw?), (5.47)
tedy a = v, w a = u. Podminky na separabilni potencial jsou
v g _ o m) +n(w)
S 1 Ecy
A — et (M) E @)\ L M(v) + N(w)
n = s (T ) = (549

To mimo konstanty splnit nelze. Tato rodina tedy nema netrivialni separabilni potencial.
Oveéreni pres L-C (1.5): netrivialni podminka na vw po vydéleni predfaktorem ma koefici-
ent u py: —F(0)g(w)(f(0) + 9(1)) DAy + (1) ()0, Ay + F/(0)g2(w)0 Ay, po zabrmuts
pozadavku na jeho nulovost zbyva nultd mocnina tvaru f(v)g(w)(f(v) + g(w))0y AuOw Au,
v obou moznostech pak ale z prvni rovnice plyne konstantni zavislost.

5.1.9 Rodina F9

Zde se nachdazi 12 metrik tvaru
ds® = (f(u) £ g(v))(du* — dv®) = f(u)g(v)dw® resp.

ds® = (g(v) £ f(uw))(du® — dv®) = f(u)g(v)duw?, (5.49)
tedy a = u,v, a = w a
m(u) —n(v)
flu) £ g(v)
(m(u) —n(v))* + M(u) — N(v)
(f(u) £g()*  flu)£g(v)
coz opét nemda netrivialni feseni, rodina je tedy bez separabilnich potencialu. Ovéreni
probiha zcela analogicky pfedchozi rodiné, pouze u a w si vyméni mista, a zméni se néktera
znaménka.

At=0=A", AY=

AN AYAy = —f(u)g(v)

(5.50)

5.1.10 Rodiny F10, F11, F12
Rodina 10, resp. 11, resp. 12 obsahuje 4, resp. 4, resp. 10 metrik tvart
(F10) : ds® = du® — u*(f(v) + g(w))(dv? + dw?),
(F11) : ds? = w?(f(u) — f(0))(du? — dv?) — du?,
(F12) : ds* = f(u,v,w)du® — g(u,v,w)dv? — k(u, v, w)dw? (5.51)

(pricemz v posledni uvedené maji funkce néjaky konkrétni vztah a tvar, to pro nés ale neni
dulezité). To ale znamend, ze ve vSech piipadech a = u,v,w a tedy tyto metriky nemaji
netrivialni separabilni potencidl.
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Z.aver

V préci jsme se zamérili na systematické zkoumani specialné relativistickych jednocasticovych
systému s elektromagnetickym polem ve dvou a tfech prostorovych rozmeérech, které jsou
integrabilni diky IP prvniho ¢i druhého fadu ve slozkach hybnosti (a ptipadné maji dalsi
nezavislé IP prvniho fddu navic). K tomu jsme potiebovali definice a tvrzeni z oblasti
(super)integrability, specidlni relativity a separability HJR uvedené v Kapitole 1 a hamil-
tonovské popisy relativistické dynamiky rozebrané v Kapitole 2. Tyto popisy jsou bud
kovariantni (4D resp. 3D), nebo se odehravaji v 3+1 (resp. 241) rozstépeni Minkowského
prostorocasu. Oboje m4 své vyhody i nevyhody, popis volime podle situace a ucelu. Zjis-
tili jsme vsak, ze IP a jejich pfipadna involuce se mezi popisy prenaseji. Déle jsme v této
kapitole kratce uvedli historii (systematického) zkouméni relativistické (super)integrability.

V Kapitole 3 jsme zjistili, jak vypadaji obecné IP prvniho a druhého fddu v hybnosti
(pocitali jsme v kovariantnim popisu), predevsim v nejvyssich mocnindch hybnosti. Konkrétné
IP prvniho fadu jsou praveé poincaréovské IP, tj. linearni kombinace prvku Poincarého al-
gebry - hybnosti, momentu hybnosti a boostovych prvkiu. Tim se lisi od IP prvniho fadu
v nerelativistickém piipadé, kde vystupuji prvky Eukleidovy algebry (v ¢asové nezavislém
piipadé jejich linearni kombinace, pti povoleni ¢asové zavislosti jsou koeficienty kombi-
nace funkce ¢asu). Nejvyssi mocniny hybnosti v obecném relativistickém IP druhého rédu
pak odpovidaji sou¢inum dvojic Poincarého algebry. (V klasickém piipadé je situace opét
analogickd s Eukleidovou algebrou.) Provedené zkouméni ndm poskytlo lepsi vhled do
prevadeéni IP z relativistického systému do jeho nerelativistické obdoby (toto probih4 li-
mitou, pti prevodu vSak z IP mohou zmizet nékteré ¢leny, muze se zménit tad, casova
zévislost 1 pocet, muze byt tieba zménit kalibraci apod.).

Vysledky Kapitoly 3 pfimo naznacuji metody klasifikace systému integrabilnich v prvnim
a druhém radu. V Kapitole 4 jsme klasifikovali systémy integrabilni v prvnim fadu a dvou
a tfech prostorovych rozmérech. Protoze jsou IP prvniho fadu poincaréovské, potiebovali
jsme komutativni podalgebry 3D resp. 4D Poincarého algebry rozméru 2 resp. 3. Tyto
jsme céstecné nalezli, ¢astecné prevzali z [35]. U 3D Poincarézy bylo takovych podalge-
ber 7, u 4D analogie 9. U kazdé takové tiidy jsme tedy pozadovali zachovani mnoziny
IP prvniho fadu tvaru souctu daného prvku algebry a obecné funkce soutradnic. Zaroven
jsme pozadovali, aby tyto byly vzajemné v involuci. Z téchto rovnic jsme byly schopni urcit
obecné tvary elektromagnetického pole zachovavajici dané IP. V piipadé dvou prostorovych
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rozmeéru jsme jesté hledali specidlni piipady nalezenych systému majici dalsi nezavislé 1P
prvniho fadu. Nasli jsme fadu ruznych ptipadu s IP navic. Dva jejich specialni ptripady
mély maximalni pocet IP, bylo tedy mozné piimo z IP uréit (a vykreslit) jejich trajek-
torie. U konkrétnich systému jsme téz urcili jejich nerelativistické limity a ukézalo se, ze
nékterym v nerelativistickém piipadé pribyva jeden nezavisly IP prvniho tadu.

V Kapitole 5 jsme naznacili, jakym zpusobem by se délala obecnd klasifikace systémi inte-
grabilnich ve druhém fadu (zalozeno na analogickém postupu pro nerelativistické systémy).
Jelikoz jsme ale chtéli systémy explicitné zkonstruovat, omezili jsme se pouze na separabilni
systémy, které maji vlastnost integrability (nejvyse) druhého fadu automatickou. Vyuzili
jsme klasifikaci neekvivaletnich ortogonalnich metrik na 3D Minkowského prostorocase, v
nichz se separuje Hamiltonidn volné ¢astice z [14] (protoze to je nutnou podminkou se-
parability systému s elektromagnetickym polem). Hledanim separabilnich potencidlu jsme
zjistili, ze pouze tii z 12 uvedenych rodin metrik maji separabilni potencialy integrabilni
ve druhém tadu, celkem se jednd o 7 metrik (tedy i 7 systému). K témto jsme nalezli
prislusné IP. Hledali jsme téz jejich podptipady majici dalsi nezavislé IP prvniho tddu, pro
kazdou rodinu jsme nalezli jeden (nachézel se vzdy v pruniku potencidlu separabilnich ve
v8ech metrikdch rodiny a meél specificky tvar). Tento jsme prevedli do pseudokartézkych
soufadnic a provedli limitu. Fyzikalné prijatelna se vSak zdala byt jen v jednom pripadeé.
U jednoho ze systému byl nalezen maximéalni pocet IP, proto bylo mozné z nich vyjadrit
(a vykreslit) piimo jeho trajektorii.

Co se navazani na tuto préci tyce, bylo by zajimavé vice prostudovat, co je divodem
vétsitho mnozstvi dodatecnych IP v nerelativistickém pripadé u systému nalezenych v sekci
4.2. Muze se jednat napf. o limity dosud neobjevenych relativistickych IP druhého radu,
o rozpad jednoho relativistického IP na dva ¢i zménu funkcionalni zavislosti v dusledku
limity. (Vime, ze nékdy napf. v limité vymyzela zavislost na néjaké souradnici, proto bylo
vidét prakticky, jak novy IP vznikne, nicméné to nepopira predchozi moznosti.) Taktéz
by bylo vhodné tyto systémy zkusit vyfesit (toto jsme zde provedli jen pro systémy s ma-
ximalnim poétem IP). Dalsim pfirozenym pokracovanim je nalezeni systému s dodateénymi
linedrnimi IP i pro systémy ve 3 prostorovych rozmeérech (tj. ze sekce 4.3).

Nalezeni (vSech) separabilnich systému majici 3 prostorové dimenze se jevi jako znacné
ambicidzni plan, nicméné dalo by se zacit napf. metrikami, v niz lze provést rozstépeni v
instantni formé (pak by se zdroven jednalo o navazani na vyzkumny tkol [19]), u téchto
systému by pak opét $lo hledat piipady s dodateénymi (linedrnimi) IP. Alternativou by
bylo se zaméfit na jeden systém souradnic (napf. kartézsky, jehoz separabilni systémy byly
jiz nalezeny ve [19]), hledat systémy s dodateé¢nymi IP a analyzovat je. Konecéné, analyza
komutujicich kvadratickych prvka univerzalni obalové algebry Poincarého algebry (ale-
spon 3D verze), podobna klasifikaci v [29] pro Eukleidovu algebru, by ndm umoznila zacit
kompletni klasifikaci integrability druhého fadu v relativistickém ptipadé.
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Priloha

Zde uvadime vykresleni trajektorii nalezenych systému s maximéalnim moznym poctem IP
nalezenych v préci. Vse je vykresleno v jednotkéch 1 = ¢ = my = —¢. Index 0 u soutadnic
a hybnosti v popisech obrazki znamend volbu pocatecnich hodnot (tyto se dosadi do IP
a tak urci jejich hodnotu pro dané pocateéni podminky). Omezené/uzaviené trajektorie
jsou vykresleny celé (Obrazek 1 a 3), v piipadé neomezenych/neuzavienych trajektorii je
vykresleni ukonceno v misté, kde je jiz z tvaru kiivky patrné, jak bude pokracovat dale
(Obréazek 2 a 4).

Obréazek 1: 2+1 trajektorie (4.14) systému 2/ (4.13) pro volbu Ky = 0, K7 = 2.8, p1gp =
0.3, poyy = 0.6; x(l) =7, x% = 2.

72



600—
400— /
200
i L~
00—
xl T
-200—
-400—]
-600—
- 800—
-1000~
0
1000 !
2000 50
xXm

150 100
200 xp

Obrazek 2: 3D trajektorie systému 12/ (4.38) pro volbu K = 2, p1g = 0.1, pyo = 0.4, ppo =
0.7, xh = 0.6446122767, x = 0.4693764592, z* = 2.493698916.
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Obréazek 3: 2+1 trajektorie (5.24) systému (5.23) pro volbu K = 4, p,g = 2.6344, pyo =
1, vg =0, wy = 2.0344.
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Obrazek 4: 2+1 trajektorie (5.24) systému (5.23) pro volbu K = 2, p,o = 1.5, pyo =
0.3, Vo = ]., Wo = 3.
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