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Abstract. Navigation is defined as the science of getting a craft or person from one
place to another. The historical development of navigation embraces great
geometrical principles, the practical design of instruments of observation and wide-
ranging methods of calculation. The geometrical nature of methods has not
changed since the days of sail and offers an interesting historical perspective for
any applied mathematics course.

Similarly, the problem of Apollonius is closely related to the location problems in
radio and satellite navigation. These ancient problems are still important in context
of new technologies and new navigation systems.
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1 Uvod

Pod pojmem navigace rozumime umeéni nalézt cestu k danému cili, neztratit se
na dlouhych cestach a znat svou polohu na mofi i na sousi. V prubchu veéki se
postupy zasadnim zpusobem ménily a spolu s novymi piistroji a technologiemi
se proménovaly az do dnesni podoby.

Mnohé maji historické i souc¢asné metody spolecné — kli¢ova role urceni
¢asu, vyuziti nebeskych téles ¢i vyznamnych bodd a odvozeni polohy pouzitim
geometrickych metod. Zakladni principy navigace mohou dobfie poslouzit jako
aplika¢ni tlohy geometrie na zakladni ¢i stiedni $kole. Je zabavnéjsi méfit thly
Jakubovou holi nez jen rysovanim do seSitu. S pochopenim principu uréeni
zemépisnych soufadnic objevime dumyslnost starych navigaénich pfistroju a
naucime se pozornéji divat na oblohu nad nami.

Az do 15 stoleti je pro navigovani na moii primarni nautické spocteni,
navigovani podle hvézd jej jen dopliuje. Astronavigaci si vyzadaly az
zaoceanské plavby.

2 Astronavigace

Astronavigace se v soucCasné dob&€ pouziva pfedevSim na mofi, ackoliv
vehistorii sehrala nemalou roli i pfi expedicich na neprobadanych kontinentech.



S rozvojem satelitni navigace jeji vyznam klesa, z zivotn¢ dilezité¢ dovednosti
se stava jen konickem pro nadsence, kteii podlehli kouzlu pohledu do sextantu.

K orientaci podle hvézd se na severni polokouli vyuziva zejména Polarka,
kterd se nachazi v blizkosti svétového poélu, v souhvézdi Malého vozu. Pro
pozorovatele na Zemi se hvézdy i Slunce otaci kolem Polarky proti sméru
hodinovych rudi¢ek. Jizni svétovy pol se hledd mnohem obtizngji, nebot’ se
v°eho blizkosti nevyskytuje zadnd napadnéjsi hvézda. Jizni pdl lezi na
prodlouzeni delsi osy souhvézdi Jizni kiiz smérem k jasné hvézdé Achernar.

Meéteni zemépisné Sitky ¢ je relativné snadné, proto staii moteplavci
upiednostiiovali plavbu podél rovnobézky. Pro zjisténi zemépisné Sitky na
severni polokouli sta¢i zméfit tihel, pod kterym vidime Polarku, viz. obrazek 1.
Kuréeni vysky hvézdy nad horizontem se pouzivala fada pomticek, od téch
nejjednodussich (kamal, Jakubova hul) az po ty ptesnéjsi (astrolab, kvadrant,
oktant, sextant). Pouziti otoénych zrcadel a barevnych filtri u sextantu,
umoznilo pozorovani Slunce, a tim zpfesnit navigaci béhem dne. OvSem ani
v 15. stoleti nebylo méfeni na lodi nijak spolehlivé. Krystov Kolumbus v roce
1498 udava, ze se vyska Polarky ménila z 5° na 15° [4]. Tehdy byla vzdélenost
Polarky od pdlu 3,5°, Kolumbus tedy méfil s chybou 180 NM.

S pouzitim sextantu a namoiniho almanachu mizeme metodou kulminace
Slunce v pravé poledne zjistit zemé&pisnou §itku i délku. Z vysky Slunce nad
horizontem v pravé poledne Hp. a znalosti deklinace Dec pro dany den
zjistime zemépisnou Sitku ¢.

¢ =90°+Dec—-H,_,,

Pro uréeni zem. délky je nezbytné znat pfesny ¢as na nultém poledniku, tzv.
GHA (Greenwich hour angle). GHA v dobé kulminace Slunce ur¢uje pifimo
zemépisnou délku nasi polohy.
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Obr. 1: Metoda kulminace Slunce — uréeni zemé&pisné $itky i délky

Pro pfesngjsi méfeni je tieba provést korekce vyplyvajici z vySky oka
pozorovatele nad hladinou, lomu svétla a rozdilu v horizontu pozorovatele a
nebeskym horizontem v rovniku. Pro podrobnéjsi obeznameni s metodou



doporucuji navodnou piiru¢ku astronavigace [7]. Metoda kulminace Slunce
neni zdaleka jedinou, béhem staleti bylo vyvinuto bezpodet dimyslnych
pfistroju a metod [7, 8].

Astronavigace a nautické spoéteni jsou na otevieném oceanu hlavni
naviga¢ni metody az do druhé svétové valky. Teprve aZ s objevem radiovych
vin ptisly nové, spolehlivéjsi metody. Béhem druhé svétové valky se radar
(Radio Detection and Ranging) stal b&znou soucasti protivzdusné obrany.

Obecné lze fici, Ze klasicky radar pracuje v polarnich soutadnicich,
vzdalenost detekovanych objektd je urCovana pomoci cCasové korelace
vysilaného a pfijimaného signalu. My se zaméfime na geometricky zajimavejsi
zpisob tzv. hyperbolické navigace, zalozené na ¢asovém rozdilu piijmu signalt
z riznych stanic (TDOA — Time Difference of Arrival).

3 Hyperbolicka navigace

Hyperbolicka navigace byla poprvé pouzita ve zvukovych systémech akustické
lokalizace. Geometricky na stejném principu pracovaly i radiové systémy
LORAN a GEE, nezavisle vyvijené v USA a Velké Britdnii béhem druhé
svétové valky [1].

Doc. Vlastimil Pech z vyzkumného pracoviité Ceskoslovenské lidové
armady se hyperbolickym navigatnim systémem inspiroval, jen ulohu
ptijimade a vysilade oto¢il. V 60. letech vyvinul prvni pasivni radiolokator
Kopag, nasledovaly dal$i modely Ramona a Tamara, az vroce 1995 byl
vyvinut prvni funkéni prototyp svétoznamého radiolokatoru Véra.

3.1 Véra

Véra patii mezi tzv. pasivni radiolokatory, to znamena, ze pouze pfijima
elektromagnetickou energii z okoli a sim zadnou nevysila. Véra se sklada
nejméné ze tfi Casov€é synchronizovanych pfijimacich stanic, které zaroven
zjistuji polohu letounu.

Vzdalenost cile od pfijimaci stanice jsou pfimo umérné dobég, po jakou signal
putoval. Pokud by dvé stanice pfijaly signal ve stejny okamzik, pak lezi
sledovany cil na ose spojnic téchto stanic. Pokud je mezi pfijmem signali
Casovy posun, je geometrickym mistem bodu hyperbola. Na zakladé rozdilu v
ptijmu signald z letadla na dvé stanice uréime hyperbolu, jejiz ohniska jsou
dana polohou stanic. Dalsi dvojice ur¢i stejnym zptsobem druhou hyperbolu a
poloha sledovaného cile je v priseciku hyperbol.

Jelikoz Véra neurCuje vzdalenost cile na zdkladé¢ odrazu signdlu, je
uspesnéjsi 1 pii odhalovani tzv. neviditelnych letadel. Pokud ale letadlo vypne
sviyj letovy radar, je pro Véru také neviditelné.

Mocnéj§im nastupcem Veéry muize byt systém ,,Silent Guard“ vyvinuty
veroce 2013. Jeho technologie PCL (Passive Coherent Location) nespoléha na
radiovy signal vysilany cilem, ale pouze parazituje na stavajicim televiznim
a°radiovém vysilani [5, 11].



Na principu zji§téni rozdilu ¢asu piijeti signalu mezi jednotlivymi stanicemi
(TDOA — Time Difference Of Arrival) pracuje i nové zavadéna technologie
k detekci polohy letadel pouZivana pro fizeni provozu na letisti pod zkratkou
MLAT.

3.2 Multilaterace (MLAT)

V terénu jsou rozmistény casové synchronizované piijimace signald z
palubnich odpovidaci. V urcitém okamziku vysle sledovany cil impulsni
signal, jenz se rychlosti svétla §ifi smérem k pfijimacim stanicim. Casovému
rozdilu v pfijmu signali odpovida v rovin¢ hyperbola s ohnisky v poloze
prijimacich stanic, jejichZ ¢asovy posun je vyhodnocovan. Pti 2D navigaci staci
vyhodnotit pfijem na tfi stanice. Analogicky pro prostorovou navigaci
uvazujeme mnozinu poloh na rotaénim dvoudilném hyperboloidu a pro uréeni
polohy vyhodnocuje pfijem minimalné Ctyf stanic. Nejednoznacnost polohy
fesi pouzity software, naptiklad pro danou dvojici pfijimact neuvazujeme ob¢
¢asti hyperboloidu, protoze vime, ke které stanici dorazil signal diive.

MLAT systémy davaji moznost zvySeni kapacity a propustnosti vzdusného
prostoru a zaroven poskytuji vétsi presnost, nez jaké mozné dosahnout s jinymi
soutasné vyuzivanymi zatizenimi pro sledovani nebo navigaci. CR je v oblasti
multilaterace na svétové $picce vyvoje, podnik Rizeni letového provozu patii
mezi prukopniky MLAT [12]. Systém byl spustén v roce 1999 a od roku 2002
je schopny pIné nahradit tradi¢ni sekundarni radary.

Nejvétsi slabinou systému je nedodrzeni ¢asové synchronizace, protoze
chyba ¢asu 1us vyvola chybu v fadech metrti. Aby bylo mozné vyuzit MLAT
pro prostorovou nhavigaci, je potieba vyhodnotit odchylku v zavislosti na
konstelaci stanic vué¢i sledovanému cili. Piesnost multilaterace je uréovana,
podobné jako GPS, pomoci koeficientu PDOP (Position Dilution of Precision),
jehoz hodnoty jsou dany vyluéné geometrickym rozmisténim stanic vuéi cili.
Koeficient PDOP je definovan jako pomér standardnich odchylek vysledné
vzdalenosti a°naméfeného Casu.

Pokud se hyperboly protinaji kolmo, je pfi stejné odchylce naméfeného casu
oblast nepfesnosti mensi, nez pii priniku pod ostrym uhlem (obrazek 2).
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Obr. 2: Vliv chyby méfeni &asu na vyslednou lokalizaci — PDOP



Explicitni odvozeni vztahu pro PDOP geometrickou cestou je ale
komplikované. Napiiklad na letisti Vaclava Havla je v soucasnosti 15 stanic, je
tteba zapoditat rusivé odrazy a stinéni budov.

4 Satelitni navigace

Ackoliv by se na prvni pohled mohlo zdat, ze hyperbolickd navigace je
geometricky zcela odlisna od lokalizace polohy pomoci GPS, neni tomu tak. Jiz
Isaac Newton ukazal, Ze Apollonitiv problém nalézt kruznici, jez se dotyka tii
danych kruznic je ekvivalentni nalezeni rozdilu vzdalenosti od tfi danych bodd.
K feSeni problému pouzil metody ne nepodobné soucasné pouzivanym
algoritmtim [2].

V soucasnosti je na svété vice nez 500 miliond pifijimaci, vetsina z nich se
nachazi v mobilnich telefonech. Pfesnéjsi pfistroje vyuzivajici dvou piijimact
pracuji s presnosti 1 cm, levné pfistroje v mobilnich telefonech pracuji se
stfedni odchylkou okolo 15 m pouze vyhodnocenim tzv. pseudovzdalenosti [9].
Pseudovzdalenost je hodnota, ktera v sobé predstavuje skutecnou vzdalenost k
satelitu, ale také rizné odchylky.

Zakladni princip satelitni navigace spociva v trilateraci, tedy nalezeni mista
ze tfi vzdalenosti. Praktické uréeni polohy je ale zkomplikovano riznym ¢asem
vysilae a pfijimace, chybami zpisobenymi priichodem atmosférou, ¢i $patnym
aktudlnim rozmisténim satelitd.

Klic¢ovou roli pro lokalizaci hraje pfesné ur¢eni ¢asu, proto je kazda satelitni
stanice vybavena atomarnimi hodinami. Cas piijima¢e synchronizovan neni,
¢asovou odchylku na hodinach piijimace je tieba spocitat. K tomu je zapotiebi
sledovat alespon Ctyfi satelity.

Geometricky je problém mozno formulovat jako Apolloniovu ulohu
veprostoru. Hledame kulovou plochu, kterd se dotyka ¢ty danych kulovych
ploch. Polohy satelitti pfedstavuji stfedy kulovych ploch, pseudovzdalenosti
uruji jejich poloméry. Neznama c¢asova odchylka pfijimace vici vSem
satelitim je stejna a uréuje polomér hledané kulové plochy.

Algoritmy aplikované v GPS pro vyhodnoceni polohy z jednoho pfijimace
jsou numerické. Prvnim krokem je uréeni pozorovacich rovnic vyjadfenim
pseudovzdalenosti z viditelnych satelitt. Pokud zname tdaje ze étyt satelit
nelezicich v jedné roviné, dava soustava jediné feSeni. Drahy satelitti jsou ale
nastaveny tak, Ze z kazdého neclonéného bodu na Zemi vidime minimalné 6
satelitl. V takovém piipad€ pouzijeme metodu vazenych nejmensich Ctverct.
Vahu jednotlivym méfenim pfifazujeme podle aktualni geometrické konstelace
(vetsi vahu maji ty satelity, které vidime pod vétsim thlem) nebo Gaussovou
metodou (Kalmantiv filtr). Podrobny popis metod pouzivanych v satelitni
navigaci je v [3, 9,10].



S5 Zavér

Béhem poslednich dvaceti let se diky satelitnim technologiim podstatnym
zpisobem zmeénil nas piistup k feSeni naviga€nich problémi. Piesné pfistroje
jsou cenové dostupné pro kazdého, jsou montovany do aut, lodi, letadel i
détskych kocarkt.. Zdalo by se, Ze jiz neni tfeba umét Cist mapy, Ze jsou
zbyte¢né informacni tabule a ukazatele na cestach. Neni tomu tak.
Astronavigace je stale pfednaSena na vojenskych akademiich, letadla jsou
nadéale zaméfovana radarovymi systémy. Satelitni navigace stavajici lokalizacni
metody vyuziva, dopliuje a zpiesiuje.

Snovymi technologiemi navigace pfichazeji nové moznosti pro vzajemné
vyuzivani stavajicich i novych systému, fesi se kombinace satelitni a pozemni
navigace spolu s optimalizacnimi problémy, jez je potieba fesit pro velké
objemy dat v realném case.
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